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О Т Р Е Д А К Т О Р А 

Книга Д а л л а „Справочная книга по математике" занимает 
среднее положение между руководством и справочником по 
математике. Ее цель обслужить инженерно-технического ра
ботника, нуждающегося в освежении своих познаний по ма
тематике, и дать ему необходимые справки и указания. 

В книге охвачены те разделы математики, которые входят 
обычно в большинство технических справочников. Так как 
книга рассчитана на читателя, желающего не только полу
чить требуемую ему справку, но и соответствующие доста
точно простые и наглядные к ней объяснения, то справочник 
принял форму руководства. 

Однако книгу нельзя назвать руководством в полном смы
сле этого слова. Изложение не везде носит систематический 
характер. Автор не стремится к последовательному развитию 
положений, не гонится за доказательствами. Он стремится 
возможно полнее и нагляднее раскрыть основные -понятия и 
показать их связь с повседневной работой техника. Поясняя 
на примерах математические приемы и правила, автор не 
загромождает их излишними техническими подробностями, 
справедливо полагая, что для техника, обращающегося к мате
матике, не они играют первую роль. Стремление к возможно 
большей наглядности побудило автора широко воспользо
ваться геометрической интерпретацией аналитических при
емов. С этой стороны книга содержит богатый материал, 
могущий оказаться полезным и при прохождении начал выс
шей математики во втузе. 

При переводе книги на русский язык английские меры, 
непривычные для русских читателей, заменены метрическими 
и в числовых примерах сделан пересчет. 

В отдельных местах, где приводимые формулы было 
желательно дополнить выводом, сделаны примечания. Это 
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относится по большей части к выводам формального хара
ктера. Были приложены усилия к тому, чтобы по возможно
сти полностью передать непосредственность изложения ори
гинала и никаких дополнений в направлении уточнения дока
зательств или придания им большей строгости сознательно 
не делалось. Это не отвечало бы задачам, поставленным 
перед книгой, и вносило бы известный диссонанс в изло
жение. 

В главе о логарифмической линейке сохранено описание 
американской логарифмической линейки. Мотивы к атому 
такие. Правило действий и устройство шкал (кроме шкалы 
синусов) таковы же, что и на употребительных у нас 25-сан
тиметровых линейках. Благодаря сделанным примечаниям 
лицо, познакомившееся с американской линейкой, безо всякого 
труда сможет работать на линейках обычного типа. 

Инженерно-техническому работнику, не имеющему в своей 
деятельности постоянного контакта с математикой, в изве
стные моменты приходится прибегать к ее помощи. В этом 
случае наиболее желательной для него является книга, где 
в известной последовательности в простой и наглядной форме 
дается изложение основных математических положений по 
возможности в таком виде, как это чаще всего встречается 
в практических приложениях. 

Такая книга дает возможность в кратчайший срок осве
жить когда-то усвоенное и вспомнить забытое. 

Нам думается, что книга Д э л л а , довольно близко отве
чающая этим требованиям, будет полезной для наших инже
нерно-технических работников. 

А- Журавский. 



ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРА. 

Настоящая книга предназначается главным образом для 
инженеров, причем мы имели в виду, во-первых, тех из них, 
которые нуждаются в быстром получении справки, во-вто
рых— желающих восстановить свои прежние математические 
познания и, наконец, в-третьих — инженеров, нуждающихся 
в пособии по математике. 

Обычно для получения соответствующих сведений инженер 
обращается либо к техническим справочникам, либо к учеб
никам. Первые слишком кратки, и место, отводимое в них 
математике, весьма ограничено. 

Учебники же предназначаются для сообщения учащимся 
соответствующих знаний, а также для воспитания в них уменья 

-пользоваться методами математики. Промежуточные рассу
ждения при этом умышленно пропускаются, предполагается 
знакомство с предыдущими отделами, совершенно не обра
щается внимания на время, необходимое для получения 
желаемого решения, а иногда даже развитие важных положе
ний предоставляется учащемуся. 

Поэтому автор, желая во время практической деятельности 
быстро получать нужные справки по математике, был. выну
жден составить соответствующие заметки. Первоначально он 
не имел намерения опубликовывать указанные заметки, но 
многие инженеры, просматривавшие их, высказывали мнение 
о полезности их издания. 

Следуя этим пожеланиям, автор произвел тщательный про
смотр своих заметок и внес в них многочисленные дополне
ния, в результате чего и появился настоящий труд. 

Значительное место в нем отведено рассмотрению вопроса 
об абсолютной и относительной погрешностях, который обычно 
в учебниках не разбирается. 

Там, где это было возможно, одновременно с аналитиче
скими решениями приведены и графические. Во всех важных 
случаях даются пояснительные примеры.. 

Уменье пользоваться счетной линейкой необходимо каждому 
инженеру; поэтому в настоящей книге автор нашел нужным 
сообщить основные сведения, касающиеся пользования ею. 
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Вместо того, чтобы заставлять читателя запоминать целый 
ряд сложных правил, здесь даны простые указания, охваты
вающие все практически важные случаи. 

Ознакомление с линейкой начинается со шкалы равных 
делений, а затем рассматриваются и остальные шкалы. Этот 
порядок отличается от обычного, принятого в учебниках. 

Так как настоящая книга предназначена для повторения 
математики, то она составлена таким образом, что различные 
отделы связаны между собой, а не отделены друг от друга, 
как это обычно делается в учебниках. Так, например, автор 
пользуется методами аналитической геометрии в приложении 
к алгебре, что делает последнюю более ясной, а геометрию —• 
практически более приложимой. 

В главе III рассмотрено употребление циркуля для пропор
ционального деления, которым весьма часто приходится поль
зоваться инженеру. В учебниках он обычно не рассматривается 
вовсе. 

Элемент времени подробно рассматривается в отделе три
гонометрических функций по той причине, что с каждым, 
годом возрастает значение периодических зависимостей и инже
нер должен быть с ними более основательно ознакомлен. 

Автор надеется, что отделы, в - которых изложены диффе
ренциальное и интегральное исчисления, будут весьма полезны 
для многих читателей. Графическим методам в этих отделах 
отведено значительное место. Функции от функции рассма
триваются более широко, чем это обычно делается в учеб
никах. 

Кроме того, обращено внимание на то значение, которое 
имеет в дифференциальном исчислении понятие о пределе 
скорости изменения, а в интегральном — представление об 
интеграле как о произведении двух переменных, выражающем 
площадь. , 

Автор глубоко признателен м-ру Ирвингу Меткаф за его 
помощь при подготовке рукописи к печати, а также профес
сору Корнелльского университета Вальтеру Б, Кэрверу за мно
гочисленные полезные указания. 

Раймонд В. Дэлл. 
Чикаго, Иллинойс, 

Июнь 1926 г. 



Глава I. 
АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ ПОСРЕДСТВОМ АЛГЕБРАИЧЕ

СКИХ ФОРМУЛ. 

1. Сложение столбцами- При 
сложении цифр, находящихся в 
одном столбце, например в 
столбце единиц, не следует про- 8 7 4 2 
изводить это действие в уме. 5 2 7 9 

В уме нужно отмечать лишь ре- 8 2 6 7 
зультаты последовательного ело- 3 4 2 5 
жения, а именно: 8 7 6 5 _ 

9 8 7 4 П р о в е р к а 
2 — 11 — 18 — 23 — 28 — 32. LZ л \ 

3 2 4 1 
Рекомендуется писать сумму 3 2 3 0 

цифр каждого столбца отдельно, 3 0 3 2 
а не переносить десятки в еле- 4_Jl 3 2 
дующий столбец. 4 4 3 5 2 4 4 3 5 2 

Проверку начинают с левого 
столбца. 

Самое сложение следует про
изводить на отдельном листе 
бумаги и после проверки пере
носить полученные ответы на со
ответствующее место. 5 2 8 0 ' 

' 9 7 6 0, 5 0 
3 4 9 

4 0 0 6, 7 5 
6 5 2 2, 8 9 

1 3 2, 1 2 
2. Банковский способ сложения. По этому ~~~ 

способу десятки, получившиеся от сложе- о о 
ния цифр какого-нибудь столбца, приба- о i вляются к единицам суммы цифр следую 
щего столбца. При этом не приходится скла- о г> 
дывать суммы, полученные от сложения 2 0 
отдельных столбцов, как в § 1, а просто * " 

2 1 

последние цифры сумм сносятся вниз. 2 6 0 5 1,2 6 
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3. Периодическое сложение. При этом способе слагаемые 
располагают в столбец и последовательно их складывают, 
пока сумма не будет несколько меньше 20. 

Эту сумму разбивают на два слагаемых, одно из которых 
равно десяти, а второе — оставшемуся числу единиц. Второе 
слагаемое складывается с последующими, и когда сумма будет 
опять близка к 20, поступают, как описано выше. 

8 
3 
4 
2 (17) = 1 0 + 7, сносим 7 
б 
1 (14) = 10 -|- 4, сносим 4 
7 
8 (19) ==10 4- 9, сносим 9 
5 
3 (17) = 10 - |- 7, сносим 7 
б 
4 (17) = 10 7, сносим 7 
7 (14) = последней сумме 
50 = 5 • 10 
64 ( О т в е т ) . 

4. Сложение в уме двузначных чисел. Сложение 0 -
следует начинать с первого числа (25) и попеременно . ~. 
прибавлять в уме сначала единицы (6) следующего „ ? 
числа, а затем десятки (40)» Это удобнее, чем приба- g ~ 
влять сразу единицы и десятки. Таким образом имеем: g 

254-6, 31 + 40, 714-1 , 72-1-80 и т. д. зТО 

Рекомендуется отмечать в уме только ответы: 

25 — 31 — 71 — 72 —152 —154 — 244 — 250 — 310. 

5. Сложение в уме трехзначных чисел. Такое сложение 
производится точно так же, как и в случае двузначных 
чисел ( § 4 ) . ' 9 4 7 

После прибавления десятков прибавляют сотни. пел 
Так, в примере, написанном справа, действие про- с 5 t 
изведено таким образом: 

2 3 7 — 2 4 1 - 3 0 1 - 1 0 0 1 - 1 0 0 2 - 1 0 4 2 - - 1 5 4 2 . 1 5 4 2 
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6 - ^7 = 1 3 

3 . - - 2 = 5 

7 - 2 — 9 

8 - - 9 = 1 7 

Цифры, напечатанные жирным шрифтом, должны быть 
написаны в ответе. 

7. Вычитание при помощи дополнений. Пусть требуется 
вычесть 8 из 2 7 . 

Дополнение 8 до 1 0 равно 2 . Если оба числа увеличить 
на 2 , то очевидно вычитание упрощается: 

2 7 - | - 2 = 29 
_ 8 _ - Ь 2 = 10 

19 
Вычтем 9 4 из 1 7 3 : 

1 7 3 — 9 4 = ( 1 7 3 -I- 6) — ( 9 4 + б) = 1 7 9 — 1 0 0 = 7 9 . 

8. Совместное сложение и вычитание. Если некоторые 
из чисел, стоящих в столбце, должны быть прибавлены,*а дру
гие вычтены, то применяют один из следую- 7 4 8 3 
щих методов: 4 8 2 9 

1 . Сначала складывают отдельно все поло- 3 1 8 2 
жительные числа, затем — все отрицательные. 6 3 3 4 
После этого находят разность полученных 8 3 7 1 
чисел. 1 2 1 7 

2 . Последовательно складывают и вычитают Z L ~ 2 ~ Q 6 8 3 

числа, стоящие в каждом столбце. — 1 0 7 3 3 
9. Для упрощения вычислений рекомен- _ б о е п 

дуется изучить следующую таблицу умножения: ° 9 5 0 

6. Вычитание посредством сложения. Раз- 1 7 9 5 3 
ность можно найти как слагаемое; для этого рас- 8 7 2 6 
сматриваем уменьшаемое как сумму, а вычитае- 9 2 2 7 
мое—как одно из слагаемых. 

Пусть, например, требуется вычесть 8726 из 1 7 9 5 3 . 

Рассуждаем так: 
Сколько надо прибавить единиц к 6, чтобы получить 

сумму, оканчивающуюся цифрой 3 ? Очевидно, 7. 
От сложения 6 и 7 должны получиться три единицы и 

один десяток, который мы и прибавили к двум десяткам 
в вычитаемом. 

Сколько десятков нужно прибавить к тоем десяткам, чтобы 
получить сумму, оканчивающуюся ц и ф р о й ' 5 ? Очевидно, 2 и т. д. 

Итак: 
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Таблица умножения. 
13 X 1 = 13 1 4 X 1 = 14 1 5 X 1 = 15 1 6 X 1 = 16 

2 = 26 2 = 28 2 = 30 2 = 32 
3 = 39 3 = 42 3 = 45 3 = 48 

1 3 X 4 = 52 1 4 X 4 = 56 1 5 X 4 = 60 1 6 X 4 = 64 
5 = 65 5 = 70 5 = 75 5 = 80 
6 = 78 6 . = 84 6 = 90 6 = 96 
7 = 91 7 = 98 7 = 105 7 = 112 
8 = 104 8 = 112 8 = 120 8 = 128 
9 = 117 9 = 126 9 = 135 9 = 144 

10 = 130 10 = 140 10 = 150 10 = 160 
11 = 143 11 = 154 11 = 165 11 = 176 
12 = 156 12 = 168 12 = 180 12 = 192 
13 = 169 13 ; = 182 13 = 195 13 = 208 

14 = 196 14 = 210 14 = 224 
15 = 225 15 = 240 

16 = 256 

1 7 X 1 = •• 17 18 Л 1 = 18 1 9 X 1 = 19 
2 = 34 2 = 36 2 = 38 
3 = 51 3 = 54 3 = 57 
4 = 68 4 = 72 4 = 76 
5 = 85 5 = 90 5 = 95 
6 = 102 6 = 108 6 = 1 1 4 
7 = 119 7 = 126 7 = 133 
8 = 136 8 = 144 8 = 152 
9 = 153 9 = 162 9 = 171 

10 = 170 10 = 180 10 = 190 
11 = 187 11 = 198 11 = 209 
12 = 204 12 = 216 12 = 228 
13 = 221 13 = 234 13 = 247 
14 = 23S 14 = 252 14 = 266 
15 = 255 15 = 270 15--=285 
16 = 272 16 = 288 16 = 304 
17 = 289 17 = 306 17 = 323 

18 = 324 18 = 342 
19 = 361 

10. Как давать сдачу. 1) Назовите стоимость товара; 
2) добавьте мелочь до „ровного счета"; 3) прибавьте крупные 
монеты. • 

Пример. Стоимость предмета — 33 коп. Покупатель дает 
50 коп. 
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1) Отмечаем, что стоимость товара — 33 коп.; 2) доба
вляем 2 коп. до 35 коп.; 3) добавляем 15 коп. 

11. Другие сокращенные способы вычислений. Чтобы 
умножить на 0,025, следует отделить один десятичный знак 
справа и разделить полученное число на 4. 

Чтобы умножить на 0,0(3), следует отделить один деся
тичный знак справа и разделить полученное число на 3. 

Чтобы умножить на 0,05, следует отделить один деся
тичный знак справа и разделить полученное число на 2. 

Чтобы умножить на 0,075, следует отделить один деся

тичный знак справа и вычесть из полученного числа его. 

Чтобы умножить на 0,1125, следует отделить один деся-
1 

тичныи знак справа и прибавить к полученному числу-g- его. 

Чтобы умножить на 0,1(3), следует отделить один деся

тичный знак справа и прибавить к полученному числу "з~его-
Чтобы умножить на 0,1375, следует отделить один деся

тичный знак й прибавить к полученному числу его, плюс 
1 1 

"2 ° Т Т ' 
Чтобы умножить на 0,18, рассуждают так: 

0,18 = 0,20 —0,02 = у — 
Таким образом, следует разделить на 5 и вычесть ОД по

лученного числа. 
Чтобы умножить на 0,2(3), рассуждают так: 

0,2(3) = 0,20 -1-0,0(3) = -^- - { - - - полученного числа. 

Таким образом, следует разделить на 5 и прибавить к по

лученному числу -g- его. 

Чтобы умножить на 0}24, рассуждают так! 

0,24 = 0,25 — 0,01 = - — 0 , 0 1 . 

Таким образом, следует разделить данное число на 4 и 
отнять от полученного числа 0,01 первоначального. 
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Чтобы умножить на 0,275, рассуждают так: 

0,275 = 0,25 -|- 0,025 = -L - f ~ от —• 1 4 1 10 4 

Таким образом следует разделить на 4 и прибавить к по* 
1 

лученному числу J-Q его. 
Чтобы умножить на 0,45, рассуждают так: 

0,45 - 0,50 - 0,05 = ~ — г ~ от у • 

Поэтому следует разделить данное число на 2 и вычесть 

из полученного числа его. 

Чтобы умножить число на 25, следует перенести запятую 
на два 'знака вправо и разделить полученное число на 4. 

Чтобы умножить число на 75, следует перенести запятую 
на два знака вправо, разделить полученное число на 4 и умно
жить' на 3. 

Чтобы умножить число на 125, следует перенести запятую 
на три знака вправо и полученное число разделить на 8. 

Чтобы умножить число на 250, следует перенести запятую 
на три знака вправо и полученное число разделить на 4. 

Обратно: 
Чтобы разделить число на 25, следует перенести запятую 

на два знака влево и умножить полученное число на 4. 
Чтобы разделить число на 75, следует перенести запятую 

на два знака влево, умножить полученное число на 4 и раз
делить результат на 3. 

Чтобы разделить число на 125, следует перенести запятую 
на три знака влево и умножить полученное число на 8. 

Чтобы разделить число на 250, следует перенести запятую 
на три знака влево и умножить полученное число на 4. 

12. Арифметические действия часто могут быть упро
щены при помощи алгебраических формул. Пользование по
следними удобнее, чем применение сложных правил, которые 
к тому же трудно вспоминать. 

Применение нескольких таких формул дано ниже. 
13. Возвышение в квадрат чисел, оканчивающихся 

цифрой 5. 
Рассмотрим число, состоящее только из единиц и десятков, 

Т. е. двузначное число. 



Возвышениефисел й квадрат 75 

Пусть число десятков равно а, тогда 

(10а -{- 5) = данному числу. 
(10а + 5)2 = 100а2 + 100а- | -25 

*= 100л ( а - f i ) + 25. 

Поэтому, если мы умножим число десятков на него самого 
плюс единица и припишем справа к полученному произведе
нию 25, то получим квадрат данного числа. 

Пример, Возвысить в квадрат число 35. 
Имеем: 100 • 3 • 4 = 1200 

Добавляем 25 
1225 

Можно не умножать на 100, а просто иметь в виду, что 
первое из полученных чисел дает сотни искомого квадрата, 
число же 25 — последние две цифры его. 

Преимущество пользования таблицей умножения, приве
денной в § 9, ясно из следующего примера. 

Пример. Возвысить в квадрат 145. 
Имеем: 14 • (14 -(- 1) 14 • 15 = 210 

приписываем 25 
1ÏÔ25. 

В этом случае в данном числе имеется 14 десятков. 

14. Возвышение в квадрат чисел с дробной частью - у - . 

Для возвышения в квадрат числа ^ я + - ~ - ^ следует просто 
умножить целое число п на ближайшее большее целое число 
и к полученному прибавить-^ Так, например, 

( 7 | ) 3 = ( 7 X 8 ) + i = 5 6 i 

( l 0 y ) 9 = 1 1 0 ~ (см. § 13). 

15. Возвышение в квадрат чисел, близких к 50. Нахо
дим избыток данного числа над 50, прибавляем его к 25, 
тогда получим сотни искомого числа. Затем добавляем квадрат 
упомянутого избытка: 

(56)2 = 100 (25 4 - б) 4 6 й = 3136 
(53)2 ет 100 (25 4 3) + З а = 2809. 
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В самом деле 

(50 + of = 2500 + 100а + о? = (25 + а) • 100 :|- а'К 

Если число меньше чем 50, то сперва находим разность 
между ним и 50. Чтобы найти сотни искомого квадрата, вы
читаем эту разность из 25, К полученным сотням прибавляем 
квадрат указанной разности. Так, например: 

' 47 а = (25 — 3) 100 - | - 3 2 = 2209 

4 1 а = (25 — 9) 100 + 9 2 = 1681. 

16. Вычисление произведения двух чисел, оканчиваю
щихся на 5, если десятки у обоих либо четные, либо не
четные. Обозначим буквой а число десятков первого числа 
и буквой Ь число десятков второго числа. Тогда первое 
число можно изобразить так: 

( Ю а + 5), 
а второе 

(10Ä + 5). 

(10а + 5) (104 + 5) = IOOOÄ - f 506 - | - 50а ~|- 25. 

Таким образом 

ШаЬ = а • Ь • 100 

50а + 5 0 6 = - ^ ~ - ' Ю 0 . 
Следовательно, для получения искомого числа посту

паем так: складываем полусумму десятков с их произведе
нием и приписываем к полученному числу справа 25. 

Заметим, что а и Ь должны быть либо оба четными, либо 
оба нечетными, иначе их сумма не будет нацело делиться на 
2, нельзя будет применить указанное правило. 

Пример 7. Умножить в уме 65 на 45. 

6 + 4 „ , 

б X 4 = 24 
Сумма 29 

Приписываем 25 

~2925 ( О т в е т ) . 



Вычисление произведений двух чисел 17 

Пример 2. Умножить 175 на 195. 
17 + 19 

18 
2 . 

17 X 19 = 323 
Сумма 341 

Приписываем 25 
34125 ( О т в е т ) . 

В следующем параграфе рассмотрен случай, когда цифра 
десятков в одном числе четная, а в другом нечетная. 

17. Вычисление произведения двух чисел, оканчиваю
щихся цифрой 5, если в одном из них число десятков чет
ное, а в другом нечетное. Обозначим четную цифру десятков 
в первом числе буквой а, а нечетную цифру их во втором— 
буквой Ь; имеем: 

(10а f 5) (1 Ob I- 5) = lOOai - f 50а - f 50b -f- 25, 
где, по условию, а — четное, b — нечетное. Если уменьшить 
b на единицу, чтобы сделать его четным, можно было бы 
производить дальнейшие действия так же, как и в § 16. В этом 
случае необходимо к полученному результату прибавить 50, так 
как это число является коэффициентом при Ь. Итак, имеем: 

100aè = a - 6 - 1 0 0 

50 ( & - l ) + 50a = a + ( g ~ 1 ) - 1 0 0 

Прибавляем 25 
и 50 

(О т в е т). 

Для получения искомого числа следует поступать так: 
Прибавляем произведение цифр десятков к полусумме цифры 

четных десятков и цифры нечетных, уменьшенной на единицу. 
К полученной сумме (являющейся числом сотен в искомом 

произведении) приписываем справа 75. Тот же результат по
лучим, если прибавить Цифру десятков, разделенную на 2, 
отбрасывая получающийся при этом остаток. 

Пример 1. Умножить 45 на 55. 

Имеем: 4 X 5 = 20 
4 + ( 5 - 1 ) _ 8 

2 ~2 ~ * 
Сумма 24 

Приписываем 75 
2475 ( О т в е т ) . 

2 Справочник для инженера. 
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Пример 2. Умножить 165 на 135. 

Имеем: 16 X 13 = 208 
16 + 12 
— 2 — = 1 4 

Сумма 222 

Приписываем 75 
22275 ( О т в е т ) . 

Применение алгебраических формул при умножении. 

18. Формула а (Ь — с). Раскрывая скобки, получаем: 
а (Ь — с)— ab — ас. 

Пример. Умножить 945 на 998. 

945 X 998 = 945 (1000 - 2) =. 945000 - (945 • 2) = 
= 945000 — 1890 = 943110. 

19. Формула a (cb \-с) = acb-\-ас. 
Пример. Умножить 384 на 246. 

246 = ( 6 X 4 0 ) + 6. 
Отсюда 384 X 246 = 384 [(6 X 40) •+ 6] 

384 X б = 2304, 2304 X 40 = 92160 
92160 + 2304 = 94464 ( О т в е т ) . 

Удобнее умножать сначала на б, а затем на 40. 
Самое действие располагается так! 

384 
246 

2304 

40 X 2304 = 9216 
94464 ' 

20. Формула ab = Ьа. Иногда оказывается удобным пере
ставить множители. Так, например, 89% от 25 рублей равны 
2 5 % от 89 рублей, т. е. одной четверти от последнего числа. 

21. Формула (a -\-b) (а — Ь) = а 2 — ЬК 
Пример I- Перемножить в уме 52 и 48. 
Сравнивая с формулой, имеем: 

(50 + 2) (50 - 2) = 50 3 — 22 = 2500 - 4 = 2496. 

Заметим, что а 2 является квадратом среднего арифмети
ческого данных чисел, a Z>2 — квадратом разности между по* 
следним и данными числами. 



Формула (о-4-й) (а -{- с) = а? - |- (à - |- с) а-[-&с /р 

Пример 2. Умножить 75 на 65. 

(70 -f-5) (70 - 5) = 4900 — 25 = 4875. 
Пример 3. 

97 X ЮЗ = (100 4- 3) (100 - 3) = 9991. 
Пример 4. 

31 X 29 = (30 4-1) (30 - 1) = 900 - Ï = 899. 

Если задана разность квадратов чисел, то порядок дей
ствий — обратный. 

Пример 5. Найти величину выражения 8 1 2 — 62 3 . 

Здесь а = 81, Ь = 62. 

(а - Ъ) (а 4- Ъ) = 19 X 143 = 2717. 

Эту формулу удобно применять в том случае, когда в пря
моугольном треугольнике заданы гипотенуза и один из кате
тов, причем требуется найти второй катет. 

Пусть: а — длина гипотенузы, b — длина известного катета, 
х — длина неизвестного катета. 

Очевидно 
x=Vа» — № =V(a-hb) (а — b). 

Пример 6. Гипотенуза прямоугольного треугольника равна 5, а один 
из катетов равен 3. Определить длину второго катета. 

х = = у ( 5 + 3j { 5 _ 3 ) ^ Y&~2 = 4. 

22. Формулы {а-\ Ь)1а1-{-2ab -|-/> 2; (ß —Ô) 2 = ^ — 
— 2аЬ-\-Ь*. 

Пример 7. Вычислить в уме (54)-. Имеем: 

543 = (50 4- 4 ) s = 502 4. (2 X 50 X 4) 4- 4 й = 2500 + 400 + 1 6 = 2916 

Пример 2. Вычислить в уме (49) 2. 

4 9 ч = (50 _ 1)и = 2500 - (2 X 50 X 1) + I s = 2500 - 100 + 1 == 2401. 

23. Формула (a -J- b) (а ~|- с) = Ф - f (Ь с) а ~|- be. 
Пример 1. Умножить в уме 121 на 126. 

(120 4-1) (120 + б) = 14400 4- (7 X 120) 4- 6 = 14400 4~ 840 + 6 = 15246. 

Если задача такого вида не может быть решена в уме, 
то, применяя, этот способ, можно сильно сократить время, 
требующееся для вычислений. 

2* 
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Пример 2. Умножить 76 на 81. 
Имеем: 

(80 + 1 ) (80 - 4) = 6400 - 240 - 4 == 6156, 
или, иначе, 

(70 + 6) (70 + 1 1 ) = 4900 + 1 1 9 0 + 66 = 6156. 
Заметим, что в этом случае число десятков должно быть 

одним и тем же в Ъбоих числах. Произведение двух чисел, 
имеющих одно и то же число десятков, равно квадрату 
десятков плюс произведение десятков на сумму единиц плюс 
произведение единиц. 

24. Формула (a -f- b) {с - j - b) = ас -f- (а -(- с) Ь-\-ЬК Следует 
обратить внимание на то, что число единиц в обоих числах 
одинаково. 

Пример. Умножить в уме 42 на 72. 
ас = 40 X 70 = 2800 

(а + с)& = (40 + 7 0 ) Х 2 = 220 
Ь* = 2 X 2 = 4 

3024 
Итак, произведение двух чисел, у которых число единиц 

одинаково, равно квадрату единиц плюс произведение единиц 
на сумму десятков плюс произведение десятков. 

Рекомендуется сравнить это правило с произведением 
в п° 23 и заметить разницу между ними. 

25. Формула (a-\-b) {c-\-d) = ac-\-bc-\~ad\-bd. 83 
Произведение двух чисел равно сумме произведе- 94 

ния единиц, произведения десятков и произведений 7212 
десятков на единицы. 27 

Напишем произведение единиц (12), а непосред- 32 
ственно перед ними произведение десятков (72). "7802 
Числа 27 и 32 суть произведения единиц на десятки 
и должны быть написаны под сотнями и десятками числа 
7212. Заметьте, что при этом способе нет необходимости пе
реносить какие бы то ни было величины. 

Следует помнить, что для произведения единиц необхо
димо оставить места двух последних десятичных знаков. 
Если же это произведение является однозначным, то на место 
второго знака помещается нуль. Так, например: 

8 4 ' 
_ 6 2 
4808 

24 
16 

5208 



Умножение по методу избытка и недостатка 21 

Рекомендуется употреблять таблицы умножения, приведен
ные в п° 9: 

1 4 3 
1 8 6 
25218 З у 6 = = 1 8 1 4 X 1 8 = 252 

84 6 X 14 = 84 
_54_ 3 X 18 = 54 

26598 
Если указанных таблиц не имеется, то для отыскания нужных 

произведений располагают действия аналогично предыдущему: 
1 4 1 5 1 6 1 8 1 9 
1 2. 1 5 1 7 1 9 1 9 
108 125' 142 172 181 

6 10 13 17 18 
168 225 272 342 "361 

Последнее действие можно формулировать в виде следу
ющего простого правила: 

Прибавьте 100 к произведению единиц, а затем прибавьте 
сумму единиц, предварительно сдвинув ее на один знак влево. 

26. Умножение на 21, 31, 41 и т. д . или на 401, 601 и т. д . 
Пример 1. Умножить 287 на 41 . 

287 X 4 = 1148. Прибавим 287 к 1148, передвинув 287 на один анак 
2" 8 7 вправо. После некоторой практики, удается прибавлять 

4 1 множимое к произведению его на десятки множителя 
~TÏ48~ б е з повторного переписывания, по мере хода умноже-

Иия. Сперва должна быть написана цифра 7, цифру 8 
11767 следует прибавить к произведению 4 X 7 и т. д. 

Пример 2. Умножить 458 X 601. 
4 5 8 Снесем 58. 

JL.QJL Умножим на б и прибавим 4 к последней цифре полученного 
2752 58 проияведения. 

27. Умножение по методу избытка и недостатка. 
Пример. Умножить 107 X Ю4. 
Данные числа больше 100 соответственно на 7 и 4 (то есть 7 и 4 яв

ляются избытком для данных чисел). 
1. Найдем произведение избытков 7 X 4 = 28; число 28 дает две по

следние цифры искомого произведения. 
2. Прибавьте избыток одного ив данных сомножителей к другому и по

лученную при этом сумму припишите слева к произведению избытков: 

107 + 4 => 111. 
Поэтому 

11128 = О т в е т . 
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Пример. Умножить 97 на 96. 
Недостатки данных сомножителей до 100 будут соответственно 3 и 4. 
1. Произведение недостатков дает последние цифры ответа 3 X 4 = 12. 
2. Вычтем недостаток одного из данных сомножителей из другого: 

96 — 3 = 93; полученную разность припишем слева к произведению недо
статков. Таким образом, получим ответ 9312. 

28. Аликвотные части. Аликвотной частью данного числа 
называется такое число, которое содержится в данном большем 
целое число раз. 

Таким образом 
25 = 1 от 100, 10 = з- от 50. 

Удобство пользования аликвотными частями при вычисле
ниях видно из следующих примеров: 

Пример 1. Стоимость 16 часов работы по 25 коп. за час: 25 коп. 

есть -J- от 1 руб. 

1 6 х \ — 4 Р У б л я -

Пример 2. Оплата за 60-часовой заработок из расчета по 75 коп. за 
3 

час: 75 коп. есть - j - от 1 руб. 

60 X | - = 45 руб. 

Если приходится часто производить вычисления, анало
гичные приведенным примерам, то весьма удобно пользо
ваться аликвотными частями, помещенными в нижеследующей 
таблице 1 для шестнадцатых долей. 

Таблица 1. 

Vu 6V..% "/и J 6 v i _ 
Va 62 ' / , " 

% - % 6 8 : \ 

•Vi 25~ 75 

1 31V* 1 8/!0 

37Vs 
433/, tf/w 93"/,' 

Vo 50 

Пример 3. 48 час. по 18-^r коп. составляют •=-£ от 48, т. е. 9 руб. 
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Указанным способом можно составлять платежные списки, 
вычислять торговый учет и т. д. Твердое знание свойств шест
надцатых и восьмых долей необходимо 4 инженерам, потому 
что различные измерения часто производятся в указанных 
долях. 

Весьма полезна также нижеприведенная таблица 2 две
надцатых долей. 

Таблица 2. 

Vi, 8VB°/o 

V« Ш/, 

•Л 
- — 

25 

33Vs 

« 2/ii 

50 

58!',, 

6 6 % 

!,/.| • 75 

% 83V-, 

и/ц< 91-/:, 

1 1 1 5 2 
50 коп. — 8 -g- коп. — Y2 ~ ~f2 ~ ^ ~3~ K o n " 

2 5 7 1 
1 руб. — 41 g- коп. == 1 — Y2 ~ J 2 \ ~ ^ ~ 3 KOn' 

2 1 1 7 3 16-~- к on. -4- 58 TZ~ коп. = ~z—I- -ту = r = 75 коп. 
3 ' о 6 1 2 4 

2 11 
60 кв. м черепицы по 91-д-коп. ~" j7 j о т 60 руб. = 55 руб. 

Руб. 120 по 16 -~° / 0 учета = 120 — -™-от 120 = 1 2 0 — 2 0 -

= руб. 100, 
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1 1 

Проценты на 249 руб. по 8 - у % в год. от 240 руб. — 

= 20 руб. 
29. Определение места запятой. Запятая должна быть 

поставлена только после тщательного выяснения ее места. 
В случае вычислений, производимых при помощи упрощен
ных способов, а также на счетной линейке, найти место за
пятой обычным приемом весьма затруднительно, почему и 
рекомендуем нижеследующие способы. 

Пример. Умножить 4652 на 3,1416. 
Заметим, что ответ должен быть немного более множимого, пяятого 

три раза, при этом он будет иметь пять цифр слева от запятой. 
Если множитель есть 3141,6, то принимаем его яа число 3 с запятой, 

передвинутой на три знака вправо; 3 X 4652 будет содержать пять цифр 
плк-с три нуля, чго в результате дает восемь знаков слева от запятой. 

Если множитель есть 0,0300031416, принимаем его за число 3 С запятой, 
передвинутой на шесть знаков влево; 3 X 4652 будет иметь пять знаков, но 
перенесение запятой назад на шесть знаков даст в результате один нуль 
перед первой значащей цифрой. 

30. Положение занятой при делении. При делении де
сятичных дробей переносим запятую в знаменателе (в уме) 
за первую значащую цифру. Затем переноеим запятую 
в числителе или в делимом на столько же знаков и в том же 
направлении, что и в знаменателе или в делителе. Ставим 
запятую на соответствующее место после его определения. 

Примеры. 
9 717 0 0ПП9Т17 
1,ш _ и , и и и / л / ._ : 0 ; ООО08Б5Р& 0,00009 ( О т в е т ) . 31416 3,1416 

31,416 31416, 
:11 5 5 8 а ; 10 000 ( О т п е т ) . 

0,002717 2,717 

31. Если в данном выражении необходимо перемножить 
и разделить несколько чисел, то найти положение запятой 
без применения специальных приемов, предназначенных для 
этой цели, весьма затруднительно. Для определения поло
жения запятой рекомендуется исследовать задачу, прежде чем 
производить указанные действия. При этом работа упрощается, 
так как числа можно предварительно округлить. 

Для определения положения запятой, а также приближен
ного ответа, поступаем так: 

Разбиваем каждое из входящих в данное выражение чисел 
на д в а м н о ж и т е л я . Одним множителем является число, 
получающееся из данного путем перенесения запятой за пер
вую слева значащую цифру; вторым —число 10, возведенное 
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в такую степень, чтобы произведение обоих множителей 
равнялось первоначальному числу. Так, например: 

4000 = 4,000 X 10 X 10 X 10 = 4 X Ю 3 . 

Точно так же 
523 = 5,23 X 10 а. 

Показатель степени при 10 равен числу десятичных 
знаков, на которое была передвинута запятая. Если за
пятая была передвинута на три знака влево, как в приведен
ном примере, и 4 является единственным целым числом, то 
показатель положителен. Если же запятая передвинута на 
два знака вправо (0,04 = 4 X Ю ~~), показатель отрицателен 
и равен ( — 2). 

Точно так же, если в знаменателе имеется число 10 
в какой-либо степени, то его можно перенести в числитель, 
изменив при этом знак показателя на обратный: 

1 
10 10 = 1 X 10 1 

200 = 2 X 10 3 

3000 = 3 X 10» 

0,1 — 1 X Ю - 1 

0,01 = 1 х io- j 

0,001 = 1 х ю- » 
32. Применение способов, указанных в п° 31. Рассмотрим 

следующий пример: 
22684 X 0,0713 _ (2 Х10*) (7 X 10~и) 

0,00189 X 83 X б " (2х 1(Р) (8 X 10) (6) " ' 
Выделяя множители, представляющие собою степени 10 (это 

мы делаем на практике, конечно, без промежуточных объ
яснений, изложенных выше), имеем: 

2 X 7 , , ч 4 _ 2 + 3 —1 . 

2 X 8 X 6 
сокращаем на 2: 

7 7 

х и т 

X 10* = - f V X 10" = 1,459 X 1459. 48 ^ 4,8 
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Это и дает положение запятой. Мы теперь знаем доста
точно точно, каков должен быть ответ, и можем легко 
указать степень приближения каждого числа в том случае, 
если желаем иметь более точный результат. 

Пример. 

4 , 8 9 X 9 8 6 _ 5 X 1 х 1 в « - » + « - » в » ^ 0 , 3 6 . 
373 X 0,07 X 472 4 X 7 X 5 ^ 2,8 

33. Деление. В детстве нас учили определять, сколько раз 
делитель содержится в делимом, путем проб. Для этого следо
вало делить первые цифры делимого на первую слева цифру 
делителя; величина произведения полученного частного на 
первую цифру делителя сразу показывала, не было ли проб
ное частное взято слишком большим. 

Если пробное частное умножить на в т о р у ю цифру де
лителя и прибавить результат к произведению первой цифры 
делителя на указанное частное, то полученное при этом число 
будет лучше служить для сравнения. 

Сравним старый способ с новым. Имеем 

113,34412456 

. По старому способу следовало бы считать, что цифра 
5 взята удачно, так как 5 X 2 меньше 11. Однако, если мы 
умножим вторую цифру делителя, т. е. 4, на 5, — мы должны 
будем прибавить 2 к 5 X 2 , причем получим 12. Это сразу 
покажет, что цифра 5 велика; вместо нее следует взять 4. 

34. Деление посредством разложения на множители. 
Разложим делитель на множители и произведем деление со
кращенным способом (если возмояшо — в уме), при этом 
выписываем только ответы. 

Пример 7. Разделить 504 на 42. 
Множителями числа 42 являются: 2, 3 7 или 6 и 7. 

504 
252 

84 

2 
3 или 504 I б 
7 84 7 

12 — О т в е т . 12 = О т в е т . 

К втому результату можно притти, разложив предварительно долимое 
и делитель на множители и сократив те из них, которые являются об
щими 
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Пример 2. 
504 I 2 
252 > 2 
126 ! 2 

63 
21 

7 

504 = 2 X 2 X 2 X 3 X 3 X 7 

42 
21 

7 

Остающиеся в делимом после сокращения множители: 
2 X 2 X 3 = 12 ( О т в е т ) . 

Указанный прием не всегда требует меньше времени, но 
зато обычно дает более верные результаты. 

Проверка арифметических действий девятками. 

35. Сложение. Складываем цифры, образующие каждое 
из данных чисел; полученные при этом суммы делим на 9 и 
сравниваем сумму получающихся здесь остатков с тем остат
ком, который образуется при делении на 9 суммы цифр на
шего ответа (суммы данных чисел). 

Пример. 

3 + 4 + 4 + 8 19 
9 ' " Т 

7 + 1 + 2 +_8_ _ 18 
9 "9 

3443 
7128 
8873 
4123 

в остатке 

= — в остатке 

1. 

0. 

22 
15 

14 
22 
23572 

1 + 8 + 7 + 3 
9 = = в остатке 

4 + 1 + 2 + 3 

26 
9 

10 
9~ 

8. 

= в остатке 1 
То 
"9 = в остатке 

2 + 3 + 5 + 7 + 2 
9 

19 
"9 = I±s в остатке 1. 

36. Вычитание. Рассматриваем уменьшаемое' как сумму 
вычитаемого и остатка; затем поступаем так же, как и при 
проверке сложения. 

Пример. 4829 4 + 8 + 2 + 9 = = в остатке 5 
3347 3 + 3 + 4 + 7 в остатке 8 
1482 1 + 4 + 8 + 2 = в остатке 6 

8 -Ц 6 с — 1 — = z r - в остатке 5, 
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37. Умножение. Находим остатки множимого и множителя, 
получающиеся при делении каждого из них на 9; перемножаем 
эти остатки и делим их произведение на 9; получающийся 
при этом остаток должен быть равен остатку от деления на 
9 произведения данных двух чисел. 

Пример. 365 5 
56 2 , 

2Î9Ô T Ö = B ° с т а т к е L 

1825 
20440 2 -f- 0 -f- 4 -|- 4 + 0 = 10, т. е. в остатке 1. 

38. Деление. Рассматриваем делимое как произведение 
частного на делитель и поступаем так, как и при проверке 
умножения. 

39. Упрощение действий при проверке девятками. Пусть 
сумма данных ^чисел 2689143; разделим сумму цифр на 9; 
получим 33 :9 , что дает в остатке 6. 

Можно получить этот же результат и более быстрым путем. 
Складываем сначала цифры данного числа, а затем цифры по
лученной суммы, т. е. 3 + 3 = 6, и сразу получаем искомый 
остаток вместо того, чтобы находить его делением 33 на 9. 

40. Другой сокращенный способ состоит в вычеркивании 
всех цифр, образующих вместе 9 1 ) . 

Возьмем число 2689143; группируем цифры его так: 6 - | -
- 4 - 3 , 8 . -4-1 , 9; остающиеся цифры 2 и 4 дают в сумме 6, что и 
является остатком. 

41. Признаки делимости. Все четные числа делятся на 2. 
Число делится на 3, если сумма цифр его делится на 3. 

Пример. 4782. 4 —{— 7 -|— 8 -(- 2 == 21 , число 21 делится на 3, поатому 
4782 также делится на 3. 

Число делится на 4, если его дйе последние цифры сами 
делятся на 4 или образуют число, делящееся на 4. 

Число, оканчивающееся на 0 или на 5, делится на 5. 
Четное число делится на б, если сумма его цифр делится на 3. 
7, 11, 1 3 . делят число 1001, а также любое число, в ко

торое 1001 входит сомножителем, .как например 5005, 8008, 
12012 и т. д. 

!) Второй способ принципиально не отличается от первого. Разница 
только в технике выполнения счета. В самом деле, по второму способу мм 
откладываем все цифры, дающие в сумме девять. Считая же первым спо
собом, мы также их не учтем, потому что при делении общей суммы цифр 
числа на 9 такие цифры не будут влиять на величину остатка при делении. 

Прим. ред. 
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Число делится на 8, если оканчивается тремя нулями или 
если его последние три цифры образуют число, делящееся 
на 8, как например 125000 или 164896. 

Число делится на 9, если сумма цифр его делится на 9. 
Число, оканчивающееся на 0, делится на 10. 
Число делится на 25, если оно оканчивается двумя нулями 

или если его последние две цифры образуют произведение 
25 на какое-либо число. 

Число делится на 125, если оно оканчивается тремя ну
лями или если его последние три цифры образуют произве
дение 125 на какое-либо число. 

Множитель данного числа является также множителем во 
всех произведениях данного числа. 

Общий множитель двух чисел является также и множи
телем их суммы или разности. 

Пример. 4 есть общий множитель 20 и 36. Число 4 является множите
лем 56 и 16. 

42. Извлечение квадратного корня при помощи алгебраи
ческой формулы. Здесь применяется формула: 

(а + Ь) 8 = а» + 2 ab - f 6« = а* + (2а - f b) b. 

Обратно 
VaJ+2äb^-^ = a-\-b' 

2 ab -h 4 e 

2ab~ 

Пример. Найти квадратный корень ив 1156. 
а + b 

Y И Т 5 Т == 30 + 4 
900 

Пробный делитель 2а = 60 256 

6 = 4 

Полный 
делитель 
(2а + Ь) ==64 256 

43. Сокращенный метод извлечения квадратного корня. 
Если величина b весьма мала, то без большой погрешности 
можно пренебречь членом Ь*. 
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Тогда мы получаем 

Приведем пример, чтобы показать порядок действий на 
основе этой формулы. 

Пример. Найти квадратный корень из 327,12. Выбираем число, квадрат 
которого близок к данному числу. Это можно сделать или путем испы
таний чисел, или при помощи таблицы либо квадратов либо квадратных 
корней в том случае, когда употребление таблицы логарифмов нецелесообразно. 
Испытаем а = 18; тогда а 3 = 324, получили число немного меньше данного 
327,12. 

Разность между данным числом 327,12 и 324 при этом равняется 
+ 2аЬ, т. е. 

327,12 - 324 = 2 X 18 X Ъ, 

3,12 
откуда 6 = : — — = " 0 , 0 8 7 . 

до 

Так как a + b есть корень квадратный из (а + б) 2 , то 

а + 6 = 1 8 + 0,087 = 18,087; 
полученное число 18,087 и есть приближенное значение квадратного корня 
из данного числа 327,12. 

В случае, когда квадрат испытуемого числа больше данного 
числа, имеем 

(а — by = di — 2аЪ приблизительно. 

Тогда, чтобы найти квадратный корень из данного числа, 
найденного таким же путем, что и выше, значение b вычитается 
из а-

44. Извлечение кубичного корня при помощи алгебраиче
ской формулы. Здесь применяется формула 

( а _|_ é)B = а з _)_ з а ц _|_ 3 а дв_|_ до 
==а 3 + ( З а ' Н - З а Н - &)Ь. 

а 8 + 3 аЧ -I- 3 ab9 -|- = a - f b 

3a« + 3aÄ-|-Ä e 3 a e é + 3 a é A - 4 - ô 8 

ЗаЧ-{-ЗаЬ*-\-Ьа 
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Ю5224 1). 
3 a -J- b 

Y 405'224==70 + 4 

Пример, Найти кубичный корень из 405224 1 ) . 
S a -f 

343000 
= 1 4 7 0 0 62 224 
= 840 
--= 16 

15556 
62 224 

Заа 

ЗаЬ 
Ь* 
За 2 -f- ЗаЬ -f- i a 

(Зоз + Зое + й ) b 
(15556 X 4 = 62224) 

.45. Сокращенный способ извлечения кубичного корня. 
При условии, что b весьма малая величина, этот метод подобен 
сокращенному методу извлечения квадратного корня. Мы 
принимаем 

(a -f- б) 8 = а 8 - j - 3 а~Ь приблизительно. 
Пример. Найти приближенное значение кубичного корня из 2050,16. 

Путем проб устанавливаем, что ближайший к данному числу куб есть число 
(13) 8 = 2197, которое больше данного числа. Поэтому берем а — 13. 

Разность между полученным кубом и данным числом 
, 2197 - 2050,16 = 146,84 = - 3 аЧ 

- ЗаЧ = - 3 X (13) 3 X Ь = 146,84 
- 3 X 169 X Ь = 146,84 

6 = - 0,29. 

Отсюда выражение (а — Ь), представляющее собою кубичный корень из 
(а — u):i, равно 

13 - - 0,29 = 12,71. 
Поэтому 

2050,16 = 12,71. 

Более точное значение*. 12,703. 
V 

1 ) Для нахождения величин а и b следует поступить так: ваять цифру а 
с расчетом, чтобы куб числа, образованного цифрой а с соответствующим 
числом нулей, был наибольшим кубом такого вида, заключающимся в дан
ном числе. В рассматриваемом примере а — 7, ибо 70 есть такое число, что 
его куб, равный 343000, есть наибольший среди кубов двузначных чисел, 
состоящих из значащей цифры с нулем, который содержится в заданном 
числе 405 224. 

Для определения b следует выделить полученный куб из данного числа 
и разность разделить на За 3 . В нашем примере За- = 14 700. Разность 
равна 62224. Частное от деления равно 4. 

В соответствии с формулой куба суммы нужно составить числа ЗаЬ и №. 
Для данного примера эти числа равны 840 и 16. Числа За\ Sab, Ъг 

нужно сложить и сумму умножить на Ь. Вычтя ято произведение, получим 
новую разность, относительно которой можем продолжать то же действие, 
если только полученная разность не будет равна нулю. 

В нашем примере произведение равно 62 224 и разность равна нулю. 
Прим, ред. 
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Глава II. 
ПРИБЛИЖЕННЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ. АБСОЛЮТНАЯ И ОТНОСИТЕЛЬНАЯ 

ПОГРЕШНОСТИ. 

46. Приближенные значения величин. Инженеры часто 
производят вычисление, пользуясь величинами, полученными 
посредством измерений, отсчетов на инструментах или из 
справочников, бесцельно сохраняя при этих вычислениях 
излишнее количество десятичных знаков. Такие вычисления 
занимают очень много времени и дают ложное впечатление 
точности. Результат каждого измерения есть приближенное 
число, причем степень точности его должна зависеть от той 
цели, для которой данное измерение предназначается. 

Пусть, например, инженер желает сравнить размер вала 
барабана подъемника, изготовленного во Франции, с размером 
вала, изготовленного в Америке. 

На французской синьке показан размер диаметра, равный 
24 см. Вероятно, инженер обратится к таблицам для перевода 
мор и увидит, что 1 см равен 0,3937 дюйма. После этого он 
умножит в уме 24 на 0,4 и найдет число дюймов в 24 см. 
Если же он предполагает закрепить на валу зубчатое колесо 
при помощи скрепляющих колец (надеваемых в горячем виде), 
то при вычислении диаметра расточки в ступице колеса при
дется принять в расчет точное значение постоянной, т. е; 0,3937. 

47. Округленные числа. Число округляется посредством 
оторасывания справа одной или нескольких цифр, причем 
если последняя из отброшенных цифр есть 5, 6, 7, 8 или 9, то 
предшествующую цифру следует увеличить на единицу. 

Таким образом последовательные приближенные значения 
числа тс получаются путем округления 3,14159 и равняются 

3,1416 3,142 3,14 3,1 3. 

48. Значащие цифры. Степень точности измерения опре
деляется числом значащих цифр, получившихся в результате 
данного измерения. Значащими цифрами называются 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8 и 9,- а также нули, стоящие между ними или 
сохраненные при округлении числа. 

Так, число 3496000,0 имеет восемь значащих цифр, так 
как нуль, стоящий после запятой, по принятому обозначению, 
указывает на то, что данное число является точным до десятых 
долей единицы. Отсюда ясно, что в указанном случае нуль 
есть значащая цифра и должен быть принят во внимание.-
Точно так же, если мы имеем число 3999,7 и округляем путем 
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отбрасывания 0,7, то получим число 4000, которое следует 
рассматривать как имеющее четыре значащих цифры. 

Если в результате измерения некоторой длины мы полу* 
чили 14,1 e r , то это значит, что указанная величина является 
точной до десятой доли сантиметра. Если же измерение 
было произведено с точностью до ближайшей сотой санти
метра и результат совпал с предыдущим, то следовало бы 
иаписат^ что длина равна 14,10 см. 

Другими словами, выражение л: = 14,1 означает, что точное 
значение х находится между 14,05 и 14,15, а выражение 
х —14,10 означает, что истинное значение х лежит между 
14,095 и 14,105. 

49. Верные цифры. Цифры, которые при округлении 
числа не были заменены нулями, называются верными цифрами.-

Так, если вместо 247895 взято 248 000; то в последнем 
числе имеются три верных цифры. 

50. Абсолютной величиной какого-нибудь числа назы
вается его положительное значение независимо от его знака. 
Абсолютная величина числа обозначается двумя вертикаль
ными линиями, стоящими по обе стороны его, например Так: 

Если а — положительно, то | а | означает то же самое, 
что на; но если оно отрицательно, то абсолютная величина 
I а I соответствует положительному значению данного коли
чества ( — а ) , 

В дальнейшем будем называть 1, 10, 100 соответственно 
единицами первого, второго и третьего порядка, а 0,1, 0,01, 
0,001 — единичными десятичными дробями первого, второго 
и третьего порядка. 

51. Абсолютной погрешностью мы будем в дальнейшем 
называть разность между приближенным и точным значениями 
данной величины. Если, например, мы в вычислениях упо
требили, вместо точного значения величины, равного 2,457, 
ее приближенное значение 2,46, то абсолютная погрешность 
оавняетоя 2 , 4 6 - 2 , 4 5 7 - 0 , 0 0 3 . 

г Абсолютная погрешность положительна, если прибли
женное значение величины больше точного ее значения, и 
отрицательна, если приближенное значение меньше точного. 
Так, если взять 37,142 вместо 37,14247, то абсолютная погреш
ность равна 

37,142 — 37,14247 = — 0,00047. 
3 Справочник для инженера. 
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212,667 
Если вместо 0,212667 взято 0,2127, то абсолютная погреш-

л лплпоо 0,000033 ность равна 0,000033, а относительная есть 
0,212667 

3 3 0,033 0,000033 
212667 212,667 0,212667 

На величину относительной погрешности влияет только 
число отброшенных цифр, положение же запятой на нее не 
влияет. Во всех трех случаях относительная погрешность 
равна, приблизительно, 0,00015. 

52. Относительной погрешностью называется отношение 
абсолютной погрешности к точному значению длиной вели
чины. Так как относительная погрешность есть отношение, 
то она выражается отвлеченным числом и часто задается 
в процентах. 

5 3 . Предельная погрешность. Если наибольшее до, усгимое 
значение абсолютной или относительной погрешности резуль
тата вычислений „произвольно установлено или определяется 
условиями задачи, его называют предельной погрешностью 
результата. 

Если предельная абсолютная погрешность числа, точное 
значение которого равно 81,666, есть 0,01, то числа 81,67 и 
81,66 имеют погрешность меньшую 0 ,01. Абсолютные погреш
ности будут равны соответственно 0,004 и 0,006. 

Выражение: » абсолютная предельная погрешность 0 ,01" 
означает, что численная величина абсолютной погрешности 
результата не должна быть больше 0 ,01. 

Всякое число между 81,657 и 81,675 имеет погрешность 
меньшую 0,01, ибо точное значение данной величины есть 
81,666. 

Точно так же выражение: относительная предельная по
грешность 7°/о означает, что относительная погрешность 
результата вычислений по абсолютной величине мень
ше 1°/о. 

54. Погрешности в числах. Если вместо 212,667 взято 
212,700, то абсолютная погрешность равна 33, а относи-

33 
тельная есть • 212667 ' 

Если вместо 212,667 взято 212,7, то абсолютная погреш* 
0 033 

ность равна 0,033, а относительная есть ' 
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Возьмем теперь вместо 212 667 число 212 600; тогда отно-
, —67 ситальная погрешность будет равняться причем 

67 
212667 

100 
212667 2126,67 < 1000 — ° ' 0 0 1 ' 

Таким образом относительная погрешность составляет 
величину, меньшую 0,001 от данного числа, или меньшую 
единичной десятичной дроби третьего порядка. Порядок на 
одну единицу меньше числа верных цифр (4) (см. п° 49). 

Если вместо 212 667 взять число 213000, то абсолютная 
333 

погрешность равна 333., а относительная есть 
Тогда 

333 1 _0j333_ 
212667 212,667 < 212,С67~ 

212667 

<ï65=o,oi. 
Следовательно, относительная погрешность меньше 0,01 

или единичной десятичной дроби второго порядка (см. п°50). 
Таким образом порядок относительной погрешности на еди
ницу меньше числа верных цифр (3) (см. п° 49). 

Если вместо 212 637 взять число 212 600, то абсолютная 

погрешность равна (•—37), а относительная равна 

Но 
212637 ' 

— 37 
212637 

-0,37 
2126,37 < 

— 0,37 
2126,37 

1 
< 2126,37 ~ 1000 • 0,001. 

Абсолютная величина относительной погрешности меньше 
0,001. 

55, Для округления числа в случае, когда предельная отно
сительная погрешность меньше единичной десятичной дроби 
определенного порядка, следует сохранить в числе на одну 
верную цифру больше, чем порядок указанной дроби. Обратно, 
если нужно найти приближенное значение данного числа путем 
округления, то абсолютная величина относительной погреш
ности не превысит единичной десятичной дроби, порядок 
которой на единицу меньше числа верных цифр. 

3* 
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Поэтому для округления числа таким образом, чтобы отно
сительная погрешность была меньше некоторой предельной, 
равной например 1%, т. е. 0,01, следует сохранить три верные 
ци рры. Если же погрешность не должна превышать 0,001, 
следует оставить четыре цифры. 

Таким образом, в случае необходимости округлить числа 
314159, 31415,9, 3,14159, 0,0314159 с предельной относи
тельной погрешностью, меньшей 0,001, то нужно оставить 
четыре цифры, взяв соответственно числа 314200, 31420, 
3,142 и 0,03142. 

Обратно, если вместо 3,2142 мы взяли 3,21, то по
грешность не превзойдет предельной, равной 0,01 
или 1%. 

При рассмотрении погрешностей суммы, разности, произ
ведения и частного, которые получаются в результате сло
жения, вычитания, умножения и деления чисел, в дальнейшем 
мы будем считать эти числа положительными. 

56. Абсолютная погрешность при сложении. Абсолютная 
погрешность суммы нескольких округленных чисел равна 
алгебраической сумме погрешностей слагаемых. 

Здесь мы ограничимся рассмотрением случаев, когда при 
округлении чисел отбрасываются дробные десятичные части, 
так как при сложении целые числа отбрасываются 
редко. 

Если число слагаемых не превышает 20 и предельная 
абсолютная погрешность есть единичная десятичная дробь 
некоторого порядка, то число знаков после запятой, оста
вленное в слагаемых, должно быть на единицу больше порядка 
погрешности. 

В самом деле, ответ будет правильным до одной сотой, 
если складывается не больше 20 чисел и количество знаков 
после запятой в каждом из слагаемых равно трем. Абсолют
ная погрешность в этом случае меньше 0,0005, а погрешность 
суммы двадцати слагаемых будет меньше 0,0005 X 20, т. е-
меньше 0,01. 

Если число слагаемых меньше 10, то максимальная по
грешность суммы не может превзойти 0,005, так что при 
округлении ее не следует прибавлять единицы к последней 
верной цифре. 

Если выбирать приближенные значения чисел таким обра
зом, чтобы приблизительно уравновесить положительные и 
отрицательные погрешности, то абсолютная погрешность 
"уммы может быть уменьшена. 
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Призер. Сложить 4,3416, 9,81643, 0,7295, 21,6844, 0,0037 и 762,123 так, 
чтобы сумма имела два вер чых знака после запятой. 

4,342 
9,816 
0,730 

21,684 
0,004 

762,123 
1,284 

799,983 

Если имеется более 20, но менее 200 слагаемых, необхо
димо удержать на два знака после запятой больше порядка 
предельной погрешности суммы. 

57. Относительная погрешность суммы. Относительная 
погрешность суммы нескольких чисел равна абсолютной по
грешности суммы, деленной на эту сумму, т. е. 

относительная погрешность суммы = 
абсол. погрешность суммы 

сумма ' 
откуда 

абсолютная погрешность суммы относительной погреш
ности суммы X сумму. 

Итак, предельная абсолютная погрешность каждого сла
гаемого не должна быть больше, чем 

предельная абсолютная погрешность суммы 
число слагаемых 

К сожалению, в начале сложения сумма еще неизвестна; 
однако путем грубого приближения можно найти приблизи
тельное значение предельной абсолютной погрешности, кото
рая не должна быть превзойдена в каждом из слагаемых. 

Обычно, для получения приближенной величины суммы 
можно отбросить все цифры, кроме первых, причем при сло
жении больших и малых чисел последними можно пренебречь. 

После небольшой практики получаются очень хорошие 
результаты. 

Пример. Найти приближенное значение сум .mi данных ниже чисел 
с погрешностью, не превышающей 1 % истинной величины этой суммы. 

Можно с первого же взгляда сказать, что сумма близка 
2868,146 к 70С0. 
3380,433 Отсюда 

S - 7 М - 1 4 0 0 
343,50 5 " 



55* Приближен, вычисления. Абсол, и относит, погреши. 

Умножение на 0,01 дает 14. Это и есть предельная абсолют
ная погрешность каждого слагаемого. 

Если отбросить единицы, то сумма будет иметь погрешность 
меньше 1%, так как абсолютная ошибка каждого слагаемого 
меньше 14. 

Выполнение действия показано слепа, однако при вычислениях 
не нужно переписывать слагаемые. Лучше всего при сложении 
десятков производить округление в уме. 

58. Абсолютная погрешность при умножении. При умно
жении точного числа на приближенное, если задана п р е д е л ь 
н а я а б с о л ю т н а я п о г р е ш н о с т ь произведения, следует 
рассуждать следующим образом. 

Пусть: 
а — точный первый множитель, 
b — приближенный второй множитель, 
А — абсолютная погрешность второго множителя 

(положительная или отрицательная), 
А — абсолютная погрешность произведения. 

Тогда: 
6 — Л—-точное значение второго множителя, 

ab — приближенное значение произведения, 
а{Ь—Л)— точное значение произведения. 

Разность между приближенным и точным значениями про
изведения равна его абсолютной погрешности. 

Таким образом 
A —ab — a (b — à) —ab — ab -f- ад — ад. 

Если в произведении предельная абсолютная погрешность 
не должна превосходить 0,01, то величина Да не должна быть 
больше 0,01 или абсолютная погрешность множителя b должна 
, г 0,01 быть больше ——. а 

Погрешность рассмотренного произведения будет положи
тельной или отрицательной в зависимости от того, является 
ли погрешность А числом положительным или отрицательным. 
В первом случае приближенное значение произведения будет 
больше точного, а во втором — меньше. 

Если в произведении можно допустить предельную погреш
ность 0,001, то предельная абсолютная погрешность прибли-

0,001 
женного или округленного числа должна быть не более — . 

2870 
3380 

850 
30 

340 
7470 
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Пример. Точное число 391,8 нужно умножить на 3,1415926. Второй 
множитель следует округлить так, чтобы абсолютная погрешность произ
ведения не превышала 0,01. 

U Л ° > 0 1 I 

Если взять А меньшим чем И Л И ( п е Р е н о с я запятую) 
0,00001 

меньшим ~оз9Уз~> t°j приняв за предельную погрешность 
0,00001 n n n m 

множителя величину j или 0,00001, мы получим произ
ведение, имеющее погрешность меньше заданной, т. е. (0,01). 

Оставив пять десятичных знаков после запятой, получим 
число 3,14159, имеющее абсолютную погрешность 0,0000026, 
т. е. меньше 0,00001. 

П р а в и л о . В приближенном множителе следует сохра
нять столько десятичных знаков после злпятои, сколько 
их имеется до запятой в другом множителе, плюс число 
десятичных знаков в предельной абсолютной погрешности 
произведения '). 

Так как л л А А = \а или Л. = , а 
то Д будет иметь либо столько десятичных знаков, сколько 
указано правилом, либо на один знак меньше. Поэтому, если 
следовать этому правилу, то абсолютная погрешность произ
ведения будет меньше предельной погрешности. 

Число 391,8 имеет три десятичных знака до запятой, 
а 0,01 — два десятичных знака. Приближенный множитель 
должен иметь пять знаков после гапятой. Таким образом 
будем иметь 

. 391,8 X3,14159. 

Если предельная погрешность произведения должна быть 
меньше 0,001, то в приближенном множителе следует оставить 
после запятой шесть десятичных знаков, т. е. он должен быть 
равен 3,141593. 

1) Величина абсолютной погрешности, которая получится в произве
дении, если следовать указанному правилу, будет не только меньше задан
ной, предельной погрешности, но будет меньше пяти единиц, следующего 
десятичного порядка 
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59. Если оба множителя — приближенные и произведение 
должно иметь погрешность, меньшую некоторой абсолютной 
предельной погрешности, то рассуждаем так: 

Пусть: 
а—-точное значение первого множителя, 
с—•точное значение второго множителя, 

к{—абсолютная погрешность первого множителя (положи
тельная или отрицательная), 

Д 2—-абсолютная погрешность второго множителя (положи-
, тельная или отрицательная), 

А — абсолютная погрешность произведения. 
Тогда : 
а-\-к{ — приближенное значение первого множителя, 
c-(-A 2 — приближенное значение второго множителя, 

ас — точное значение произведения, 
(а - | -Д х ) (с -f- Д2) = ас -4- с Aj -|- аА 2 -)- Ä tA3 — приближенное 

значение произведения. 
Приближенное произведение меньше точного на абсолют

ную погрешность его, т. е. 
А = ас - |- с А! - |- а Д3 -|- Д,Д2 — ас — с \ ~\- а А2 - |- Af Д2. 

Так как Aj и Д а—'величины малые, а произведение Д,Д3 

по сравнению с cAj-j-aA^ — величина еще более малая, т о " 
ею можно прзнебречь. Поэтому имеем (приближенно) 

A = càl-\-a Аа, 
откуда 

\A\m\c^\-\-\aà,\. 
Если каждый из множителей округлен так, как это было 

указано в правилах п° 58, то абсолютная погрешность про
изведения будет меньше предельной. 

В п° 58 абсолютная погрешность произведения равнялась 
a А, в данном же случае она будет состоять из двух частей: 
сД : и а Да, каждая из которых меньше половины предельной 
погрешности. 

П р а в и л о . При умножении во множимом следует сохра
нить столько десятичны* знаков после запятой, сколько 
их имеется до нее во множителе, плюс число десятичных 
знаков в предельной погрешности произведения. 

Во множителе необходимо взять столько знаков после 
запятой, сколько их имеется во множимом до нее, плюс 
число десятичных знаков в предельной погрешности. 
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Пример. Округлить числа 30,87541 и 6,21832 так, чтобы абсолютная 
погрешность произведения была меньше 0,01. 

Согласно правилу, в первом множителе следует сохранить три знака 
после запятой, а во втором—четыре: 

30,875 X6,2183 = 191,99. 

Если итти дальше и округлять числа так, чтобы знаки погрешности 
были противоположны, то часто абсолютная погрешность окажется мень
шей, чем если бы знаки были одинаковыми. 

60. Относительная погрешность при умножении. Пусть 
требуется найти произведение точного числа на приближенное 
число таким образом, чтобы относительная погрешность его 
rie превышала некоторой заданной величины или, иначе говоря, 
чтобы относительная погрешность произведения была меньше 
определенного числа процентов от него. 

Пусть : 
а — точный множитель, 
с — точное значение второго множителя, 
А — абсолютная погрешность второго множителя, 
г — его относительная погрешность, 

R — относительная погрешность произведения. 

Тогда : 
с-[~А—приближенное значение второго мно

жителя, 
А 

— его относительная погрешность, 
ас — точное значение произведения, 

а{с -f- А) — приближенное значение произведения, 
а(с-|- А) — ас — а А — абсолютная погрешность произведе

ния, 
а А А 
— — — = — относительная погрешности 
ас с 

произведения (положительная или 
отрицательная). 

Относительная погрешность произведения в данном случае 
будет равна относительной погрешности приближенного мно
жителя. 

Если необходимо получить произведение с точностью 
до нескольких процентов его, то приближенный множитель 
можно округлить так, чтобы его относительная погрешность 
была меньше предельной для произведения. 
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Пример 1. Умножить точное число 527,8 на 3,1415926 так, чтобы погреш
ность произведения не превышала 1%. 

В числе, погрешность которого не должна превышать 1%, т. е. 0,01, 
следует оставить три цифры (п° 55). Поэтому умножаем 

527,8 X 3,14. 

Если в приближенном числе взять положительную отно
сительную погрешность, то погрешность полученного произ
ведения будет также положительной, а само произведение будет 

, больше своего точного значения. 
Рассмотрение относительной погрешности множителя по

казывает, что и при небольшом числе верных цифр в нем 
произведение может быть достаточно точным (п° 49). Таким 
образом, если в приведенном примере вместо 3,1415926 взячь 
величину 3,1, то относительная погрешность равна, приблизи
тельно — 0,013 (п° 54), что не на много превышает 1°/о. 

Во многих случаях, особенно когда пользуются счетной 
линейкой, данные числа приходится округлять, ибо точные 
их значения отсутствуют на шкалах линейки. Принимая 
во внимание относительную погрешность, можно получить 
результат, менее отличающийся от точного значения искомой 
величины. 

Пример 2. Умножить точное число 3,55 на приближенное 21,245. 
В числе 21,245 следует сохранить три верных цифры, т. е. взять 21,2, 
и тогда сможем найти на счетной линейке соответствующее деление. Отно
сительная погрешность равна, приблизительно, —0,002 (см. п° 54), 

Знак минус указывает на то, что приближенное произве-
998 

дение меньше точного и равняется, приблизительно, ~^QQQ 
от него. Добавочное действие, заключающееся в том, - что 
найденное произведение делят на 0,988, позволяет получить 
результат, весьма близкий к точному значению данного выра
жения. Если при вычислении не пользуются счетной линейкой, 
то следует просто взять 0,002 от приблиа*ениого произведения, 
проделав это в уме. 

61. Если оба множителя — числа приближенные и их 
произведение должно быть вычислено с точностью до неко
торого числа процентов, т. е. иметь определенную относи
тельную погрешность, то поступаем следующим образом: 

Пусть: 
а — точное значение первого множителя, 
с — точное значение второго мне'жителя, 

А,—абсолютная погрешность первого множителя, 
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с + Д 2 -
h . 
а 
Ali /-а = —~ — относительная погрешность второго мг^жителя, 

ас — точное произведение, 
(а -(- Aj) (с -]~ А 2) = ас с Д/ - j - а Д2 -\- AxAj « ас - f с Aj - f а Л 2 

(где AjAj, - отброшено) (п<> 59) — приближенное значение произ
ведения 

D [ас —[— с АА -I- яД 2) — пс 
/с = — — ! — - — = относительной погрешности 

ас 
с А, —I—а А.) сД, . аД., Д, , Д., , 

произведения = —*—- — —- Ч = —" = >\ H л_>. 
г ас ас ас а с 

Таким образом 

| Ä | = i v ^ l < k i l + k l . 
Если ;-j и г 2 имеют разные знаки, то R — меньше, чем 

в том случае, когда они имеют одинаковые знаки. 
Если в приближенном произведении допускается предель

ная погрешность в 1°/о, то в каждом множителе следует 
оставить три верные цифры. В этом случае погрешность 
произведения не превзойдет 0,01, даже если относитель
ные погрешности • сомножителей будут иметь одинаковые 
знаки. 

Итак, в каждом множителе следует оставить на одну 
верную цифру больше, чем имгется знаков после запятой 
в предельной погрешности. 

1 Знак Яг ! есть знак приближенных равенств. 
Пример. 3,7511 Ärf 3,75. Прим. ред. 

à2 — абсолютная погрешность второго множителя, 
i\— относительная погрешность первого множителя (поло

жительная или отрицательная), 
г., — относительная погрешность второго множителя (поло 

жительная или отрицательная), 
R — относительная погрешность произведения. 

Тогда: 
• приближенное значение первого множителя, 
• приближенное значение второго множителя, 

-относительная погрешность первого множителя, 
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Пример 1. Найти произведение 514,15928 и 27,18281828 с точностью 
ДО 1%. 

В каждом множителе следует оставить три верные цифры, поэтому 
имеем : 

314 X 27,2 = 8540,8. 
Для сравнения приводим точное произведение; 

8539,735. 

Если предельная погрешность равна 0,001, т. е. 0,1 от /°/0, 
то следует оставлять в каждом множителе четыре верные 
цифры (если до этого не вычислены в уме относительные 
погрешности множителей). 

Если гj приблизительно равно гг, но противоположно 
по знаку, то в каждом множителе можно оставить только 
по две зн_ чащие цифры, и все-таки погрешность произведения 
не будет превышать 1%. 

Пример 2. Округлить числа 31 885 и 113,81 так, чтобы погрешность 
произведения не превышала 1 % . 

Если вместо 31 885 взягь 32 ООО, то относительная погрешность равняется 

З ^ , т. е. 0,0026. 

Если вместо 113,84 взять 110, то относительная погрешность равна 
3 , 8 4 = - 0 , 0 0 3 3 . 

113,84 
I R I = 0,0036 - 0,0033 = 0,0003. 

62. Если перемножается несколько чисел, то относитель
ная погрешность произведения приблизительно равна алге
браической сумме относительных погрешностей сомножи
телей. 

Если оставить в каждом множителе на одну верную цифру 
(п° 49) больше, чем число знаков после запятой в предельной 
погрешности (п° 53), то алгебраическая сумма относительных 
погрешностей может оказаться большей, чем предельная 
погрешность. Во избежание этого, рекомендуется при окру
глении некоторых из сомножителей брать знаки погрешностей 
их противоположными знакам остальных. 

В тех случаях, когда требуется выбрать множитель, резко 
влияющий на величину суммы относительных погрешностей, 
следует взять тот из них, у которого цифры, стоящие слева, 
невелики, например 112875. 

В самом деле, если округлить 112 875 до 112000 и полу
чить при этом отрицательную погрешность, или 111 125 окру
глить до 112 000, получив при этом положительную погреш
ность, то указанные погрешности будут больше, чем при 
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округлении чисел 893875 или 892125 (у которых стоящие 
слева цифры велики) до 893 000. 

Пример. Какова будет погрешность, если в каждом из множителей 
произведения 

928,41 X 27,621 X 33,462 X 813,16 

оставить три верные цифры? 
Напишем приблизительные значения относительной погрешности 

каждого множителя над ними: 
-0,0.103 -0 ,0009 4-0,001 —0,0002 

928 X 27,6 X 33,5 X 813 = 697 577 414,4. 

Приблизительная величина относительной погрешности произведения 
будет 

- 0,0005— 0,0009 ~|- 0,001 - 0,0002 = - 0,0006. : 

Третий множитель округлен так, чтобы получить положительную погреш
ность вместо отрицательной, что до некоторой степени уравновешивает 
погрешности. 

Для уточнения действия, особенно при вычислении со счет
ной линейкой, можно разделить приближенное произведение 
на 0,9994 или умножить его на 0,006 и затем прибавить ре
зультат к вышеуказанному произведению. 

Если бы мы оставили в каждом из множителей две вер
ные цифры, то получили бы 

+ 0 , 0 0 2 - 0 , 0 2 5 + 0 , 0 2 - 0 , 0 0 4 -0,037 
930 X 27 X 34 X 810 = 691529400 

Рекомендуется вычислять относительные погрешности в уме 
по мере хода вычислений. Если величины получающихся 
погрешностей чрезмерно велики, то следует вводить попра
вочный множитель. 

63. Влияние отбрасывания гифр справа в множимом и 
множителе показано на следующем примере: 

2456786 
3134652 

•{ 4 9 1 3 / 572 
А 12283 / 930 

J14740 / 716_ 
9827 / 144 ~~ >В 

7370 / 358 
2456 / 786 

7370 / 358 
7 7 0 1 / 169148472, 
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Если в множителе последовательно отбрасывать числа 2, 
5 и б, то соответственно исчезнут первый, второй и третий 
ряды, указанные буквой Л , 

Если же отбрасывать цифры 6, 8 и 7 в множимом, то 
исчезнут ряды, отмеченные буквой В. Совершенно очевидно, 
что числа на площадях А и В, полученные от перемножения 
цифр, отброшенных нами во множимом й множителе, изме
нят произведение. Если, например, оставить по четыре 
верных цифры, то мы можем ожидать в ответе не более четырех 
верных цифр. 

64. Видоизменение последнего метода, позволяющее 
упростить умножение. После того, как определено число зна
чащих цифр, следует приписать нуль к мно
жимому, а затем умножить его на первую 07 17n V Ч 149 
слева цифру множителя. ' 

ОтбрОСИМ ПОСЛеДНЮЮ Ц И ф р у МНОЖИМОГО о ein 
и умножим его .на вторую цифру множи- ^ 
теЛЯ. ОтбрОСИМ следующую Ц И ф р у МНОЖИ- ^ л о о п 
мого, после чего умножим его на третью ' 
цифру множителя. Прибавляем однако произ- q c q ^ c ^ . о; оу 
ведение отброшенной цифры на соответ- ö j o o d ä ö ' V / 
ствующуго цифру множителя. Так, напри
мер, отбрасывая 7 и умножая на 4 , мы говорим: 4 X 7 — - 28, 
сносим 3, 4 X 1 + 3 = 7 и т . д . 

При обычном способе, если мы умножаем 14,3256 X 2,68446 
и хотим получить в ответе три верные цифры после запятой, 

. то замечаем, что всего в ответе должно быть пять цифр. По
этому (п° 59): следует удержать четыре знака после запятой 
во множимом и пять во множителе, и таким образом 

14,3256 X 2,68446 = 38,456. 
При сокращенном умножении следует прибавлять еще 

одну значащую цифру к множимому. 
Если нужно перемножить два числа, например 14,32 и 

2,68443, из которых первое получено путем измерения и со
ответственно округлено, то во втором множителе следует со 
хранить только четыре знака после запятой: 

14,32 X 2,6844. 

65, Абсолютная погрешность при делении. Если дели
т е л ь — число точное, а делимое — приближенное, то для нахо
ждения частного с некоторой определенной абсолютной * по
грешностью поступаем следующим образом. 
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Пусть: 
а — точное делимое, 
с — точный делитель, 
А — абсолютная погрешность делимого, 

А — абсолютная погрешность частного. 
Тогда: 

а 
— •— точное значение частного, 

приближенное значение частного, 
с 

А 

ного. 
Поэтому 

А Ас. 

Абсолютная погрешность делимого не должна быть 
больше произведения делителя на предельную абсолютную 
погрешность частного. 

Пример. Вычислить частное 

если погрешность его не должна быть больше 0,001, Делитель — число 
точное. 

Д не долано быть больше чем 0,001 X 435 = 0,435. Поэтому берем 
число 217, имеющее погрешность 0,42, т. е. меньшую 0,435: 

Более точное частное есть 0,49879, так что абсолютная погрешность 
получилась равной 0,0011, т. е. немного больше предельной, вследствие 
того, что частное 0,4989 округлено до 0,499. 

Если в делимом взята положительная погрешность, то в частном по-

66. Относительная погрешность при делении. Рассмо
трим случай, когда делитель есть число точное, а делимое — 
приближенное, причем требуется, чтобы относительная по
грешность не превосходила некоторой заданной. 

Пусть: 
а —точное значение делимого, 
с — точное значение делителя, 
А —абсолютная погрешность делимого, 
/•-—относительная погрешность делимого, 

Q — относительная погрешность частног о. 

216,58373:435, 

217 :435 = 0,499. 

грешность будет также положительной. 
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Тогда: 
a-{-à — приближенное значение делимого, 

Д 

•относительная погрешность делимого, 

приближенное значение частного, 

а Д 

с с с 
Д 

•абсолютная погрешность частного, 

Q — —- — — = /—относительная погрешность частного. 
а а 

Относительная погрешность частного в том случае, когда 
делитель — число точное, а делимое — приближенное, равна 
относительной погрешности делимого. 

Таким образом, если относительная погрешность дели
мого взята не больше, чем относительная предельная по
грешность частного, то относительная погрешность послед
него не превысит заданной. Если по условию частное должно 
иметь относительную погрешность не большую 1°/0, то в де
лимом следует оставить три значащих цифры. Если предель
ная относительная погрешность частного должна быть менее 
0,001, то в делимом необходимо сохранить четыре значащих 
цифры (п" 55). 

Пример. Разделить 483,51 на точное число 84 так, чтобы погрешность 
частного не превышала 1% его, 

Очевидно (п° 55) в делимом следует оставить три цифры, т. е. взять 
его равным 484: 

484:84 = 5,74. 

67. Если делимое и делитель — числа приближенные, 
то, так как делимое равно произведению делителя на частное, 
относительная погрешность частного приблизительно равна 
алгебраической разности между относительной погрешно
стью делимого и делителя» Таким образом, если Q, г, и г.„,— 
соответственно относительные погрешности частного, дели
мого и делителя, то имеем, приближенно, 

откуда 
I Q К U I + I /-« 
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Относительные погрешности \ гг \ и | г2 | делимого и де
лителя должны быть по возможности либо обе положитель
ными, либо обе отрицательными, ибо при этом относительная 
погрешность Q частного (равная алгебраической разности 
погрешностей делимого и Делителя) уменьшается. Относитель
ная погрешность частного будет иметь при этом тот же знак, что 
и погрешность делимого 1). Если возможно, округление дели
мого и делителя следует производить так, чтобы они оба уве
личивались или оба уменьшались. 

Если относительные погрешности делимого и делителя 
имеют одинаковые знаки, то погрешность частного не будет 
превосходить каждую из них. 

Итак, если относительные погрешности делимого и дели
теля имеют одинаковые знаки и не превосходят предель
ной, то относительная погрешность частного будет меньше, 
чем предельная. 

Если i\ и 7'2 будут иметь противоположные знаки, то от
носительная погрешность частного делается по абсолютной 
величине равной сумме относительных погрешностей дели
мого и делителя. 

Для того, чтобы определить, какой знак погрешностей 
дает численно меньшую разность их значений, следует в уме 
исследовать делимое и делитель, а затем соответственно их 
округлить. 

Один пробный подсчет разности относительных погрешно
стей достаточен для определения, сколько верных цифр сле
дует сохранить в делимом и делителе. 

Пример. Разделить 214,68 на 32,477 с погрешностью меньшей 0 , 1 % . 
Для пробы сохраним в обоих числах по три верных цифры, округлив 

их так, чтобы погрешности были положительными. Погрешность частного 
равна (0,0015) — ( + 0,0007) 0,0008, т. е. менее предельной, равной 0,001. 

68. Сокращенное деление. Рассмотрим следующий пример 
(см- рис. на стр. 50). • 

Если отбросить в делителе несколько цифр справа, 
а именно 786 (п° 47), то цифры, заключенные в параллело
грамме ABDÇ, исчезнут. 

Если отбросить в делимом несколько цифр справа, напри
мер 148472, цифры в треугольнике BED изменятся. 

Если некоторые из стоящих справа членов частного не 
вычислены, то числа, заключенные в параллелограмме FGDE, 
исчезнут. ; _______ 

*) Это справедливо лишь при условии 

4 Справочник для инженера 
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77о__б9;#Дг{г 
73703.4 58 В 

Если при каждом последовательном действии отбрасывать 
в делителе цифры справа, то ни одно из чисел справа от 

вертикальной линии BE не полу
чится, и эта замена меньше всего 
влияет на частное. 

3134652 Точность частного зависит от 
числа, цифр, сохраненных в де
лителе и делимом. 

Сперва нужно определить на-
глаз целую часть частного (п° 30), 
а затем' решить, сколько знаков 
после запятой следует сохранить, 
иначе говоря—определить абсо
лютную погрешность. Тогда мы 
получаем число значащих цифр 
в частном. 

Из п° 33 мы узнали, что для 
определения верной цифры част
ного надо воспользоваться, по 
крайней мере, двумя цифрами де
лителя, стоящими слева. Таким 
образом, чтобы получить верную 
последнюю цифру в частном, 

ЕС D м ы должны иметь две цифры в 
остатке для последнего действия 
после отбрасывания в каждом 

из предыдущих действий по одной цифре. Таким образом 
в делителе должно быть сохранено на одну цифру больше, 
чем в частном. 

69. Сокращенное деление производится как и обыкновен
ное, но при каждом последовательном умножении в делителе 
отбрасывается справа по одной цифре. Здесь необходимо со
хранить на одну значащую цифру больше, чем при обычном 
способе деления. 

Пример. Разделить 77,01169148472 на 24,56786 так, чтобы иметь в от
вете три верных цифры. 

Исследуя делимое и делитель (п° 67), как и в случае обыкновенного 
деления, видим, что они должны иметь две верных цифры после запятой, 
т. е. всего 4 значащих цифры. При данном же методе необходимо сохра
нить по пяти значащих цифр. Если первая значащая цифра делается больше 
первой значащей цифры делимого, то в делимом следует оставить еще одну 
цифру сверх указанных выше. 

Перед тем как отбрасывать цифры в делителе, необходимо выяснить, 
сколько следует снести и прибавить к произведению сокращенного дели
теля на отдельные цифры частного. 

3308 \ 11 1 \ 
2456 \ 7 8 6 \ 

8 5 1 3 \ 2 54 \ 
• 7 3 7 0 \ 3 58 \ 

1142 \ 8 968 \ 
9 8 2 7 \ 144 \ 

С 
\ 1601 \ 8244 \ 
\ 1474 1 0 7 1 6 \ 

\ 127 Д 5287 \ 
\ 122 8 \ 3930 \ 

\ 4 9 1 \ 3572 \ 

\ 4 9 1 \ 3 5 7 2 \ 
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Итак, делимое будет 77,012, а делитель — 24,567. 

77012 24567 
3134 

73703 
3134 

Отбрасываем 

в делителе 7 

Отбрасываем 

в делителе б 

Отбрасываем 

в делителе 5 

3309 

2457 

852 

_737_ 

115 

98 

17 

3 X 8 = 24 сносим 2 
3 X 7 + 2 = 23 

1 X 7 — 7 сносим 1 
1 X 6 + 1 = 7 

3 X б = 18 сносим 2 
3 X 5 + 2 = 17 

4 X 5 = 20 сносим 2 
4 X 4 + 2 = 18 

24 остается в делителе 
Другой способ заключается в том, чтобы сохранить в делителе и де* 

Лимом одну лишнюю цифру, пренебрегая сноской от отброшенных цифр. 

70. Относительная погрешность при совместном умноже
нии и делении. Относительная погрешность выражений 

g X 6 X с а X bX с aXb 
dXeXf' dXe И Л И dXe'Xf 

приблизительно равна разности алгебраической суммы отно
сительных погрешностей множителей числителя и алгебраи
ческой суммы множителей знаменателя. 

Указанные множители можно округлить так, что погреш
ность результата будет очень невелика. 

Пример. Вычислить 
24,44X3,1416 X 8 

54,6Ь2Х 10 ,91X5 ,22 ' 
Для решения следует либо подобрать погрешности числителя и знаме

нателя так, чтобы свести алгебраическую сумму их к минимуму, или срав
нить погрешности множителей в числителе и знаменателе, имеющие одина
ковые знаки. Последний метод позволяет сокращать погрешности, 

—0,02 т 0.02 
2 4 X 3 , 2 X 8 

5 5 X 1 0 , 9 X 5 , 2 
+ 0,000 — 0,004 — 0,001. 

Разность алгебраических сумм равна 
( — 0,02 + 0,02) - ( . + 0,006 - 0,004 - 0,004) = 0,002 (приблизительно). 

Окончательная относительная погрешность должна показать, достаточ
ное ли число цифр сохранено, нужно ли вводить поправочный множитель 
и нужно ли увеличить число верных цифр. Этот вопрос следует решить до 
выполнения вычислений. 

4* 
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74. Относительная погрешность при возвышении в сте
пень или извлечении корня. Относительная погрешность 
степени равна относительной погрешности основания, умно
женной на показатель степени. Справедливость сказанного 
очевидна, так как в п° 61 было доказано, что относительная 
погрешность произведения приблизительно равна алгебраиче
ской сумме погрешностей множителей. Если имеется п одина
ковых множителей, то произведение их будет иметь относи
тельную погрешность в п раз большую, чем погрешность мно
жителя. 

Точно так же относительная погрешность корня приблизи
тельно равна относительной погрешности подкоренного коли
чества, деленной на показатель корня. 

Дробные степени также имеют относительные погрешно
сти, равные погрешностям оснований, умноженных на дроб
ные показатели. 

72. Новый метод умножения. Автор предлагает сле
дующий способ умножения. Преимущество заключается 
в том, что числа высшего порядка (т. е. стоя
щие слева) получаются в самом начале действия. После 
них следуют числа всё меньшего и меньшего порядка. 
Таким образом последние могут быть в случае надобности 
отброшены. 

Пусть, например, требуется умножить 345 на 234. Напи
шем цифры одну под другой, как и при обычном методе 
умножения. Затем представим себе прямую линию, вращаю
щуюся вокруг центра, помещенного посредине между двумя 
первыми цифрами, расположенными на одной вертикали. При 
каждом последующем действии центр вращения переносится 
вправо на половину расстояния между цифрами, и берутся 
произведения тех чисел, которые пересекаются прямой во 
время полного ее оборота. _ 

Поместим сперва центр посредине между 2 и 3 | 
и проведем вертикаль. Первое произведение, рав- пядПТ^ 
няется 6. 

При дальнейшем вращении линия не пересечет других двух 
чисел, кроме указанных 3 и 2, поэтому указанное число 6 
является окончательным произведением для данного положе
ния центра. Теперь передвинем центр направо в середину 
между первым столбцом (где стоят сотни) и вторым (где стоят 
десятки). 

При каждом передвижении центра следует передвигать 
произведение вправо на один знак. 
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Для второго положения центра при вращении 
прямой получим два произведения, а именно: 

2 X 4 и 3 X 3. 

Передвинем центр в следующее положение," тогда 
он расположится под цифрой 4 верхней строки, т. е. 
между 4 и 3. При вращении -прямой будем иметь 
три произведения: 

4 X 3 , 5 X 2 и 4 Х З . 

Нет необходимости чертить самую пря
мую. Достаточно просто ставить точку, со
ответствующую центру, имея при этом в виду, 
что линия, отделяющая в множимом две 
цифры слева, отделит в множителе две еди
ницы справа. 

Теперь начнем действие сначала и про
должим его до конца. Способ умножения 
показан справа 

1 ) Предлагаемый автором метод есть не что иное как приложение к умно
жению чисел известного правила составления коэффициентов произведения 
многочленов, расположенных по степеням л:: 

(«о*я + а,*"- 1 + а./"* + . . . -I- ап) ( V ' + S / " 1 + . . . + bj = 

= a 0 v B + m + ( V i + " A ) * " , 4 " n _ 1 + ( V o + « i * i + « A ) * B , + " " 2 + -
Если расположить коэффициенты многочленов d виде двух строк: 

"О- а1> а2 а,1 
Ь0, bv ь2,...,ьт 

и составлять отдельные суммы, перемножая коэффициенты, стоящие в верх
ней стороне, на коэффициенты, стоящие в нижней, тем способом, как это 
указано в тексте, то получаются коэффициенты произведения. 

Полагая * =s 10, приходим к правилу, высказываемому автором. 

Пример. 

345 X 234 = (3 • Юз + 4 . 1 0 + 5) (2 • 102 + 3 • 10 + 4 ) = 3 • 2 • 10*+(3 •' 3 + 
+ 4 - 2 ) . 1 0 3 + ( 3 - 4 + 4 ' 3 + 5 - 2 ) - 1 0 а + ( 4 ' - 4 + 5 . 3 ) - 1 0 + 5 -4 . 

Прим. ред. 

8 
9 
12 
10 
12 

16 
15 
20 

сложим 
в уме 
сложим 
в уме 
сложим 
в уме 

80730 
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В нижеследующем примере следует обратить внимание на 
то, что во втором положении центра прямая пересечет не 
только 3 и 7, но также 3 и 4. 

Точки помогают выполнению действия. 4 3 2 1 
Как было указано ранее, при описанном методе . . . . . 

мы получаем сперва самые важные части произве- 73 
дения. Дальнейшее продолжение действия позволяет 
внести поправку в результат и получить его с же- 28 
лательной степенью точности. Этот метод может 33 
быть с успехом применен также и при умножении 23 
с помощью счетов или обычной счетной машины. 13 
При этом следует сдвигать на один знак вправо 3 
каждый.раз, когда центр переносится в новое поло-
жение, причем машина дает окончательный резуль- 315433 
тат без добавочного сложения. 

Пример. Перемножить 
246,4182 и 211,7432 

так, чтобы погрешность произведения не превышала 0 , 1 % . 
Каждое число должно иметь четыре верных цифры. Одно из чисел 

должно быть округлено так, чтобы погрешность была положительной. 
2 464183 
2117 Ш 

4 
10 

18 
32 

3 8 
46 

28 

5 216 288 

Формулы для приближенных вычислений. 
73. Формулы 

( 1 - Ы (1+#) :=1 - | -Л<-КН-*1/ 
( 1 + * ) ( 1 — у) = 1-\-х — у — XI/. 

Если х и у суть малые дроби, то их произведением ху можно 
пренебречь. В таком случае произведение можно считать равным 

1-\-х±:у. 
Пример 1. 

1,0015 X 1,0024 
(I -I- 0,0015) (1 -f- 0,0024) - 1 -1-0,0015 -|- 0,0024 = 1,0039 (приблизительно). 
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1 —I— jt 
j - j — = 1 -J- x — у (прибл.) 2 ) 

1 ) В справедливости равенства 

— Ärf 1 + дг 1 — х 
можно убедиться следующим простым рассуждением: 

(1-дг) ( 1 + л - ) = 1 + л Л 
откуда следует, что 

1 Л'З 1 
I — X 1 — X Î •— х 

с точностью до малых величин высшего порядка. 
Таким же образом можно установить приближенное равенство; 

__J г _ х 

"1 + X ~ 
Прим. ред. 

2) Справедливость равенства 

Ü £ 1 + x — и 

устанавливается так. 

Согласно предыдущей формуле имеем 

l + i ^ d + ^ - ^ ^ a + ^ d - , ) 
н далее: 

(1 + *) (1-д)!ы1+Х-у. 
Отсюда вытекает, что 

' rir Прим. ред. 

Пример 2. 
1,032 X 0,996 

(1 + 0,032) (1 - 0,004) = 1 + 0 , 0 3 2 - 0,004 = 1,028 (приблизительно). 

74. Формула 
( 1 -\-х)(1 -+- _ / ) ( l - fz) == l - ! - * - f ._/+• z4rxg-\-gz + xz-\-xyz. 

Если х, у и z достаточно малы, то последние четыре 
члена могут быть отброшены, и произведение можно считать 
приблизительно равным 

Пример. 
1,011 X 1.008 X 0.998 = (1 + 0,011) (1 + 0,008) (1 - 0,002) = 1 + 0,011 + 

+ 0 , 0 0 8 - 0 , 0 0 2 = 1,017. 
75. Формулы 

~ _ — = = ! - ( - х (прибл.) *) 
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Имеем с точностью до величии второго порядка малости при малом х 
равенство /. , 1 \а . . 1 

76. Формула 
(l±ix)n = {l±x) ( 1 ± : * ) . . . ( п раз) = 

== 1 __ д: __ л: __. . . = 1 __ шт. 

Величина п может быть положительной, отрицательной, 
дробной, целой или иррациональной. В этом случае 

(1 -4 -* ) 9 = 1 + 2* (прибл.); / П ^ = 1~ - - | -А - (прибл . ) 1 ) ; 

1) Если две величины а и 6 разнятся друг от друга на малую вели
чину А так, что в равенстве 

а = 6- | - Л 

этой величиной можно пренебречь, заменив его приближенным 
а Ра Ь, (*) 

то и в равенстве 
а" 

величиной Д' можно пренебречь, заменив это равенство приближенным 

Это можно сделать в силу того, что величины Д и А' одинакового по
рядка малости. 

Действительно, заметив, что 

Д' = а

к - Ь1с = (Ь -F Ь)к~Ьк, 
находим, что 

Д ' - ^ А Б * - 1 А , 

т. е." что величины Д' и Д — малые одного порядка. Если пренебрегаем 
ОДНОЙ, то следует опускать и другую. Таким образом из приближенного ра
венства ("'*) следует, наоборот, приближенное равенство (*) с точностью до 
малых величин того же порядка 

Положив 

a = {/Ä, b = \/~В> 

можем утверждать, что из равенства 
А ТЫ В • (***) 

следует, что 

с точностью до величин того же порядка. 
Положим в равенстве (***) 
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если о — малая величина. 

Равенство (****) показывает, что 

У"Т±7 я » 1 +--.V 
с точностью до малых величин 2-го порядка. 

Если положить 

^ T _ 7 ' M 1 : î 4 - v ) 3 ' 

то в силу указанных приближенных равенств следует, что 

В~ (\ + ~х) p s i +.V, 
т. е. с точностью до малых величин высшего порядка имеет место ра
венство 

АтыВ. 
Отсюда следует, что с точностью до малых величин того же порядка 

справедливо равенство 
У А ТЫ Y в 

или 
1 , _ 1 . 

• I S R F L T Y » . 
У l^x 2 

Прим, ред. 

(1 — xf = l—2х (прибл.); Vi ~\-х= 1 ~\-~2х (прибл.); 

уеу-х ~ x ~ ^ x
 ( п р и б л- ) ; 7 1 = ^ (прибл->-

Пример 1. 
(1,093)1 _ (1 j _ 0,093)^ = 1 4 - (0,093 X 4) = 1,373 (прибл.). 

Пример 2. Найти корень квадратный из 145. 
l_ 1 

УП5 - [144 (L + ] 3 = 12 ( l + 2 = 12 (и4 X ^ ) = 

« 1 2 ( 1 + i g ) - 1 2 + ^-12,0416. 

77. Формула 
(а __ 6)" = а" _ : nan~lb (прибл.), 
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i I 1 _ 1 1 1 
У Б 2 0 = (625 - 5 ) 2 = 6 2 5 3 - у Х 625 2 X 5 » 25 - j X ^ X 5 = 24,99 

(прибл.) 

Пример 3. Найти корень кубичный из 7,85. 

1_ 1 
Ï /7 ,85 = (8 — 0,15) 3 = 8 ¥ - j X - j X 0,15 = 2 - 0 , 0 1 2 5 = 1,985 (прибл.). 

78. Формула 

если х мало. 

Пример. 

1±х •• a zp. ад:, 

• д ^ б = S + 8(0,0004) = 8,0032. 

79. Приближенные значения обратных величин. Величины, 
обратные 1__л-, при х достаточно малом приближенно равны: 

1 _ 

ï—Т 

•1 — х -\- (погрешность < .г1, если 0 < л* < 1); 

1 — х~\-х^— (погрешность < л-8, если 0 < л- < 1). 

х _|_ ^погрешность < х'*~\~ 2А"'1, если -^->.v>oj; 

1 - j - л- - | -^ 2 |погрешность < л-8 -|- 2л 4 , если -jjj- > л- > oj. 

_ 1 1 _ Ь 

Пример 1. Найти корень квадратный из 105. 

_ i i , _ i 
УЮ5 = lA Ï00 + 5 = (100 + 5 ) 2 = 1 0 0 2 + — 1 0 0 2 X 5 = 

= Ю + 1 X ~ X у = Ю + ~ = Ю,25 (прибл.). 

Пример 2. Найти корень квадратный из 620. 

Имеем: 
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Глава III. 
АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ. ОТНОШЕНИЕ И ПРОПОРЦИЯ. 
ДВУЧЛЕНЫ, ТРЕХЧЛЕНЫ, МНОГОЧЛЕНЫ i) . РАЗЛОЖЕНИЕ НА МНО

ЖИТЕЛИ. РАДИКАЛЫ. 

Алгебраические обозначения. 
80. Алгебраические знаки. Если в каком-либо выражении 

последовательно стоят только знаки - ( - и — или только 
знаки X и : » т о Действия производятся в порядке слева 
направо. 

Если в выражении имеются знаки X и : , а также -)-
и — , то в том случае, когда не указан другой порядок дей
ствий, сперва производятся умножение и деление. 

При раскрывании скобок, перед которыми стоит минус, 
знак каждого члена, стоящего внутри них, следует переменить 
на обратный. 

Отношение и пропорция. 
81. Частное, полученное при делении одного числа на дру

гое, называется отношением. 

Отношение а к b есть -т- или а:Ь. 
b 

Так как отношение имеет вид дроби, то все правила, ка
сающиеся дробей, могут быть применены и к отношениям. 

Равенство двух отношений называется пропорцией; на
пример 

2 4 
-g- = -g- или а : b--=c : а 

суть пропорции. 
Первый и четвертый члены ее называются крайними, 

а второй и третий — средними членами. 
Если второй и третий члены равны, то каждый из них 

является средним пропорциональным между первым и четвер
тым членами: 

a :b = b : с, 
откуда 

Ь — У~а~с. 
Если 

act—be, 

*) Часто вместо выражений „двучлен", „трехчлен", „многочлен" упо
требляют греческие названия их; „бином", .трином", „полином", 
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то: 
а : b = с : d 
b\a = d:c 
axc — bid 
с : а = d : b. 

Так как в каждом из этих случаев произведение крайних 
равно произведению средних или ad = be, то любая пара чле
нов может служить крайними, а другая пара—'средними чле
нами пропорции. 

он я а-\-Ъ c-\-d a d 
Ы. Докажем, что j = если — . 

а — о с — а о с 
Так как ad = be или be = ad, то, умножая на 2, получим: 

2bc = 2ad. 1 

Последнее равенство можно переписать так: 

be -|- be — ас? - j - ас/. 
Перенося члены, имеем: 

be — ad=ad—be, 

Прибавляя к обеим частям равенства ас — bd, получим: 
ac-\-bc—ad—bd = ac — bc-\*ad—bd, 

откуда 

с (а + b) ~ d (а + b) = с (а — b) + d(a — b), 

или, вынося за скобки общие множители, 

( А _1_ £) (с — d) — (a — 6 ) (с + с/). 
Делим обе части на ( а — 6 ) (с—d): 

( а ~П) (с — <*) _ ( а — &) (с-|-<0 
"(а — Ь) (с — d) (а — 6") (с — off 

или 
а -|- & c~\~-d 
а,— 0 с — d 

ЕСЛИ ad—bc, то подобным же образом можно доказать 
справедливость следующих, пропорций: 
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а + Ь 
Ь d 

а-\-Ъ_ с- | - d 
а с 

а~~Ь с — d 
b d 

а — b с— d 
а с ' 

а-\- с__ b-j-d. 
a — c~b^dy 

à~\-b с -l- d 
a — b с —еГ 

Произведения соответствующих членов двух или более' 
пропорций также составляют пропорцию. 

Если 
а с m р 
b d п g ' 

то 
am ср 
bn dg 

Умножение или деление обоих членов отношения на одно 
и то же число не изменяет величину отношения: 

а am 
b bm ' 

Если 
а : b = с : d, 

то 
та : mb — nc:nd 

или 
а_ , Ь_ 2- • É-

т ' m п ' п.' 
Если четыре числа составляют пропорцию, то их одина

ковые степени, а также корни одной и той же степени из них 
составляют пропорцию. 

При aib~cid, справедливы пропорции: 
i i I i 

an:bn = cn:dn и ап : bn <= сп :dn . 

В случае ряда пропорций: a:b — c\d — e\f=g:h сумма 
первых (предыдущих) членов относится к сумме вторых (по
следующих) так же, как каждый из предыдущих относится 
к своему последующему: 

a-\-c-\-e-\-g а с 
b-\~d~\-f-{-h~ b. d и т. д., 
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или, если 
а _ b 
х ~~ у 

то 
/ a + 6 + c + , , . \ _ f 

\xAry-\-z-\-...} 

' Если задача требует нахождения двух чисел, которые отно
сятся друг к другу как т:п, то рекомендуется представлять 
»ти неизвестные в виде тх и их. 

Если а : b — b : с = с : d, то b=p/aid и-с — ad*. 
Обе эти величины являются средними геометрическими 

между and. 
83, Циркуль для пропорционального деления предста

вляет собою инструмент, применяемый главным образом для 
перенесения размеров с данной фигуры, с целью получения 
подобной ей в увеличенном или уменьшенном виде. Кроме 
того, он весьма удобен для графического решения задач 
(см. пп° 200, 202, 203, 208). 

Зажимной штифт циркуля может перемещаться в прорезах 
инструмента, что дает возможность получить различные отно
шения расстояний между остриями ножек на обоих концах. 

Для каждого определенного положения штифта это отно
шение остается постоянным. 

Величины отношений между линейными размерами указаны 
на одной из наружных сторон инструмента. Если штифт под
веден к делению шкалы, обозначенному цифрой 2, то рас
стояние между остриями на одном конце вдвое больше рас
стояния между остриями на другом. 

Длина образцового циркуля, служащего эталоном для изго
товления инструментов, выпускаемых в продажу J)> разделена 
на 2000 равных частей. На обычных же циркулях имеется 
только около 1000 делений. 

Таким образом, на образцовом циркуле длиной в 10 дюймов 
на каждый дюйм приходится по 200 делений, которые можно 
отсчитывать при помощи верньера. К сожалению, как было 
указано выше, на обычных инструментах число имеющихся 
делений значительно меныпе. 

Установка образцового циркуля (с 2000 делений) произво
дится, как показано на рис. 1: 

= — — г (постоянное отношение), 
Z 

') Речь идгт об изготовлении и применении циркуля в С А С Ш . 

file:///xAry-/-z-/-
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Пусть: 
у — меньший член отношения, 
х—-больший член отношения, 
S— деление, приходящееся против штифта на шкале, раз

деленной на 2000 частей. 
Тогда 

У —. 
2 0 0 0 — S 

или 
2<№g—gS = xS 

2000 # = xS-\-yS = (x-\ 
„ _ 2000 # 
3̂ , I « 

х~\~У 
Пример. 
Для отношения 1:2, # = • 1 «=--2 и S--

Рис. 1 

2000 • 1 
2 + 1 

= 667 единиц. 

Удобный способ установки циркуля в случае, если на нем 
не имеется деления, соответствующего нужному отношению, 
заключается в следующем: • 

Выбирают масштаб, имеющийся на обыкновенной трехгран
ной чертежной линейке, и берут на нем отрезки, находящиеся 
в данном отношении. 

На указанной линейке (рис. 2) нанесены шкалы с 10, 20, 
30, 40, 50 и 60 делениями на одном дюйме; поэтому какой-

23 

S 10 
I I 1 I I 1 I I "' I 1 

12 14 16 IS 

Рис. 2. 

I I" I—I—У I I' Г \ 1 I 
20 22 .24 26 28 30 

нибудь из них окажется пригодным для этой цели. Так, на
пример, чтобы получить отношение 23 к 31, применяют шкалу 
с шестьюдесятью делениями и отмечают на ней двадцать 
третье и тридцать первое. Передвигая штифт, добиваются того, 
чтобы между остриями на короткой'части циркуля помещалось 
23 деления, а на длинной части — 31 деление. 

Для получения нужного результата бывает достаточно 
двух-трех попыток. 

Если требуется установить циркуль для отношения 8 к 15, 
применяют масштаб с 30 делениями на дюйм. Если же тре
буется иметь отношение 0,72 к 1, то берут масштаб с 20 де-
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лениями и ищут на нем числа 2, 7 и 10, соответствующие 
данным, увеличенным в 10 раз. 

84. Формула бинома Ньютона для целого положитель
ного показателя. Эта формула служит для разложения 
(а + 6)". Простым перемножением можно, например, найти: 

( a - | - o ) s = a a + 2aè + Z>s 

(а -1- о) 3 = а 3 ЗаЧ -|- ЗаЬ« -f- b3 

(а + è)-1 = а 4 - f 4а 3й + 6а 8 й я + 4«£ 3 + А* 
(а -4- 6 ) Б = а й 4- 5а 4£ + 10а 3£ 2 -f - Юа'-'/У1 -| - 5а£ 4 -(- />5. 

Если через п обозначить показатель степени, в которую 
возвышается бином в приведенных выше случаях, то резуль
тат можно представить в общем виде таким образом: 

(a - f bf = а" + па" - ! Ь + ~ а ' г ~ 2 Ä9 + 

+ n ( " 7 . 2 - ( 3 " " 2 ) a " " a 6 3 + - ' * 

. . , + ^ - ^ ( g ^ ^ J " - ^ + 2) a , t ^ + l ^ + _ _ _ + А . { 1 1 

Члены этого выражения изменяются по определенному 
закону, а именно: 

1) Показатель буквы а в первом члене разложения равен 
показателю степени бинома (в левой части равенства) и умень
шается на единицу в каждом последующем члене. В послед
нем члене он равен нулю. 

2) Показатель буквы b увеличивается на единицу в каж
дом последующем члене. Будучи нулем в первом члене, он 
достигает в последнем той же величины, что и показатель 
степени бинома. 

3) Для нахождения коэффициента любого члена, следует 
умножить коэффициент предыдущего на показатель в нем 
буквы а и разделить произведение на число предшествующих 
членов. 

4) Если а -я b положительны, то перед каждым членом 
разложения стоит знак плюс, если же b отрицательно, то чет
ные члены (т. е. второй, четвертый и т. д.) будут иметь знак 
минус. 

Справедливость такого разложения для целых положи
тельных показателей может быть легко доказана и в общем 
виде. 
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Формула бинома для п дробного и отрицательного дана 
в п° 458. 

85. Удобный способ разложения по формуле бинома за
ключается в следующем: 

Сперва пишут буквы с соответствующими показателями. 
Под ними помещают коэффициенты каждого члена, а затем 
их знаки. Наконец полученные члены соединяют вместе. 

Пример. Найти, посредством формулы бинома, пятую степень выра
жения (6 — у). 

Имеем: 
( 6 - ^ ) 5 = 

Буквы с показателями . . . . о 5 b{y b'*y- b-y3 by1 у* 
Коэффициенты 1 б 1U 10 5 1 
Знаки -(- — -)- —• -|- — 

65 _ 5biy -4- l O i - V - l O Ä V '-{-5604 -yb 
П р и м е ч а н и е . Коэффициент четвертого члена получается умножением 

коэффициента третьего члена на показатель буквы о, т. е. 10 • 3 = 30, и 
делением на 3 — порядковый номер втого члена (или число членов, пред
шествовавших четвертому). 

86. Для нахождения r-того члена разложения (а-\-х)п 

подставляем значения п и г в выражение 

п(п— 1)(п — 2) . . • (п — /- + 2) + 1 

1 • 2 • 3 . ." . (г — 1) а х . 

Пример. Найти шестнадцатый член разложения бинома (а -|- л:)20. 
Здесь г = 16, п = 20, поэтому имеем: 

(п - г -1- 2) == (20 - 16 + 2) = 6 
20 • 19 • 18 • 17 • 16 • 15 • 14 • 13 • 12 • 11 • 10 • 9 • 8 • 7 - б 

1 • 2 • 3 . 4 • 5 • б • 7 • 8 • 9 .10 • 11 • 12 • 13 • 14 • 15 
а*хЯ 

Сокращая одинаковые множители в числителе и знаменателе, получим 
окончательно: 

2 0 - 1 9 - 1 8 . 1 7 - 1 6 . 
1 • 2 - 3 • 4 • 5 

15 504 abx&. 

87. Если мы обозначим коэффициенты членов разложения 
буквой с (с соответветствующим порядковым значком), то 
получим: 

( a - h ô ) n = « n -Ь i - j W = a w - | - c 1 a n - 1 ô - | " C 8 ô ' , - a f i * - 4 -

5 Справочник ДЛЛ инженера, 
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где 
с, = п 

п(п-1) 
с 2 = 1 - 2 

п(п—1)(п—2) 
° s ~ 1 - 2 - 3 

_ " ( " — 1 ) (" — 2 ) ( " —3) 
C j ~ 1 - 2 - 3 - 4 

88. Представляя коэффициенты указанным образом, можно 
установить связь между знаком при с и величиной коэффи
циента. 

Взяв например с 3, заметим, что числитель в выражении 
для него состоит из трех множителей. Знаменатель есть 
3 факториал 1 ) . 

Отметим, кроме того, что 

С] = п 
* п(п — 1) п—1 

— п(п — 1)(п — 2) /г — 2 
С з " ~ 1 - 2 - 3 " " _ С а 3 " 

(п — 1) (п — 2) (п — 3) п — 3 
C j _ _ ! . 2 . 3 - 4 - с а ~ 4 — 

Каждый коэффициент равен предыдущему, умноженному 
на дробь, числитель которой на единицу меньше, а знамена
тель на единицу больше, чем у дроби, соответствующей пре
дыдущему коэффициенту. 

• *) Факториалом к называется произведение 1 • 2 • 3 • 4 • • -к. 
Это произведение обозначается знаком ! 

1 • 2 • 3 - - • к = kl 

В английской и американской литературе можно встретить обоз! ачонис; 
1 • 2 • 3 • • . к •--•= I Je. 

Прим. ред. 



Пример. 

Треугольник Паскаля 

Разложить (ly — ту—") • 

67 

СГ~^~ ~7 ' 3 = 21 или 1 + 1 

J-Y: 
2х) 

J - W + 7(2*)° ( - - ~ ) + 21(2,)* ( - - ! • ) " + 

+ 3 5 ( 2 ^ ( - i ) ! , + 35(2,)» ( - j-f+ 21(2,)* ( - + 

+ 7(2,) ( - I-)' + ( - -1 ) 7 « 128,» - 2 2 V А. + 

89. Треугольник Паскаля. Если расположить коэффициенты 
разложения биномов (а-\-ЬУ, (а-\~Ьу, (а-\-Ь)'г и т. д. в том 
порядке, который указан ниже, то каждый из этих коэффи
циентов равен сумме двух других, ближайших к нему и рас
положенных справа и слева на предыдущей сверху строке. 

1 
1 1 

1 2 1 
1 3 3 1 

1 ' 4 6 4 1 
1 5 10 10 5 1 

1 6 15 20 15 6 1 
1 7 21 35 35 21 7 

8 28 56 70 56 28 8 
9 36 84 126 1Гб 84 36 

45 120 210 252 210 120 45 
1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1 

1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1 

+ 1 6 8 , 4 - 70 ,4- '+ ̂  2Р ~ W 5 ? + 7* 5Б 3 2 л е 128 хт 



68 Алгебраические обозначения. Отношение и пропорция 

Вторые цифры в каждой строке показывают значения п 
для каждого случая. 

Треугольником Паскаля можно пользоваться для опреде
ления коэффициентов членов разложения, не прибегая к вы
числениям. 

90. Выражения вида (а — b—с)3 могут быть разложены 
посредством формулы бинома: 

(а Ь — с)з = [ ( а — Ъ) — с] 8 = ( а — bf — 3 (а — bfc -|-
+ 3 (а — Ъ) с 2 — с 3 = а 8 — За 2 е ЗаЬ* — à 8 — 

— Зс (а 2 — 2ае + £ 2 ) + З а с 3 — 36с 2 —• с 8 = а 3 — 3a2Z> + 3a!ß — 
— b3 — За 2 с + баес — 3£ 2с - f Зас 2 — 3èc- — с 3. 

Пример. Разложить (а -\-b-\-c f. 

(а + b + с)8 = [(« - f i ) + cf = (a + i ) 3 + 3(a + b)4 + 3fa -|- U)c2 + c 3 = 
= a!> + 3o2è - f 3aô2 -f &3 + 3qc« + 6 a o C - f Шс -f 3atf -|- 34c^ -|- c». 

Аналогичным способом выражение (a-\-b — с — d)s может 
быть представлено в виде [(а-\-b) — (c~\~d)]ä и разложено. 
Описанный способ весьма упрощает вычисления. 

91. Умножение при помощи отделения коэффициентов. 
Пользуясь обычным способом умножения, имеем: 

4*4" 6х +2 
2*2 — 5х — 1 
~8х* + 12хй+ Ах1 

— 20* 3 — 30л 2 — 10х 
— 4 * а — БДГ — 2 

8х*~ 8хя — ЗОх* — 16х — 2 
При помощи метода отделения коэффициентов это дей* 

ствие можно произвести так: 
4 + 6 + 2 
2__—_5 — 1 
8 + ri 4 

— 20 — 30 — 10 
_____ _ ^ 4 — _ 6 —_____ 
8 — 8 — 30 — 1 6 — 2 

Употребляя полученные числа в качестве коэффициентов 
членов ряда степеней х, получим 

8х± — 8л:3 - 30л:2 — 16л — 2. 

Необходимо следить, чтобы степени были расположены в 
сбывающем или возрастающем порядке. 

file://-/-b-/-c
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1 2 + 7 - 7 + 15-
1 2 — 9 + 9 

1 6 - 1 6 + 15 
1 6 - 1 2 

- 4 -
_ 4 _ 

3 + 4 - 1 

- 1 2 
3 - 3 
3 - 3 

Таким образом частное равно Зл 3 + Ах — 1. 

Умножение и разложение на множителей. 

93. Произведение двух биномов, имеющих общий член, 
например 

(х + а) (х + b) — х^ + (а + b) х + ab. 

В этом случае произведение равно сумме следующих чле
нов: квадрата общего члена, произведения суммы неодинако
вых членов на общий и произведения неодинаковых членов. 

Пример. 
(х + 2) (х + 5) = *з -|- (2 + 5) х + 2 • 5 = *з + 7.i + 1 0 . 

94. Произведение двух биномов, имеющих подобные 
члены. Пусть, например, имеем: (2х— 5) (Зх + 4). 

Произведение должно содержать член с х1*, член с х я по
стоянный член. 

Первый из них есть результат перемножения 2х и ЗА-. 
Второй представляет собой сумму частных произведений: 

— 5 • Зл- и 2х • 4. 

Свободный или постоянный член есть результат перемно
жения—5 и 4. 

Таким образом 
2л- — 5 
Злг + 4 
б*» —7лг - -20 . 

Степени членов множимого и множителя следует распо
лагать в одном и том же порядке. Отсутствующие степени 
заменяют нулями, например 

3*0-1-о+ 4 * + 25. 

92. Деление при помощи отделения коэффициентов. 
Пример. Разделить I2xi + 7л-3 — 7*2 + 15дг — 3 на 4* 3 — 3 * + 3. 

4 - 3 + 3 
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95. Возвышение многочленов в квадрат. 

(а + 6 4 - с + < / + • • • ) 9 = а 2 + 6 2 + с 2 - И Ч - • • • 
+ 2a(6- fc - j - r f + , . . ) + 2ô(c + t / + . . . Н " 

+ 2 с ( с / + . . . ) - | - 2 J ( . . . ) + . . . 

Это выражение получено путем сложения квадратов всех 
членов, взятых в отдельности, и удвоенных произведений каж
дого члена на сумму всех следующих после него. 

96. Одночленный множитель. Одночлен является множи
телем м югочлена, если он входит в каждый член последнего. 
Так, например, х является множителем выражения 

ах -f- Ьх -f - ex. 

Вынося х за скобки, получим: 
(a -f- b -(- с) v. 

Перемещая и группируя соответствующим образом члены 
можно иногда вынести за скобки общих множителей. Так, 
например, 

ах -|- ay - f bx -\- bij = а (х -f.', ) + Ь (х -\-у) = (a - f />) (л - | -у) . 

Часто возможность вынесения общего множителя недо
статочно очевидна, как это следует из нижепомещенного 
примера: 

Пример. Разложи 1 Ь на множителей выражение 
а*-\-2а% + 2аР-\-Ь\ 

Представим 2а Ь в виде а 2 6 -\- а"Ь, и 2ао 2 — в виде ab'1 4 - ab2. 
Гогда выражение примет вид 

с 3 _|_ аЦ _|_ аЦ _|_ ayi _|_ а й 2 -I- 63 . 

Далее 
'а + Ъ) 4 - а6(я + 6) + 6 г(о + /,) 

или 
(а + Ь)№ + аЬ + №). 

97. Трехчлены, представляющие собой точный квадрат. 
a»4-2aô + Ь2 = (a - f à) 2 

а 2 — 2аА-[ " # = (а — б) 2 

а« + 4а6 + 46 9 = (а4-2е) 9 

9а 2 + 12а6 +• 46 2 = (3a - f 2bf 
4а*-f 4а 2 - f 1 = (2а 3 + l ) a . 



Трехчлен вида (х-Ьх~\~с) 7/ 

1) См. главу XXXVII. 

Если удвоенное произведение корней квадратных из двух 
членов трехчлена равно третьему члену, то такой трехчлен есть 
полный квадрат. 

Так, в выражении 
9а 2 -f- \2аЬ 4- 46 2 = (За 4- 2bf 

квадратный корень из первого члена есть За, квадратный ко
рень из второго 2о, удвоенное произведение их равно 12 ab, 
т. е. второму члену. 

98. Разность двух степеней. 
а 9 — 4 9 = (д —Ä ) (a4 -Ä) 
а з je = (а Ь) (а 2 4 - ab 4- Ь*) 
а* — ¥ = (а — 5) (а 8 + а 2 6 4- аб 2 4 - Ä8) 
а б _ р = ( б _ 4 ) ( f l 4 -I- а«о 4- аЧ* 4 - а е 3 4- 6 * ) 

ап — Ьп=(а —Ь) (а"" 1 4 - ап~Ч 4 - a "~ e 6 ä 4 - . . . 4 - б*1"1) 
а» — Ьп = (а 4 - Ь) ( а "" 1 - а"~ 2£ - f а " - 8 * 9 - . . . + б"- 1), 

где n — четное. 

99. Сумма двух степеней. 
„а -I- № = (а 4 - (а — >) 
а 8 4 - о 8 = (а + е ) ( а 2 — а а 4 - £ 2 ) _ 
а* 4- = (а 2 -{- а е ] / 2 - f è 2) (а 2 — с о / 2 - f 
а Б _|_ 4 5 = ( а 6 ) (а4 _ а з 4 -jL а9А» — abs -f-
а" 4- A" = (а 4- b) (an~l — an~ 4 4- ап~Ч* — Ьп~% 

если n — нечетное, 

100. Трехчлен вида (л:3 -|- Ьх 4 - с). 
л 2 6л: 4- с = 4 - р) (х 4 - <7), 

где р vi q — два числа, сумма которых равна b, а произведе
ние равно с, т. е. 

p-\-q = b и pq — c, 
Пример. Разложить на множителей л;8 4 * *— 30. Сумма р + q — 1 

произведение ;в<7 = — 30. 
Единственные множители числа — 30. сумма которых равна единице, 

суть (б) и ( — 5), следовательно 
*8 4- х - 30 = (л- 4 6) (х - 5). 
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101. Разложение на множителей некоторых трехчленов 
вида (ал; 2 -\~ bx 4 - с\ Пусть, например, имеем трехчлен 

З х 2 4 - Ш — 4 . 

Так как Злг2 есть результат перемножения первых членов 
двух биномов, содержащих х, то сами эти члены суть Здг и х. 

Величина —4 является результатом перемножения послед
них членов, которые должны иметь разные знаки. Единствен
ные числа, удовлетворяющие этому условию, будут 4 и — 1 , 
— 4 и 1 или же 2 и — 2 . Группируя всевозможными спосо
бами эти пары множителей с множителями 3* и х, получим: 

Зл-4-4\ (Sx —1\ /ЗА- — 4 \ / 3 * + 1\ / З л :4 - 2 \ /Зл- — 2\ 
* — 1 / [ х-|-4/ \ дг4 -1 / \ X — 4J [ х — 2] \ АГ + 2 / . 

Из них отберем ту пару, которая даст для алгебраической 
суммы произведений первых членов на последние величину НАГ. 

Очевидно, это будет вторая пара: 
(ЗА- —1) и (дг + 4). 

Заметим, что если знак последнего члена тринома есть 
плюс, то знаки обоих последних членов множителей должны 
быть одинаковы и зависят от знака среднего члена. 

Если же перед последним членом стоит знак минус, то 
знаки последних членов множителей различны. 

102. Двучлены и трехчлены, приводимые к виду ( а 2 — о2). 
Некоторые выражения, например a*-j-46*, могут быть пред
ставлены в виде разности двух квадратов посредством при
бавления или вычитания какой-нибудь величины, например 
в данном случае 4а 2 6 2 . 

Поступая таким образом, имеем: 
а* + 4а 2 6 2 - I - 46* — 4 а 2 6 2 = а 1 4 - 46*. 

Но 
а* - f 4 з 9 А 9 4- 46* — 4а 2 6 2 = (а ' 4 - 4а 2 6 2 + 46*) — АаЧК 

Полученное равенство может быть представлено в виде 
произведения суммы двух количеств и их разности 

(я 9 -1 - 2а6 4 - 26 2) (а 2 — 2аЬ - | - 26 2). 

Пример. Разложить на множителей выражение 

Прибавим и вычтем а%'!, тогда получим: 

а* 4 аЧъ + 6* == а* • | - 2аЧ* + 6* - аЧ~ (а* • |- 2a'W I • &••) - а-Ь'' -



Многочлены, приводимые к виду (a i 2 4 - Ьх 4- с) 73 

Трехчлены вида 
р2лг4 4 - f f * V f ' V 

можно разложить на множителей, если 4г. 2 o r — 9 предста
вляет собой полный квадрат ! ) . 

103. Четырехчлены, приводимые к виду (а2 — о2) (см. п° 98). 
а 2 4 - 2аЬ 4-.6 е — с 2 = (а 2 4 - 2аЪ -\- №) — с 2 = 

= ( а 4 - 6 + с ) ( а 4 - 6 — с ) . 
а а _ _|- 2Ьс — с 3 = а 2 — (б 2 — 26с 4 - с 2) = 

= ( а— 6 4-с) ( а - { - 6 — с \ 
4a 2 — 6 J H- 9л:2 — 4 ^ 2 — 12а* 4- Щ = 4.-х2 — 12алг 4 - 9л-2 - й« 4 -

4- 4Ьу — 4 ^ 2 = (4а 2 — 12ал: 4 - 9л:2) — (б 2 — 46]/ 4 - 4г/2) = 
= (2а — 3.г)2 — (6 — 2у? = (2а — Зх 4 - b—2у) (2а — 

— З . г - 6 + 2^). 

104. Перестановка членов. Многочлен часто может быть 
разложен на множителей, если переставить его члены соот
ветствующим образом; в противном случае эта возможность мо
жет ускользнуть от внимания. 

Пример, Разложить на множителей многочлен 
X* - 7л- 2, + 14л-,2 - Stf.. 

Переставляя члены, будем иметь: 
<*а - 8,3) - ( 7 * 2 , - 1 4 л у ) = (х - 2,) (*2 4 2ху 4 4,з) - 7ху (х - 2,) = 

= (* — 2,) (л-2 - 5ху + 4,а) = [х - 2у) (х - у) {х - 4,) . 

105. Многочлены, приводимые к виду (ах% 4 - bx - j - с). 
Переставляя члены таким образом, чтобы привести выраже
ние к виду (ал-2 4 - 6л- -|- с), иногда удается разложить его на 
множителей. 

Пример. Равложить на множителей многочлен 
3*2 - бху + З , 3 - 10* 4 1 0 , -t-

Имеем: 
За-" - бху + з , 2 - 1 0 * 4 ю , 4 з = з (* 2 - 2л:, 4 , 2 ) - ю (* - , ) 4 з = 

- 3 (л- - , ) 2 - 10 (л- - , ) -I- 3 = [3 (* - , ) - 1] [(л- - , ) - 3] = 
= ( З л - - 3 , - 1 ) ( л : - , - 3 ) . 

') Если выражение 
±2рг — q — s 2, 

то трехчлен 
/>2л"> 4 <7* 2, 2 + г'У = p 2 * J ± 2prxiy"' — s 2 * y + r'Y 

и может быть представлен в пиде 
(р* 8 Ä r , 2 ) - (sxyf •= (р* 2 + sxy =t г , 2 ) (рх? т- ± г , 2 ) . 

ПриМ, рвД: 
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106. Общий метод нахождения двучленного множи
теля. Если многочлен, содержащий целые положительные 
степени х, обращается в нуль при замене х числом г, то этот 
многочлен нацело делится на (х—г). 

Действительно, если произведение двух множителей равно 
нулю, то один из них равен либо нулю, либо выражению 
равному нулю. Легко доказать, что при этом г должно быть 
множителем свободного члена. 

Пример 7. Разложить на множителей многочлен 

л.з _ . V 3 „ 4Х _|_ 4, 

Если положить * = 1 = г, тс 

х* - - 4х -I- 4 = 1 - 1 - 4 4 - 4 = 0. 

Следовательно (х — г), т. е. (х — 1) есть множитель данного выражения 

Y 3 _ „а 4у 4- 4 

У =х*-4 = (х-2)(х + 2). . 
Таким образом 

д-з _ х% _ 4х _|_ 4 = (х - 1) (* - 2) (х + 2). 

Пример 2. Найти множителей выражения 17* 3 — i-i.v2 — 37л; — 6. Так 
как сумма коэффициентов не равна нулю, то (.v — 1) не является множи
телем этого многочлена. 

При х— — 1 == г 

17*з _ ихч _ 37* _- б = _ 17 - 14 4 37 - 6 = 0. 

Следовательно двучлен * — ( —• 1) = * 4 1 будет множителем заданного 
выражения. 

П р и м е ч а н и е , х следует заменять только множителями свободного 
члена (в данном случае — 6), поэтому рекомендуется начинать пробы с наи
меньшего множителя. 

Дальнейшие сведения относительно разложения на мно
жителей имеются в главе X. 

107. Некоторые формулы для деления. 

*2 — ff2
 I 

2 - = j ; 4 - D 

х — ;/ 1 J 



Xй — у5 

х—у 
х% 
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х—у 

* 2 + У 2 , I V „ 

^ + Si = *4 + ^ _|_ ̂  + ^ 8 4 _ у + 1) 
X у л -у 

* 9 + 9 а
 I 2г/2 .. 

—1—2— = х—и4-—Ц—0 
x-j-y и х~\-у 

• х* — ху-\-у2 х-гу 

^"[У4, = jfi — jflg 4- Л ' П 2 — ув -I Щ1— 1) 

ЛГ* — x8z/ -|- х2у2 — ху& 4- г/*. я-5 -|- г/5 

Пример. Найти .v, если л: 4 cfi = 1 — ах и а = 0,01. 

д.- 4 о* — 1 — а в 

(1 - I- а)х = 1 - a s 

* = ^ « i - * + « s + - ^ = 1 - 0 , 0 1 + 0 . 0 0 0 1 + 

, ( - 2) (0,000301) 
+ 1,01 

Пренебрегая дробью в правой части равенства, найдем 
. х = 1 - 0 , 0 1 4 0,0001 = 0,9901. 

1) Если в втих с л у ч а я х , есть величина малая по сравнению с х, то 
дробной частью разложения можно пренебречь 

х14- хгу 4 - х2у^ -(- лгг/8 -f- #А 
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Из приведенных формул можно сделать следующие вы
воды: 

х

п—уп — всегда делится на х— у, 

хп — уп — делится на х-\-у, только когда 

п — четное, 

не делится на л-—у, 

делится на х-\-у только при 

п — нечетном. 
Если делителем является л: — у, то перед каждым членом 

частного стоит знак плюс. 
Если делителем является х-\~у, то перед членами частного 

стоят попеременно плюс и минус. 
108. Общий метод проверки сложения, вычитания, умно

жения и деления. Проверка заключается в замене в данном 
выражении и в ответе величины х на единицу. 

Такая проверка является операцией чисто арифметической 
и подтверждает правильность алгебраических действий, если 
дает правильный результат. Покажем применение указанного 
способа для случая умножения и деления. 

л:2 — 2 * 4 - 5 подстановка х — 1 дает 4 
дг2 -f - Зл- — 1 подстановка х = 1 дает 3 
~ i _ . . 2 A : 8 4-5.v 2 ~ ~ l 2 

Зх 3 — б г 2 — 15х 
— л - 2 - ] - 2х — 5 

xi _|_ хй — 2А-2 4 - 17А- — 5; подстановка х — 1 дает 12. 

Пусть требуется разделить ЗА- 2 - | - 22л: 4 - 35 на л-4-5. 
Производя деление, найдем, что частное равно Злг + 7. 
Подставляя х = 1 в делимое, найдем: 

3 + 22 4 -35 = 60. 

Подставляя х = 1 в делитель (предполагая, что делитель 
при этом не обращается в нуль), имеем: 

1 + 5 = 6. 

Производя ту же подстановку в частном, найдем: 

3 + 7 = 10. 

х + » — 
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Следовательно, действие произведено правильно, так как 

о 

109. Общий наибольший делитель. Общим наибольшим 
делителем двух или нескольких многочленов называется мно
гочлен наивысшей степени из числа входящих множителями 
во все эти выражения 

Пример. Найти общий наибольший делитель выражений 
\2аЧЧ и 3 2 a W . 

Общий наибольший делитель (или множитель) коэффициентов 12 и 32 
четь 4. 

Общий наибольший делитель аЧ-с и 0.4V есть аЧ2с. 
Следовательно, общий наибольший делитель заданных выражений ра

вен 4а-Ь2с. 

П р а в и л о . Для нахождения общего наибольшего дели
теля следует: 

1) найти наибольший делитель коэффициентов; 
2) умножить его на общих буквенных множителей с наи

меньшим показателем, которуй они имеют в каком-либо 
из данных выражений. 

Пример. Найти общий наибольший делитель выражений 

Зл:» — Зху°- и б*з - 1 2 * 5 , - f б* , 3 . 

3 * : ' - Зху^Зх(х + у)(х-у) 
б*» - 1 ïxhj -I- бху* = 2 - 3 * (* у) (* - g). 

Следовательно, общий наибольший делитель равен 

3*(* — !/)• 

*) Делители, отличающиеся лишь коэффициентами, обычно не считаются 
за различные. При отыскании общего наибольшего делителя выражений на 
коэффициент обычно внимания не обращают, принимая его в наибольшем 
делителе равным единице. Так, для одночленов 12аЧ2с и 32а 26"с 3 поме
щенного ниже примера выражение 

CaWc, 
где С—произвольный коэффициент, может быть принято за общий наиболь
ший делитель. 

Проще всего взять общий наибольший делитель равным 
аЧЧ. 

Здесь автор несколько отступает от общепринятых соглашений алгебры, 
принимая за общий наибольший делитель лишь выражение 

Прим. ред. 
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110. Нахождение общего наибольшего делителя (метод 
Евклида). Если имеются два многочлена, в которые входят 
степени только одной переменной х, то для нахождения их 
общего наибольшего делителя можно поступить следующим 
образом: 

Прежде всего следует разделить выражение, содержащее 
переменную в более высокой степени, на выражение, содер
жащее ее в более низкой. Последнее нужно раздгл'тть на оста
ток от первого деления. Продолжая аналогичным образом, 
дойдем до такого выражения, которое делит последний оста
ток нацело. Это и будет искомый наибольший делитель. 

Пример. Найти общий наибольший делитель многочленов 
** - 5x3 -|_ 4* 3 + 10* - 1 2 

д З - 3 * 8 - 3 * + 9 . 

Поступая согласно вышесказанному, имеем: 

** - 5*8 + 4*2 -I-10* - 12 I * 8 - 3*з - 3* + 0 
ж* — 3*3 - 3 * 2 + 9* 

- 2 * 8 + 7* 3 + * - 1 2 
- 2 * » + б * 2 + б * - 1 8 

• *а— 5 * + 6 

• 3 * 2 - 3 * + 9 
• 5 * 4 - 6* 

2 * 2 - 9 * + 9 
2 * 2 - 1 0 * + 12 

* - 3 
*2 — 5* + б = '* • 

*з. 
V3 . •1-2 

- 3 ) ( * - 2 ) . 

Гак как х — 3 (последний остаток) делит нацело * 2 — 5* + 6 последний 
делитель), то * — 3 есть общий наибольший делитель заданных выражений. 

111. Общее наименьшее кратное. Общим наименьшим 
кратным двух или нескольких многочленов называется много
член наименьшей степени, который делится на каждый из 
данных без остатка и является произведением всех простых 
множителей этих многочленов, причем каждый множитель взят на
ибольшее число раз, которое он встречается в каком-либо из них. 

Пример. Найти наименьшее кратное многочленов: 
* 2 - 2 * , + , 2 , tf-tf и jfl-y*. 

*3 — 2ху + ф = (* — у) (* -• у) 
= - (*+#>(•*- • 
(* + ,) (*а — ху -

У) 
-9*)-

Искомое общее наименьшее кратное равно 
С* y)4x + yUxi - д р + 0 » ) . 
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112. Другой способ нахождения общего наименьшего 
кратного двух выражений заключается в делении одного 
из них на общий наибольший делитель и умножении частного 
на другое выражение. 

Пример. Найти общее наименьшее кратное выражений 
д В _ 2х 2 + * + 4 и л-3 - 3*2 + 2л- -J- 6. 

Общий наибольший делитель равен * - | - 1 : 

• * 8 - ^ + * + 4

 ; - : л - 2 - З л - ; 4 

Общее наименьшее кратное равно 
(л-з - 3 * + 4) (дгЗ _ 3*2 - f -2* -f 6). 

113. Действия с нулем. С нулем можно производить все 
арифметические действия кроме деления на него, а именно: 

Прибавлять нуль: а-\-0 = а. 
Вычитать нуль: а—0 = а. 
Умножать на нуль: а X 0 — 0. 
Возвышать в нулевую степень: а 0 — 1 , 

Делить нуль на любое число: — = 0 . 

114. Дроби, принимающие вид -jj- в случае приближения 
х к а, 

Пусть имеются выражения 
= в 8 — * 8

 = 2 (а—л-) 2- 2 ( а 2 — * 2 ) 
3 а 2 — х* ' 3 3 ( а а — **) ; 3~ ~3{a — xf 

Рассматривая их, мы видим, что они теряют определен
ность при х — а. 

Выясним, как изменяется значение каждой из этих дробей 
по мере приближения л- к о. 

Множитель а •— лг в этом случае стремится к нулю; однако, 
будучи общим для числителя и знаменателя, он может быть 
сокращен, если считать, что л: ф а; тогда получим: 

а 2 - | - а . Н ~ - * 2 _ 2 (а — х) __ 2 ( п 4 - х ) 
3 ~ а \-х 5 3 3(a~rx)'' 3~~3(а — х)' 

Если л- приближается к предельному значению а, то для 
указанных трех случаев будем соответственно иметь: 

у приближается к у приближается к 

у обращается в бесконечность. 
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Кроме рассмотренной неопределенной формы , имеются 

и другие, а именно: 
со 

О • оо; — ; 0°; оо°; оо — оо. 

Радикалы. 
115. Корень из данного числа обозначается знаком У (знак 

радикала), который ставится перед этим числом. 
Если корень извлекается точно, то радикал рационален; 

если же извлечение не может быть произведено точно, то 
радикал иррационален. 

Корень четной степени из отрицательного числа есть число 
мнимое, все же остальные числа действительные. 

Корни четных степеней из положительного числа могут 
быть числами положительными или отрицательными, однако 
обычно берется тот знак, который уже имеется перед корнем. 

Радикалы всегда следует приводить к простейшей форме, 
например: 

•j/25 о* é = j / 2 5 а 4 • УЪ = 5 я 2 У1 
yWaJW = 1716 а* 6 s • i/3W = 2 ab2\/Та¥. 

Как видно из этих примеров, радикал приходится разла
гать на два множителя, из которых один является наиболь
шим рациональным. 

После этого следует извлечь указанный корень из рацио
нального множителя и умножить результат на иррациональный: 

f9&= УWaY = (3of* = ^ 3 а . 

116. Для упрощения подкоренного количества, если оно 
является дробью, следует преобразовать знаменатель так, 
чтобы показатель степени в нем делился на показатель корня. 
Это может быть сделано посредством умножения числителя 
и знаменателя на один и тот же множитель, что не изменит 
величины дроби, а затем вынести знаменатель из-под знака 
радикала. 

Пример. Упростить выражение . Умножая числителя и зна
менателя дроби на 2л, имеем: 

/1*%--Уе"У*~*,г& 
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117. Для того, чтобы изменить степень корня, следует пом
нить, что между степенью корня и показателем степени под
коренного количества существует такое же соотношение, как 
между знаменателем и числителем дроби. Таким образом, их 
можно делить и умножать на одно и то же число, не изменяя 
величины корня. 

2t У ТВ может быть, например, преобразован так: 

2а УЪ~Ь = V4a*- VSb = УАаТ^Ь = 1/200*7. 

Для приведения ]/3t У 2, |/ 74 к одной и той же степени 
корня, поступаем так: 

j/З = (ЗУ = ( 3 / и = \ГЗ" = К 27 

У 2 = (2)"» - (2)й = У2* - У64 

У 4 = (4)"» = (4)* = , | / ¥ = \ / 25б . 

118. Сложение и вычитание иррациональных одночле
нов. Несколько иррациональных членов могут быть объеди
нены в один член посредством сложения или вычитания, 
если они содержат один и тот же радикал. 

Пример. 

/ 5 0 + 2 ^ 8 + 6 ^ - 1 -

/ 5 0 = 5 / 1 

2 | ' / ¥ = 2 / 2 ' 

1 0 / 2 . 

119. Умножение иррациональных одночленов. Сперва 
следует привести радикалы к одинаковым показателям. Пере
множая коэффициенты при радикалах, получим коэффициент 
произведения. Умножив его на корень из произведения под
коренных множителей, получим искомый результат, который 
следует после этого упростить. 

6 Счрадочвяк ДЛЯ пижевсрь. 
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Примеры. 

Y1 • Y 5 = / з 5 . 
5 / Х 2 / 1 5 = 1 0 / 4 5 - 1 0 / 9 ^ 3 = 3 0 / 5 . 

v . 2 / 1 + 3 ] / ! 

5 / 2 - 2 / 3 

20 + 1 5 / 6 . 

4 / 6 — 1 8 

2 0 + 1 1 / 6 - 1 8 = 2 . ; 1 1 »/* б. _ 
/ 2 • à j 4 = Î / 2 3 . 3) /4а = I / 2» • 3iV2« = $fä> ^ 6 ] / 2 . 

120. Деление иррациональных одночленов. Для деления 
иррациональных чисел необходимо привести оба корня к од
ному показателю, а затем разделить оба количества друг на 
друга. Полученное выражение следует упростить. 

Пример. 
аУ h : xYу-

a Y h = _о_ Г Ь 

XYL * } / "у ' 

Действие сильно упрощается, если радикал представить 
в виде дробной степени. Так рекомендуется поступать во всех 
случаях, когда показатель корня выше третьей степени. 

121. Иррациональные дроби. Если знаменатель дроби 
имеет вид У а±УЪ, то для уничтожения в нем иррациональ
ности следует умножить и числителя и знаменателя на 

УЪ + УТ ^ (У а ±У}) (Va А- У \ ^ _а± bj- 2У'аЬ 
У а — У~Ь "(Vt — Vr7,)(\'ra~r У'Ь) а ~Ь™" 

Рекомендуется запомнить следующее соотношение: 

(а 4 - У~Ь){а — УЪ) — а? — h, 

так как оно часто упрощает уничтожение иррациональности 
в знаменателе: 
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1 + У 2 + У З . _ 1 + ^ 2 4 - ] / з ^ 1 + У 2 + У З _ 
1 + ] / 2 - У З _ ( 1 + 1 / 2 ) - У з _ * 1 + У 2 + У З 

_ 6 + 2 У 2 + 2 У 3 + 2 У 6 = 3 + У 2 - + У З + У б У 2 = 

( 1 + 2 " | / 2 + 2 ) - _ 3 ' _ У 2 ' У 2 ~ 

З У 2 + 2 + У 6 + 2 У З 
2 

122. Извлечение корня из иррациональных выражений 
и возвышение их в степень. Прежде всего необходимо при
вести радикалы к одному показателю. 

Примеры. 
Возвысить о куб 2 / а * 3 . 
Имеем: 

3 JL Л 
(2 Yv^f — 2 s (а* 8) 2 = 8 а г х 2 = 8 УИ№ = 8 ах* Vax'. 

Б/ 
Возвысить в квадрат 3 у х5. 

_ 2_ ii 

(Зр/хъ)2 = 9{хй)й =9х'л =*9х]/х*. 

Возвысить в куб ( У 2 - ( - 1 ) . 

+ ' I ) 3 = ( У 2 > + 3 ( / " 2 ) » - 1 + 3 У " 2 - 1 8 + 13 = 
= 2 У 2 + б + З / 2 + 1 = 7 - 1 - 5 / 2 " . 

Найти корень кубичный из выражения: —27 У ах. 
Имеем: 

\/ -21 У " ^ = ( - 2 7 ) 3 (ах)а = - b i / ах. 

Чтобы найти квадратный корень из двучлена, содержащего 
иррациональный член, следует разделить последний на 2, 
а затем разложить частное на два множителя, сумма квадра
тов которых равна рациональному члену. Вообще 

( У * + V'yf = * + 2 VTy -f у = х -\-д + 2 У ^ , 

где л: и у—• какие угодно числа. 
Поэтому, если можно разделить радикал на 2 и разложить 

частное на два множителя, которые при возвышении каждого 
из них в квадрат и последующем сложении дадут рациональ
ный член, то данное выражение представляет собой точный 
квадрат суммы этих двух множителей. 

Так, 8 - f - 2 У 1 2 можно написать в виде: 6-\-2VV2-\-2. 
6* 
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или 

'}f 8 + 2 / 1 2 = / б + / 2 . 
Пример. 
Найти квадратный корень из 14 + 8 / 3 . 

! ^ 1 = 4 / 3 = / 4 8 = / б . / " 8 . 

8 + 6 = 14, 
что 

U + 8 VI = ( У б + У 8)3 или / 1 4 + 8 V% - У "б + У 8. 

123. Степени и корни. 
ап — а • а • а • а-. • п раз. 

1 
а = — 

а 
M IS M 4- П а • а = а 
M 

a го—м 

а 
(а ) = а 

\ П 'Н 111 {ab) —ab 

( / « ) " / ^ = а 

A IL 

а" = / а 

а ^ / а « » « ( У а ) 
П 11 « 

/ а 6 = . У а . : / 6 . 

»i 

Сравнивая это выражение с общим, написанным выше, имеем: 

*«=6 , . я = 2, 2 / ^ = 2/Ï2: = 2 У б 7 2 = 2 / б - ] / 2 . 

Следовательно, 

( / 6 4 - У 2> = 6 + 2 / 1 2 + 2 = 8 + 2 / 1 2 ' 
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" / i L - ^ а 

V ъ ~ у ъ 
п/~ m мп 

V Vä Vä 

о il—il a j 

а 
- L 

а~ш ат 1 Ьп Ьн 

1
 т

 1 1 а 1 m 

п г—г- » 
_ / J- 1 / —m ri 
J / — — — V a = a 

Vf ni 7— У П S 

/ - ~ = У Va~mr = V а 
тг тг 
~п — „ im тг а 

Vam=Vamï 
и _ ii it il 

V aY a = V'a-a^V ci* 

Глава IV. 

ФУНКЦИИ И ИХ ГРАФИКИ. СОСТАВЛЕНИЕ УРАВНЕНИЙ. 

Переменные и функции. 
124. Функции. Переменная у называется функцией другой 

переменной х, если величина первой определяется данным 
значением второй. 

Пример. 
у —• тх -f- S. 

. Здесь у есть функция х, или mx + S, равное у, есть функция л'. 

Переменная является такой величиной, которая в течение 
данного исследования принимает ряд различных значений. 
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Функции обозначаются символами, например F(x), f(x), 
которые представляют собою выражения, содержащие х, 
Таким образом Ъх-\-с можно обозначить через f{x). 

Пример. Резервуар, содержащий 300 л воды, наполняется со скоростью 
50 л в час. 

В течение х часов резервуар получит 50л: литров воды. Так как 
к моменту начала вливания он уже содержал 300 л , а мы обозначаем общее 
количество воды в резервуаре через у , то получим для у выражение 

у — 50 х + 300. 
Количество воды есть функция времени: 

у — функция X или у = /(х), 
где f(x) означает 50 л - + 300. 

Пусть мы имеем тело, брошенное вверх с начальной ско
ростью «о; обозначая через s расстояние движущегося тела 
от начальной точки, а через t—время в секундах, получим 
следующее равенство; 

s = ©о' — 4,9 f. 

В этом случае расстояние s есть функция времени t. 
Положим, нагрев ется некоторый сосуд с водой. Его тем

пература— функция времени. 
Скорость трогающегося поезда измеряется счетчиком для 

измерения скоростей. Скорость поезда-—функция времени. 
Площадь квадрата — функция его стороны. Площадь эта 

А = л:2. 
Объем шара — функция его радиуса. 
Объем данного весового количества воды — функция ее 

температуры. 
125. Графики уравнений. Повторяем определение функции 

как некоторой величины у, которая изменяется по мере изме
нения переменной X, находясь с последней в определенном 
соотношении. 

Величина X есть независимая переменная, а величина у — 
зависимая переменная. 

Точки, находящиеся на прямой линии, служащей основанием, 
т. е. на оси Хов, представляют собою значения независимой 
переменной X; переменная же высота кривой линии над осью Х-ов 
выражает значения зависимой переменной у, соответствующие 
различным значениям независимой переменной л*, В большин
стве случаев эта высота является переменной величиной, 
которая показывает, как изменяется зависимая переменная 
по отношению к независимой. 
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Обычный способ графического изображения функций со
стоит в том, что на чертеж наносят значения независимой 
переменной в виде абсцисс, а зависимой—в виде ординат. 
На рис. 3 графически показан характер изменения функции 
при различных значениях независимой переменной. Длина 
ординаты есть значение величины зависимой переменной, т. е. 
функции, соответствующей частному значению л: (рис. 4) . 

Чтобы иметь возможность получать величину различных 
ординат и избежать необходимости вычерчивать их в каждом 

10 
5 

"> 4 6 
Рис, 3. 

10 

отдельном случае, проводят кривую, соединяющую их концы, 
как это показано на р и с 4. 

Она представляет собой средство для нахождения вели
чины ординаты для каждого частного значения независимой 
переменной. 

Необходимо помнить, что переменная высота, о которой 
мы говорим, представляет собой значения функции. 

Если имеется выражение 
з*-|-з, 

то величина его зависит от значений, которые мы даем неза
висимой переменной х. В таких случаях говорят, что данное 
выражение есть функция от х. Построение графика состоит 
в нанесении на чертеж значений функции, вычисленных для 
различных х. 

Если читатель усвоит такую точку зрения, то графические 
соотношения между зависимой и независимой переменными 
станут для него вполне ясными (рис. 5). 

Наше выражение может быть также обозначено через у 
или другую букву, в таком случае получим равенство 

у = *в'~|-3* + 3. 
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Указанное обозначение не изменит первоначального соот
ношения между абсциссами и ординатами точек кривой, как 
это видно из рис. 5. 

126. Функции первой степени. Функции первой степени 
часто называются линейными функциями, потому что их гра
фик представляет собою прямую линию. 

Если функция изменяется точно так же, как и независимая 
переменная, то мы имеем равенство у — х. Если же функция 
изменяется в два раза быстрее независимой переменной, то 
получается равенство у = 2х; если в два раза медленнее, 

1 
то у = -~х. 

При одинаковом изменении у и х, т. е. у — х, наш график 
будет иметь вид, показанный на рис. б. Если мы даем лг раз-

Рис 5. Рис. б. 

личные значения, как например 1, 2, 3 и т. д., то очевидно, 
что график уравнения у = х представляет собою диагональ 
квадратов и является прямой линией, имеющей постоянный 
наклон, равный 1. 

Таким же образом, при у = 2х, для различных значений л', 
мы имеем ряд прямоугольников с совпадающими диагоналями, 
как это было и в предыдущем случае. Мы также имеем пря
мую линию, но лишь с другим наклоном, который в этом 
случае равняется отношению двух единиц у к одной единице х, 

т. е. { » 2 

Имея функцию у = тх, так же, как и выше, мы получаем, 

что отношение у к дг есть — = т. 
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Здесь m может быть любым числом, отличным от 0, как 

например б, — 3 . 

Если m > 1 , у возрастает быстрее л\ 
Если m — отрицательное число, то у возрастает, в то время 

как х убывает; в этом случае график образует тупой угол 
с положительным направлением оси л-, в то время как при 
положительном m — острый угол. 

Так как каждый из указанных графиков имеет постоянный 
наклон, то все они являются прямыми линиями. Если бы 
изменение у по отношению к х не было постоянным, 
наклон графика также не был бы постоянен и наша функция 
не являлась бы функцией первой степени от х. Поэтому всем 
функциям первой степени соответствуют прямые линии. 

127. Изменение функции по отношению к независимой 
переменной можно рассмотреть еще и другим путем: пусть у 
увеличилось на величину А, в то время как х возросло на к; 

h и 
тогда наклон m равняется отношению b самом деле, имея 

первоначальное уравнение 

у — тх, (1) 
при указанном изменении у и л- получаем: 

у -4-й = m (Y - | - к) — тх-\- тк. 

Вычтя (1) из (2), имеем: 
у -|- h — m Y -f- тк 

y = тх 
h — тк 

откуда наклон 

m — 

(2) 

к' 

Рис. 7 
128. Функция тх~\-Ь. График 

функции у = тх-\-Ъ приведен на 
рис. 7. 

Если л: = 0, то у — Ь, т. е. график отсекает на оси Y по
стоянный отрезок длиною Ь. Поэтому можно сказать, что все 
значения функции у <= тх-4- Ь равны соответствующим зна
чениям функции у = тх плюс постоянная величина Ь. 
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В этом случае наклон графика не изменяется, а сам гра
фик перемещается в вертикальном направлении кверху (пред
полагая, что b—положительное число) на расстояние, равное Ь. 

Функция имеет постоянное начальное значение Ь незави
симо от значения х. 

Применение уравнений и графиков весьма полезно при 
решении разного рода задач. В настоящей главе будут при
ведены некоторые примеры, поясняющие вышесказанное. 

Пример. Поезд о.прапляетсп со станции, находящейся в 10 км к западу 
от Чикаго, со скоростью 30 км/час и идет на запад. Где будет находиться 
поезд через х часов после отправления? 

В течение х часов поезд пройдет 30л: км. Если расстояние от Чикаго 
обозначить через у, мы получаем следующее равенство: у = 30 х - j - 10. 

Начальное значение у равно 10. 
Отношение величины пути, пройденного поездом, к соответственно 

затраченному времени равно 30, что представляет собою скорость движения 
или, другими словами, наклон графика. 

Другой пример такого же рода дает закон Гука, гласящий, что длина 
растянутого стального стержня у равняется его первоначальной (до растя
жения) длине Ь плюс удлинение, пропорциональное растягивающей силе л-, 
т. е. у — тх -\- Ь. 

Наклон графика функции тх-\-Ь постоянен для взятых 
двух пар значений переменных, как например (лг1( уг) и(дга, # а ) . 
Имеем: 

yl — mxt -|- Ь, уч = m \:> -|- Ь, 
откуда 

. . II.,— у, 
Уч — г/, = m (* a — *i) и * - •• ' = т. 

д\> х] 

Обратно, если отношение скоростей изменения функции у 
и независимой переменной х постоянно и равно т, то функ
ция имеет такой вид: у = тх -(- Ь. 

Пусть Д\.- = дг2— хи Ьу—у% — уи где Ад: есть величина 
изменения х, а Ау— изменения у; тогда имеем: 

У'а—У\ А# _ изменение у 
х ч ~ х \ &х соответствующее изменение х 

129. Уравнение. Уравнение, справедливое для частных 
значений входящих в него переменных, остается справедливым 
и после того, как над ним произвели любое из следующих 
действий: 

Прибавление любого количества к обеим частям его. 
Вычитание любого количества из обеих частей его. 
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Перенесение любого члена равенства из одной части его 
в другую (причем необходимо у переносимого члена пере
менить знак на обратный). 

Умножение или деление обеих частей его на любое коли
чество, неравное 0 и не содержащее неизвестных. 

Изменение знаков всех членов на обратные. 
Логарифмирование обеих частей уравнения (при условии, 

что обе части положительны). 
Кроме того, если найти sin, cos, tg и т. д. для обеих частей 

уравнения, то указанные тригонометрические величины, взя
тые для левой и правой частей уравнения, будут равны друг 
другу. 

Необходимо помнить, что возвышение обеих частей урав
нения в некоторую степень вносит новые (посторонние) корни, 
не удовлетворяющие, вообще говоря, первоначальному урав
нению. Так, например, уравнение х= — 2 имеет только один 
корень, а уравнение х2 — 4 имеет два корня, а именно X — 4 -2 
и х = — 2. 

Уравнение, не содержащее дроби с неизвестными в знаме
нателе, называется целым уравнением. 

Таким образом уравнения 

3 , - ^ 1 5 , ^ = 

оба являются целыми уравнениями, так как они не содержат 
неизвестных в знаменателях. 

Если обе части уравнения умножить на выражение, содер
жащее неизвестное, то получившееся уравнение имеет все 
ксрни данного уравнения, а также и корни того уравнения, 
которое образуется, если взятый множитель приравнять нулю. 
Введенные в наше уравнение таким образом корни называются 
посторонними корнями. 

Если обе части целого уравнения разделить на целый 
общий их множитель, содержащий неизвестное, то получив
шееся при этом уравнение содержит все корни данного за 
исключением тех, которые имеет уравнение, образующееся 
при приравнивании нулю сократившегося общего множителя. 
Для определения всех корней данного уравнения, надо кроме 
корней, вычисленных из уравнения, получившегося после со
кращения на указанный общий множитель, учесть еще и корни 
уравнения, полученного при приравнивании нулю указанного 
Общего множителя. 
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130. Составление уравнений по условиям задачи. Обозна
чаем неизвестное количество через х и из условий, даваемых 
задачей, найдем равные между собой выражения, образующие 
уравнение. Одно какое-либо выражение можно сделать равным 
другому, прибавляя к первому или отнимая от него некоторую 
величину, или же умножая или деля его на некоторое число. 
Применяя указанные приемы для получения равных между 
собою выражений, сможем написать уравнение. 

Многие законы математики, механики и физики часто 
могут быть изображены равенствами, так например: 

. Длина X ширина = площадь прямоугольника. 
Скорость X время = пройденный путь. 
Число предметов X цена каждого = общая стоимость. 
Число лиц X количество долларов, полученных от каж

дого = число полученных долларов. 
Квадрат гипотенузы == сумма квадратов катетов. 
Задача может давать равенство и непосредственно. 
В этом случае, сообразуясь с условиями задачи, можем 

написать искомое равенство. 
Для пояснения сказанного рассмотрим следующую задачу. 
Задача. Через 15 лет А будет в 3 раза старше, чем он был 5 лет 

тому назад, Определить его возраст в настоящее время. 
Составляем равенство. Если умножить его возраст 5 лет тому назад 

на 3, произведение будет равно его возрасту через 1 5 лет. Это и дает нам 
искомое равенство или уравнение: 

Возраст через 15 лет = 3 • (возраст 5 лет тому назад). 
Пусть х = возрасту в данное время (который требуется определить). 
Тогда х - | - 1 5 = его вовраст через 1 5 лет, 

х — 5 = его возраст 5 лет тому назад. 

Пишем уравнение: 

* + 1 5 = 3 ( л - - 5 ) = З А - - - 1 5 . 
2 х = 30, х = 5. 

131. Решение задач, содержащих два неизвестных. 
В этом случае необходимо иметь два условия. Одно неизве
стное обыкновенно обозначают буквой х, а другое — буквой у. 
Однако употреблять для обозначения неизвестных два сим
вола не всегда обязательно, ибо второе неизвестное может 
быть часто выражено через первое. Задачи, в которых для 
обозначения неизвестных применяются две буквы, будут рас* 
смотрены в следующей главе, В приводимых ниже задачах 
рассмотрены случаи, iu гда проще употреблять только одну 
букву. 



Табличный способ PJ 

Пример. Одно число больше другого на 8, сумма же их равна 14. 
Найти числа. 

Условие, по которому можно составить равенство, непосредственно 
указано в задаче. 

Сумма чисел — 14. 

Другое условие состоит в том, что одно число больше другого на 8. 
Обозначим меньшее число через л-. 
Тогда 

-V -J— 8 = большее число. 
Составим уравнение 

х + (х 4- 8) = 14. 
2 . г 4 - 1 = 1 4 , 2х = 6. 

х — 3 = меньшее число, 
л- -|- 8 = 11 = большее число. 

132. Если задача содержит три неизвестных, то для 
решения ее должны быть даны три условия. 

Пример. З а вагонетки, стрелки и переносные рельсы, которые стоят 
соответственно по 90, 35 и i 5 руб. каждая, было заплачено 1185 руб. 
Число стрелок больше числа вагонеток на 4, а число рельс вдвое больше 
числа вагонеток и стрелок, взятых вместе. Сколько каждых из этих пред
метов куплено? 

Мы составляем искомое равенство из первого условия: 
стоимость вагонеток 4" стоимость стрелок -}- стоимость рельс = 1185 руб 
Обозначим число вагонеток через х. 
Тогда х 4" 4 — число стрелок (второе условие). 
2 [* 4" (* 4" 4)) — число рельс (третье условие). 
Стоимость вагонеток: 90х руб. 
Стоимость стрелок: 35 (л; 4" 4) руб. 
Стоимость рельс: 15(4*4-8) руб. 
Из предыдущего имеем уравнение: 

90 х 4 35 (х + 4) 4-15 (4.V 4- 8) = 1185, 
откуда (п° 130): 

число вагонеток = л* = 5. 
число стрелок = х -f- 4 = 9. 
число рельс = 4 л: -f" 8 — 28. 

133. Табличный способ заключается в систематическом 
расположении условий задачи, что облегчает составление 
равенства. Схему применения этого способа лучше всего можно 
уяснить на примере. 

Пример. Длина прямоугольного участка вдвое' больше его ширины. 
Если увеличить длину на 30 м, а ширину уменьшить на 10, то площадь его 
уменьшится на 100 кв. м. 

Найти размеры участка. 
Длина X ширина — площадь. 

Первоначальный участок 2лГ х 2"х^' 
Участок после изменения . 

сторон 2 * 4 - 3 0 J t r - W -(2*+"30Г(ж--1О) 
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У с л о в и е р а в е н с т в а . Если площадь первоначального участка 
уменьшится на 100 кв. м, то она будет равна площади измененного участка. 

Отсюда (п° 130): 
2л-2 — 100 = (2 х + 30) (л- - 10). 

Решая уравнение, имеем: 
х = 20, 2* = 40. 

Пример. Некоторая сумма, отданная по 5%, дает тот же доход, как 
и сумма на 200 руб. большая, отданная по 4ü/Q. Чему равен первый капитал? 

Капитал X величина процентов --= доход 
х 0,05 0,05* рублей 

* + 200 0,04 0,04 (л-+ 200) руб. 
У с л о в и е р а в е н с т в а , Доход в обоих случаях один и тот же, 

отсюда (по 130): 0 ,05 , -= 0,04 (* + 2 0 0 ) . 

Решая уравнение, имеем : 
х = 803 рублей. 

134. Задачи на время н путь, пройденный в движении. 
При решении задач этого рода, когда скорость — величина 
постоянная, следует помнить, что 

Время X скорость = пройденный путь. 
п пройденный путь Время — — —— 

скорость 
„ пройденный путь Скорость = — -—. время 

9 
Задача 1. Скорость экспресса равна - j - скорости обыкновенного поезда. 

Если для прохождения 360 км обыкновенному поезду нужно затратить на 
'1 часа больше, чем экспрессу, то какова скорость последнего? 

Время X скорость пройденный 
путь 

Обыкновенный поезд . . —— х 360 

Экспресс - j - 360 

т 
У с л о в и е р а в е н с т в а . Если 4 часа вычесть из времени пробега 

360 км обыкновенным поездом, то получившаяся при этом разность рав
няется времени пробега экспрессом того же расстояния. 

Таким образом (п° 130): 
3 6 0 _ 4 = 200 
х х 

Скорость обыкновенного поезда = х = 40. 

Скорость экспресса = - j - х = 72, 
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Задача 2. Велосипедист отправляется от некоторого пункта со ско

ростью 16 км/час; спустя 45 мин. (~£ часа^ из того же места выезжает 

автомобиль со скоростью 24 кл^час. Через сколько времени автомобиль 
обгонит велосипедиста? 

Время скорость пройденный 
путь 

х 
Велосипед 

Автомобиль 

16 
.V 

24 

16 

24 

У с л о в и е р а в е н с т в а . Если из времени движения велосипедиста 
3 

вычесть часа, полученная разность будет равна времени движения 
автомобиля. 

Поэтому (п° 130): 

х 3 л: 
16 ~ Т — 24' 

• 36. 

Время движения автомобиля = -ц-
36 
24' 

, 1 
• l y часа. 

135. Графики равномерного движе- ^ 
ния. Если пешеход проходит 3 км в те- ^ 
чение каждого часа, то связь между 
пройденным путем и временем можно => 
представить графически (рис. 8). § 

Расположим шкалу часов на оси X, | 
а километров — на оси Y. З а первый час g 
пешеход прошел 3 км; поэтому наносим 
точку 'х = 1, у = 3. Прямая линия, про- «о 
веденная через эту точку и через начало 
координат, определяет соотношение ме
жду временем и расстоянием. 

При этом будет иметь место алге
браическое соотношение 

s = 3*. 
Если пешеход идет с одной и той же 

скоростью, то график показывает, что. 
он через 4 часа придет в город, расположенный в 12 км 
от места его отправления. Если же он ' будет итти 
со скоростью 4 км/час, то он достигнет того же гррода. 
за 3 часа, как это видно «а графика О С Задетим 
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что график второго движения наклонен более круто, чем 
первый. Кроме того заметим, что отношение расстояния ко 
времени является наклоном графика и что указанные графики 
равномерных движений — прямые линии. 

Задача. Джонс, проехав 2-у- часа в автомобиле со скоростыо'1б км/час, 

1 
делает остановку на 1-=- часа, а затем продолжает путь с первоначальной 
.скоростью, 
гонку ему 

1-
Z 

Пять часов 
выезжает на 

спустя после отправки Джонса в дорогу, В до-
мотоцикле Смит со скоростью 32 км/час. Какое 

расстояние они проедут, прежде 
чем Смит нагонит Джонса? 

А л г е б р а и ч е с к о е p e 
rn е н и е. Пусть х — пройденное 
до момента встречи расстояние 

в километрах. З а 2 - у часа, при 

скорости 16 км/ч ic, Джонс про
едет 40 км. Тогда расстояние, 
пройденное Джонсом после 
остановки, равно *• — 40. 

Время- движения Джонса 
после остановки до того мо
мента, когда его догонит Смит, 
равно: 

л- — 4 0 
' "16 ' 

Общее время нахождения 
в пути Джонса равно 

2 
Время, 

том, плюс '. 

16 
пройденное 

часов, равно: 

ось бремени - t 
9. 

5 4 - - -

Но выражения 
равны между собою! 

(1) 

Сми-

(2) 

О) « (2) 
поэтому 

+ 1-
•40 

откуда 

1 16 

112 км. 

: 5 + -
Э + 32 ' 

Г р а ф и ч е с к и й м е т о д (рис. 9). О соответствует точке отправления, 
так как в ней ( = 0 и 5 = 0. 

16 
Проведем прямую OB с наклоном - у - до пересечения ее с вертикаль-

1 
Иыи отрезком, соответствующим 2-у- часам на оси времени. Для следующих 
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К) 

•а. 

1-~ часов s не возрастает, это выражается прямой ВС, параллельной оси 

времени. Затем автомобилист продолжает свое движение с первоначальной 
скоростью, и это обстоятельство указывается прямой СЕ, имеющей тот же 
наклон, что и прямая OB. 

Мотоциклист отправляется 5 часов спустя, т. е. t — 5, но так как он 
начинает двигаться от того же пункта, откуда отправился и автомобиль, то 
и здесь s = 0. Через точку D проводим прямую DE с наклоном, равным 32. 
DE является графиком движения мотоциклиста. Оба наши графика пересе
каются в точке Е, которой соответствует s = 112. Отсюда следует, что, 
проехав 112 км, мотоциклист нагонит автомобилиста. 

Большинство решений графическим способом может быть 
получено с достаточной степенью точности, так как почти во 
всех случаях, подобных только что изложенному, скорости 
измеряются не абсолютно точно п г. л 
и потому имеют приближенные 
значения. 

136. Графики нескольких рав
номерных движений (рис. 10). 

Пусть х отправляется ив некоторой ^ 
точки О и за 4 часа проходит 12 км.. 
Прямая OA —• график движения х. Час 
спустя после выхода х начинает дви
гаться у и проходит то же расстояние, 
достигая конечного пункта часом раньше, 
чем х. ВС — график движения у. Как да
леко и когда у нагонит х? 

Точка пересечения двух указанных 
графиков дает ответ на вопрос задачи. 
Отрезок EF показывает искомое расстоя
ние, у нагоняет х два часа спустя после 
начала движения х (t = 2). 

Теперь рассмотрим z, начинаю
щего двигаться одновременно с х, но 
только с противоположного конца проходимого пути, с той же скоростью, 
что и у. DE—график движения z; этот график мы строим с наклоном, 
равным наклону ВС, но с отрицательным знаком, так как х движется 
в противоположном направлении. 

График BE показывает, что г встретится с х после того, как * пройдет 

4 км, и спустя 1-J-часа после начала их движения. Встреча же zcy произойдет 

после того, как у пройдет 3 км, и спустя - ^ - часа после начала движения у. 

137. Задачи на проценты. 
Задача 1. Сколько нужно добавить воды к 12 л 25-процентного рас

твора алкоголя, чтобы получить 10-процентный раствор? 
Пусть х—число литров воды, добавляемых к данному раствору. 
Тогда 12 - j - л; — общее число литров 10-процентного раствора, а 1 0 % 

от (12 + х ) — число литров чистого алкоголя, но 2 5 % *>т 12, т. е. 3 -
число литров чистого алкоголя. 

\ G / 7 
' - А H 

F 

/ в Е 

1 2 : ! 4 
емя 

Рис 

8 часах 
10. 

-также 

7 Справочник для ияжеиоря. 
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Следовательно, 10% от (12 + *) = 3, И Л И 1,2 + 1 0 % от х = 3. 

1 0 % от л = 1,8, х = 18. 

Задача 2. Рабочий желает наполнить 30-литровый чан 25-процентиым 
раствором алкоголя в воде. Он располагает 40-процентным раствором, 
который хочет смешать с 5-процентным. 

Какое количество каждого из растворов он должен взять для получения 
30 л 25-процентного раствора? 

Пусть л- — число лигров 40-процентного раствора. Тогда 30 — х — число 
литров 5-процентного раствора. 

Из условия задачи следует, что 
0,40 х + ' 0,05 (30 — л-) = 2 5 % от 30. 
0,40 х + 0,15 - 0 , 0 5 * = 7,5 

0,35 * = 6,0. 

* = T 7 ~ i 30 — дг = 1 2 — . 

Таким образом, требуется 17 ^- л 40-процентного раствора и 12-~- л 

5-процентного. 
Задача 3. Некто получает 6% помещенного в банке капитала и, при

бавляя К полученной сумме еще 60 руб., имеет на руках 300 руб. Какой 
капитал был помещен в банке? 

Пусть л- — капитал, находящийся в банке, в рублях 
Тогда 0,06* — полученная из банка сумма в рублях, к 

0,06 л - + 60 = 300. 
Следовательно 

0,06 х = 240; ж = 4000. 

З а м е ч а н и е . Не следует через букву * обозначать вложенный в банк 
вообще капитал, через * надо обозначать втот капитал в р у б л я х . 

Задача 4.. На сколько процентов выше себестоимости должен коопера
тив поставить цену на свой товар для того, чтобы делать с нее 2 0 % скидки 
и все же при этом иметь 2 0 % прибыли? 

Решение состоит в том, чтобы найти, сколько процентов от себестои
мости товара составляет поставленная кооперативом на нем цена, а затем 
выяснить, на сколько процентов поставленная цена выше себестоимости. 

Пусть с — себестоимость, в рублях. 
Тогда 1,20 с — продажная стоимость, в рублях. 
Таким же образом, пусть m — проставленная на товаре цена, в рублях. 
Тогда 0,80 m — продажная стоимость, в рублях. 
Следовательно 

0,80 m = 1,20 с; m = 1,50 с, 

что означает: товар должен быть помечен ценою выше себестоимости 
на 50%. •'• 

Задача J. Если 1 5 % от некоторого числа составляют 9165, то каково 
саысе число? 

Пусть х — искомое число. Тогда 

0,15л- = 9165; * = 61100. 
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Задача 6. Каково число, которое, будучи увеличено на 66-g-%, 
дает 275? 

Пусть .V — искомое число. Тогда 

* + 6 6 - | - % от * = 275, т. е. 1 , 6 6 — * = 275. 

х = 165. 

Задача 7. После вычитания 10э/о из прейс-курантной цены товара, 
кооператив продал его за 13,50 руб. 

Какова была прейс-курантная цена? 
Пусть х — прейс-курантная цена в рублях. Тогда 

л- — 0,10* - 13,50 или 0,90* = 13,50. 
* = 15. 

138. Формулы для вычисления процентных денег. Обо
значим р—капитал, г—число процентов в год, t—время, 
в годах. 

Процентные деньги == капитал X число процентов в годХ 
X время, или 

г = prt. 
., процентные деньги / 
Капитал = г-. , и л и р = —-, 

число процентов X время п 
процентные деньги i 

Число процентов = — — , или г — —;-. 
капитал X время pt 

„ процентные деньги , î 
Время = ~-^r, i или t — . 

капитал X число процентов рг 
Так как процентные деньги на капитал в 200 руб, за 

3 года по 6% составляют 36 руб., т. е.: 
/ = 200 Х б ° / о Х 3 = 36/ 

то 36 
^ з х о ^ б ^ 2 0 0 

3 6 ; = 0 , 0 б и л и 6 % 
З Х 200 

0,06 X 200 л 

Сумма, полученная от сложения процентнь'х денег и капи
тала, называется наращеньым капиталом; она равна: 

а = р~\~ ' 
= p-\-p-rt 
= Р ( 1 - j - H). 

7* 
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Капитал, уменьшенный на величину процентных денег 
(если последние платятся авансом), называется учтенным 
капиталом. Он равен: 

P = p — i 
= p — p-r-t 
= p ( l - r f ) . 

Процентные деньги, уплаченные вперед, как только что 
было приведено, называются учетом. 

139. Вычисление процентных денег методом шести про
центов. Процентные деньги при 6°/о годовых за 60 дней (2 
месяца) составляют 0,01 капитала, а за б дней — 0,001 его. 

Чтобы найти процентные деньги за 600 дней при 6% годо
вых, следует передвинуть запятую в числе, выражающем 
капитал, на один знак влево; за 60 дней — на два знака, и за 
6 дней — на три знака в том же направлении. После того 
как мы определили процентные деньги при б°/о, мы легко най
дем их и при всяком другом числе процентов. Так, например, 

для вычисления процентных денег при 5°/о, возьмем от 

процентных денег, определенных для б°/о, а при 7% g" 

от них. 
Процентные деньги обыкновенно вычисляются, исходя из 

360 дней в году. 
140. Вычисление процентных денег методом одного дня. 

В больших городских банках учетный процент изменяется 
ежедневно. Простое правило вычисления процентных денег 
за 1 день при объявленном на этот день числе процентов полу
чается способом, показанным в приведенном ниже примере. 

Пример. Вывести правило для вычисления учета за 1 день при 4 - — % . 

i = p-rt, r = 2 ^ . < = 36Ö-

. _ _9_ J _ _ 1 
' ~ р ' 200 ' 360 ~ / ; ' 8000 * 

Таким образом, чтобы найти процентные деньги за один день при 

4~2"% годовых, следует в числе, вырагкающем капитал, перенести запятую 

на три внака влево, а затем полученный результат разделить на 8. 

141. Точное вычисление процентных денег производится, 
исходя из 365 дней в году. Процентные деньги, вычислен-
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ные точно, с процентными деньгами, вычисленными исходя 
73 

из 360 дней в году, составляют отношение ^ . Точную вели
чину процентных денег можно получить посредством прибавле
ния к процентным деньгам, вычисленным неточным способом, 
1 

-^2 этих последних. 
Формулы для вычисления скидок с цен. Если цена по 

прейс-куранту L, цена после скидки Л/, а величина самой 
скидки (в процентах) /•, то 

N = L — rL = L(l — r). 
Если нужно последовательно произвести две скидки гг и 

г.,, то вторая скидка берется как некоторый процент от 
остатка, получившегося после вычитания первой скидки из 
первоначальной цены. Таким образом, окончательная цена 
получается после вычитания второй скидки из указанного 
остатка. Тогда имеем: 

N=W— г,)(1 — гя) и т. д. 
Так как 

L (1 - п) (1 - г,) = 1 ( 1 - ;•,) (1 - гД 

то порядок вычитания скидок не влияет на результат. 
142. Формулы для вычисления комиссионного вознаграж

дения. Оплата посреднических услуг в торговле, т. е. так 
называемая „комиссия", вычисляется в зависимости от общего 
размера произведенной сделки. Она обычно представляет 
собою некоторый процент от назначенной покупателем суммы, 
если комиссия получается от покупателя. Если же комиссия 
выплачивается продавцом, то она является некоторым про
центом от первоначально назначенной цены (включая скидку, 
сделанную впоследствии). 

В последнем случае имеем: 

е^р.г, г = ± , P = jr> 

где Р есть первоначально назначенная продавцом стоимость 
товара, г — размер комиссионного процента, с—-комиссия. 

В первом же случае будем иметь 
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где С есть стоимость товара, г-—размер комиссионного про
цента, с — комиссия. 

143. Продажные цены. Комиссия, выплачиваемая агентам 
по продаже, вычисляется, исходя из продажных цен. Эта статья 
расхода входит в накладные расходы по сделке. Гораздо ло
гичнее устанавливать стоимость товаров, накладные расходы 
и прибыль, исходя из продажной цены, чем из себестоимости. 

Тщательно ведя отчетность по сделкам и отмечая все 
статьи накладных расходов, торгующая организация будет в 
состоянии стандартизировать свои издержки и определить, какой 
процент продажной цены могут составлять накладные расходы, 
чтобы получить предполагаемую прибыль. В этом случае все 
расчеты ведутся, исходя из продажной стоимости, а не из 
валовой себестоимости. 

Пример 7. Торговец уплачивает С руб. за некоторый предмет плюс 
F руб. за перевозку его. Накладные расходы по продаже определены в г % 
от продажной цены, а прибыль в p J / 0 от нее же. Имеем: 

Себестоимость = С-\- F. 
Пусть х — продажная цена. 
Тогда накладные расходы плюс прибыль равны 

(Продажная цена) — (накладные расходы -J- прибыль) = себестоимость. 

Пример 2. Кооператив назначил за 1 кг яблок первого сорта на 10 коп. 
больше, чем за килограмм второго сорта, а за килограмм второго сорта 
на 15 коп. дороже, чем за третий сорт. 

После сортировки партии яблок в 10 кг, обошедшихся в 15 руб., коопе
ратив выяснил, что получилось 5,3 и 2 кг соответственно первого, второго 
и третьего сорта. 

Какую цену должен кооператив назначить за килограмм каждого сорта, 
чтобы сохранить указанную разницу в ц-;нах на отдельные сорта и получить 
при атом прибыль в 5 руб. на всю партию яблок. 

I. Цена 1 кг второго сорта = цене 1 кг третьего сорта - | -15 Копеек 
II. Цена 1 кг первого сорта = цене 1 кг второго сорта -\- 10 копеек. 
III. Общая продажная стоимость = 20 руб. 
Пусть ж — число копеек за 1 кг третьего сорта. 

Отсюда 

х 
г р_ г , 

100* 100* ~ t ' 

= C+F 
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2000. 

Тогда число копеек за 1 кг второго сорта равно. 
лг + 15 

и число копеек за 1 кг первого сорта равно 
л - + 25. 

Отсюда: 
5(.v + 25j + 3 ( * + 1 5 ) + 2x 

Решая это уравнение, имеем: 
цена за 1 кг третьего сорта: 

х = 1 р. 83 к.; 
цена за 1 кг второго сорта: 

л : + 15 = 1 р 98 к ; 
цена за 1 кг первого сорта: 

л- + 25 = 2 р. 08 к. 

144. Диаграмма предло
жения и спроса. Кривая 
предложения показывает, 
как увеличивается предложе
ние с увеличением цен (рис. 
П) . 

продаЖная цена 

Рис. 11 

Кривая спроса показывает количество товаров, которое 
может быть продано при той или иной цене. 

На диаграмме имеется точка, где предложение равняется 
спросу. 

Эта точка указывает экономически целесообразную про
дажную цену. 

Глава V. 
УРАВНЕНИЯ ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ ИЛИ ЛИНЕЙНЫЕ. АНАЛИТИЧЕСКОЕ 

И ГРАФИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЯ 

145. Общее уравнение Ах - j - By -f-С — 0. Любое линейное 
соотношение между двумя переменными х и у может быть 
написано в виде такого равенства: 
[2] Ах A-By-\-С = 0. 

Уравнение у = тх-\~Ь может быть получено из общей 
формы при условии, что ВфО. Таким образом 

By = — Ах —С, 
А С 

Здесь А 
В 

9 = ~ - - В х ~ В 

" В есть наклон, а отрезок на оси У, 
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147. Графическое решение задачи (п° 146). Будем откла
дывать время в днях на координатной бумаге, имеющей, пред
положим, 20 делений в дюйме, считая, что каждое деление, 
отложенное в виде абсциссы, представляет собою один ра
бочий день (рис. 12). На оси Y возьмем какую-либо ординату 
и примем ее за величину всей работы. 

Так как А может выполнить всю работу в 8 дней, находим 
точку С, имеющую ординату, равную всей работе, и абсциссу, 
равную 8, т. е. числу дней, нужных ему для выполнения указан
ной работы. Наклон прямой ОС в этом случае представляет со
бою скорость выполнения работы А. Ординаты для каждого 
дня выражают количество работы, которое он мог выполнить 
в соответствующее, число дней. 

Всякое уравнение вида Ах - j - By -f- С = 0 дает в прямоуголь
ных координатах график, представляющий собою прямую 
линию. 

Если 5 = 0 , прямая параллельна оси Y. 
Если /4 = 0, прямая параллельна оси X. 
Если С = 0, прямая проходит через начало координат. 

Если уравнение уможено на постоянную к, т. е. 

k(Ax + Bg + C) = 0, 

график этого уравнения одинаков с графиком уравнения 
Ах + Вд + С = 0. 

146. Задачи, приводящиеся к уравнению, содержащему—. 

Рассмотрим следующий пример: 
Пример. А может выкопать канаву в 8 дней. В может сделать то же 

самое в 1 0 дней. Сколько дней потребуется им для выкапывания канавы, 
если они будут работать вместе? 

Пусть х — число дней, необходимых для совместной работы (искомое). 

Тогда — часть работы, выполняемая обоими рабочими за 1 день, 

•g часть работы, которую А может выполнить за 1 день, 

Jq — часть работы, которую В может выполнить за 1 день, следовательно 

1 _ ! _l_ ± _ 2 . 
х ~ 8 1 1 0 _ 4 0 ' 

Отсюда потребное число дней: 



Графическое решение задачи (п° 186). 105 

Так как В может выполнить данную работу в 10 дней, то 
OJесть г р а ф и к е г о п р о и з в о д и т е л ь н о с т и . 

Величину работы, которую они выполнят в любое число 
дней, работая вместе, можно получить при помощи простого 
сложения ординат. Итак 
работа, производимая А 
за 8 дней, выражается от
резком СЕ, а работа, про
изводимая В, — отрезком 
DE. Откладывая при по
мощи циркуля отрезок CF, 
равный DE, получаем 

EF=EC-T-ED. 

Это равенство озна
чает, что отрезок EF вы
ражает работу, которую 
А и В произведут вместе 
за 8 дней. Поэтому пря
мая OF показывает, как 
производится работа при 
совместном участии в ней 
An В. 

Так как наша задача 
состоит в том, чтобы 
найти, какое время потре
буется для выполнения 
указанной работы при одновременном участии в ней рабо
чих А и В, то мы найдем, что абсцисса, соответствующая 

4 
полной работе, равняется 4-тг дня. 

У 
При задачах, аналогичных разобранной, 

нить, что скорость есть наклон линии, т. е. 
наты к абсциссе. Обыкновенно этот наклон дается непосред
ственно в задаче. 

148. Задача. А и В могут выкопать канаву в 10 дней; В и С могут 

выполнить ту же работу в 6 дней, а А и С — в 7 у дней. В какое время 

может произвести эту работу каждый ив рабочих в отдельности? 

Так как А и В в 1 день могут выкопать канавы, В и С за 1 день— 

необходимо пом-
отношение орди-

1 А П 1 2 
—, А и С sa 1 день — ^ ее, то сумма 

Yq H——(- в два раза больше 
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той работы, которая была бы выполнена рабочими А, В и С аа 1 день, 
так как в написанной сумме заключается удвоенная работа каждого рабочего 
за од 1Н день. 

Если через х обозначить время, нужное для выкапывания канавы при 

одновременной работе всех трех рабочих, то — часть канавы, которую, 

работая совместно, они выкопают за 1 день. 
Отсюда 

10 + 6 + 15 ' 30 ; х ' 
следовательно 

т. е. А-\-В-\-С выполнят за 1 день -=- всей работы, А-\-В за один 

день выполнят ее. Другими словами 
А + В +С= 

А + В = 

5 
! ю 

е. для выполнения всей работы 

(А рабочему С нужно 10 дней 

работы ). Таким же образом 

всей 

в + с= 
1 

А 

А+В+С: 

А 

1_ 
= 5 

Л 
5 
•1 

15 

1 
1 30 

В 
5 15 1 5 ' 

Таким образом для выполне 
вия всей работы для А нужно 30, 

бремя SShzx ° **" 8 1 3 

С л о ж и м ординаты В-\-ь, 
Рис. 13. А -\- С и А -)- В, coo I ветствугощие 

какой-либо абсциссе, например рав
ной 8 дням, и примем половину полученной суммы за ординату графика общей 
работы А-\- В-\-С, соответствующую 8 дням (рис. 13). Проведем прямую 
А -\- В - J - С через вершину найденной ординаты и начало координат, а затем 



Гоафическое решение задач на сложение функций 107 

отложим отрезки AB, CD и EF, равные ON, отметим точки А, 
С, Е, абсциссы которых 10, 15 и 30 указывают число дней работы А, 
В » С. 

149. Графическое решение задач иа сложение функций. 
Пример. В пустой бак впускается через кран вода со скоростью 2 л/мин. 

Спустя 10 мин. после начала впуска воды через первый кран, открывают 
второй, который пропускает в минуту 3 л, а спустя еще 5 мин. открывают 
третий кран, через который вода протекает со скоростью 5 л/мин. По 
истечении 5 мин. после пуска третьего крана открывают выпускное от
верстие и за 15 мин. опоражнивают бак, хотя при опоражнивании вода 
продолжает поступать в бак из всех 
трех кранов. 

Требуется начертить график, вы
ражающий количество воды в баке в 
любой момент, а также найти сред
нюю скорость опоражнивания бака и 
скорость вытекания воды через вы
пускное отверстие. 

Увеличение количества воды в ба
ке, происходящее благодаря действию 
кранов, так же как и уменьшение его 
из-за выпускания воды через выпуск
ное отверстие, происходит с постоян
ной скоростью. Поэтому указанные 
увеличение и уменьшеиие количеств 
воды выражаются • линейными графи 
ками. 

Первый кран открывается в мо
мент времени t = 0, когда количество 
воды в баке также равно 0. Приток 
воды за 20 минут действия одного 
первого крана составляет 40 л . Гра
фик OA (рис. 14) выражает указанное 
поступление воды только через один 
первый кран. 

Второй кран открывают в момент 
времени t = 10, и за 10 мин. своего 

10 2 0 3 0 

1ремя S минутах 

Рис. 14 

4 0 действия он впускает в бак 30 л 
воды. Прямая ВС есть график при
тока воды в бак при действии одного 
второго крана. 

Спустя 10 мин. после открывания 
первого крана, кроме него начинает 
действовать еще и второй; поэтому количество воды в баке при одновре
менном действии обоих кранов выражается графиком DE. Последний по
лучается при помощи сложения соответствующих ординат (графика ВС и 
графика OA) для одних и тех же абсцисс. В момент времени t= 15 от
крывают третий кран, который за 10 мин. своего действия впустит в бак 
50 л воды. Прямая FG является графиком притока воды через один третий 
кран. Если ординату этого графика прибавить к сумме ординат, указанных 
выше, график HJ будет представлять собою суммарный график общего 
количества воды, находящейся в баке прч одновременном действии всех 
трех кранов. 



108 Уравнения первой степени 

В момент времени t = 20 открывают выпускное отверстие, а в момент 
( = 35 бак пуст. Прямая линия KL выражает количество воды в баке во 
время опоражнивания его; эта линия имеет отрицательный наклон, рав
ный 6 -тг- л/лшн. Скорость вытекания воды через выпускное отвврстие вы

ражается наклоном прямой JM, равным 16 тг л/мин ( 8 1 - 5 - л в 5 мин. 

Полный график представляется ломаной линией ODHKI-, и ординаты 
различных точек его указывают число литров воды в баке в любой момент 
времени 

150. Система уравнений первой степени с двумя неиз
вестными. В этом случае одна из неизвестных величин может 
быть исключена посредством сложения или вычитания. В случае 
необходимости, уравнение умножают на некоторое число, ко
торое делает равными коэффициенты у подлежащего исклю-
чению неизвестного. 

151. Исключение неизвестных сравнением. Приводим ура
внения данной системы к виду 

так как каждое из выражений а — у и Ь-\-у равно одной 
и той же величине х, то они равны друг другу. 

152. Исключение неизвестных подстановкой. Пусть дано: 

отсюлл 

х = а—у 
х = ЬАгу, 

а — У = Ь-{-у, или 2у — а — Ь; 

(П 
(2) 

Освобождаясь от дроби, получаем 
а, с 2 — ахЬ.2у 4 - а J>xy = а^сх 

t 

у ( а . Д — ахЬ2) = а.>с± — C j с2 

а с1—^с-з 

»то выражение не содержит х. 



Уравнения вида — -1- - = с 109 х у 

Пример. 
Зх + 2у = 2 7 

л:— # = 4. 
Из ( 2 ) * = !/ + 4 и ЗА- = Зу + 1 2 . 
Подставляя в ( 1 ) , получим: 

3 ^ + 2 ^ + 1 2 = 2 7 , 

5 ^ = 1 5 . 
Следовательно 

0 = 3 . 
Подставив в (1), получим 

X — 3 = 4 И Л И А' = 7 . 

Все три только что изложенных метода исключения неиз
вестных, т. е. сложение (или вычитание), сравнение и под
становка, приводят к одному и тому же ответу. 

», а . b 153. Уравнения вида —• +•-— = с можно легко решить, л* _у 
1 1 рассматривая — и — как неизвестные величины. х у 

Пример. 
4 _ £ = 1 4 

х у Ь 
4_ , 1 0 _ 5 0 

х у 3 • 

Вычитая ( 1 ) из ( 2 ) , получаем 
1 3 _ 2 0 8 

У ~ 1 5 • 
Следовательно 

1 1 6 1 5 „ 

Подставляя ( 3 ) в (1), получим: 
4 4 8 1 4 1. _ 3 _ _ 2 . 
х 1 5 ~~ 5 " ; х '~ 2 ! * ~ 3 * 

(1) 

(2) 

154- Пример. 
Л , . _ 1 _ _ 5 

2 , 3 

х — 1 у + 1 
12. 

1 1 1 

Р а с с м а т р и в а е м выражения — j - и к а к новые неизвестны^, 
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Тогда 

'Ыт)+'Ы*)-« 
Вычитая (1) из (2), получаем: 

У + 1 
откуда 

1 1 

Подставляя (3) в 1,1}, получим : 
1 

2 = 5. 

И : 

12) 

= 2, (3) 

х~\ 
Следовательно 

_ L - = з 
-V - 1 ' 

откуда 

X — 1 = -у И Л И X = 1 - g . 

155. Решить уравнения 
ах -|- by = m (1) 
c ï + = п. (2) 

( 1 ) Х « / = о ^ т - Ц = ^ (3) 
(2) X b — hex -f- bdy = in . (4) 

(3) - - (4) = (ad — bcsx = c/m ••- 4" . 
Следовательно 

_ dm —bn 
ad — bc 

Таким же образом имеем 
ad — bc 

Дальнейший ход рассуждений изложен в п" 167. 

156. Графики уравнений первой степени с двумя не
известными, входящих в систему, являются прямыми ли
лиями. Быстрый способ решения системы таких уравнений 
состоит в следующем: на миллиметровую бумагу наносят 
графики указанных уравнений, причем пересечение их опре
деляет значения х и у, удовлетворяющие обоим уравнениям 
(рис. 15). Другой способ, употребл емый для решения си
стемы, заключается в составлении определителей, см. главу 
XVIII (п° 467). 
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157. Графическое изображение системы линейных урав
нений вида у = 6 — х и у = 4 — х (рис. 1 6 ) . Значения у в 
обоих уравнениях, взятые для всякой величины х, отли
чаются друг от друга на 2, и поэтому график одного уравне
ния отстоит от графика другого на 2 единицы по вертикали. 
Б алгебраическом смысле это означает следующее: эти уравне

ние. 15. Рис, 16. 

ния не имеют общего решения, т. е. нет таких значений хиу, 
которые удовлетворяют обоим уравнениям, так как графики 
их не пересекаются. 

158. Задачи, приводящиеся к уравнениям, содержащим 
i и _!_ 
х у 

Пример. А и В вместе могут выполнить данную работу в 12 дней. 
После того как А, работая один, выполнил в течение 5 дней часть ука
занной работы, В ее закончил, проработав 26 дней. В какое время может 
каждый в отдельности выполнить всю работу? 

Пусть л- — число дней, нужных А для выполнения всей работы; 
у — число дней, нужных В для этой цели. 

Тогда 

± + ± 
х у 

Или 

та часть всей работы, которую они вместе сделают за 1 день. 

1 

= -ту всего времени, нужного для совместного выполнения 

всей работы; 

— часть всей работы, выполненная одним А за 5 дней; 
26 

часть всей работы, выполненная одним В яв 26 дней. 
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откуда 
х = 18, а у — 36 дней. 

159. Общий случай задач п° 153. А и В вместе могут 
выполнить данную работу в а дней; если же А один сна
чала проработает m дней, то В, работая один, сможет закон
чить оставшуюся часть работы за п дней. З а сколько дней 
сможет выполнить указанную работу каждый рабочий в от
дельности? 

Пусть х — число дней, нужных Л для выполнения всей ра
боты, у— число дней, нужных В для этой же цели. 

Следовательно 

х 

Так же, как и выше, 

^ - + - £ - = 1. (2) 

Умножая (1) на п, получаем 
п i п п 
х ~* у ~ а 

Вычитая (3) из (2), имеем: 
m — п , ^ п_ а • 

(3) 

X = -
а 

а а 
a (m—п) 

Умножая (1) на m, получаем 

m i m m + — = (4) х у а ' 

Вычитая (2) из (4), имеем 
m — п m j _ _ jn_ 

3 а 
a (m — п) 

Тогда 
1 —ж 1 или всей работе, 

х у г 
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Полученные выражения для х и у упрощают задачу и при
водят решение ее к подстановке в формулы надлежащих ве
личин, что быстро дает искомый ответ. 

160. Другая форма уравнения п° 159. 
Пример. 

_ху l_ t yz 1 XZ 1 
x-f-y 5 y- z 6 ' .z-\~x 7 

ческое решение). Извоз- бремя ß часах 
чик, едущий со скоростью 
10 км\час, заметил в 18 км Рис. 17. 
впереди себя экипаж, дви
жущийся в том же направлении со скоростью 8 км/час. Какой 
путь проедет извозчик, прежде чем он нагойит экипаж? 

Проведем прямую АС с наклоном, соответствующим ско
рости в 100 км, пройденных за 10 часов, и прямую ВС с на
клоном, соответствующим скорости в 80 км за те же 10 ча
сов (рис 17). 

Отрезок AB, изображающий начальное расстояние экипа
жей, должен быть равен 18. 

Точка пересечения С обеих прямых определяет искомое 
расстояние, пройденное извозчиком, т. е. 90 км, и затрачен
ное время, равное 9 часам. 

162. Задача (графическое решение). 
Положим, что -два города находятся на расстоянии 50 км 

друг от друга. А отправился из первого города в 6 час. утра 
и прибыл во второй в 12 ч а с дня, сделав во время пути че-

8' Справочник д л л инженера. 
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тыре остановки, по полчаса каждая, на 10, 20, 30 и 40 км от 
места отправления. 

В отправился из второго города в 7 час утра; проехав за 
один час 20 км, он повернул обратно и в течение часа дви
гался к месту своего отправления со скоростью 10 « в 
час; затем он повернул опять и стал двигаться в первона
чальном направлении с такой скоростью, какая была у А при 
его встрече с В-, они ^встретились в момент начала движе
ния А после его третьей остановки. Продолжая двигаться с 
этой же скоростью, В в 10 час. 30 мин. встретил третьего 

еремя указываемое часами 
Рис. 18, 

челопека С, выехавшего из первого города на 2 часа позднее, 
чем А, и двигавшегося с постоянной скоростью. Какова была 
скорость движения С и где его встретил В? 

Алгебраическое решение этой задачи несколько затрудни
тельно, а графическое является более простым и непосред
ственным. 

Р е ш е н и е . Если бы А двигался без остановок, он при
был бы во второй город в 10 час. утра, так как все его оста
новки, вместе взятые, составляли 2 часа, а прибыл он в 
12 час дня. Поэтому 

5Û = пройденный путь 
X"Zrrr„„„ . ,„ . . ~ — скорость пли наклон графика. 
Ч ~ натраченное на движение время , 1 т 

Полный график движения А, включая получасовые оста
новки, показан на рис. 18. Графики -движений В и С могут 
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быть легко получены, причем из них видно, что встреча В 
и С произойдет приблизительно на 23 км от места отправле
ния С (первый город). Наклон графика С приблизительно 
равняется 9 ' / в , это указывает, что С двигался со скоростью 
9Чц км1час, Для получения точных результатов исследования 
необходимо, конечно, иметь диаграмму, вычерченную в боль
шем масштабе, чем это сделано на рис. 18. 

V 

П р и м е ч а н и е . В виде абсцисс вместо числа часов можно наносить 
время дня, так как и тот и другой способы изображения времени дают 
одинаковые результаты. 

163. Задача (графическое решение). Два человека от
правляются пешком вокруг острова. Первый идет со скоро 

второго такова, 
линии которого' 

О С 

что он обходит 
равна 10 км, за 

F> р 

2 3 4 

1 / 

/ < • r 
ft / / 

/ / / 
it / 

V 

J / / 
/ „ , / k / 

/ j 
> 

/ / / 
/ / 

/ 
/ 

Г в / 

6 7 8 9 10 

Рис. 19. 

стыо 5 км1час; скорость 
остров, длина береговой 
3 1 / 2 часа. В какие моменты, 
считая от времени отправ
ления, первый человек бу
дет обгонять второго? 

На рис. 19 OA, ВС и 
т. д. выражают последова
тельно повторяющиеся об
ходы острова первым че
ловеком. Когда он начи
нает второй обход, пока
занный прямою ВС, рас
стояние его от начальной 
точки равно 0, и график 
начинается с точки В, имеющей ту же абсциссу, что и точка А, 
так как движение происходит равномерно и без перерывов. 
Линии OD, EF и т. д. представляют собою графики, выра
жающие продвижение второго человека. 

Точки пересечения графиков, К и Р, дают время и пункты, 
где один идущий обгоняет другого. Из диаграммы видно, что 
в первый раз это произойдет на расстоянии 5 км от исход
ной точки спустя 5 час , а во второй раз спустя 10 час. после 
начала движения. На этом основании можно сказать, что вто
рой человек обойдет 3 раза вокруг острова, в то время как 
первый—5 раз. 

Заметим также, что первый человек сделал два с поло
виной обхода вокруг острова, прежде чем он обогнал вто
рого в первый раз; к этому моменту второй обошел остров 
лишь полтора.раза. 
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Из предыдущих примеров следует, что графический способ 
более нагляден и при употреблении большого масштаба обык
новенно дает точные результаты. 

164. Задача о часах. Два тела движутся при некоторых 
определенных условиях с разными скоростями. Обыкноьенный 
пример такого движения представляет собою движение стре
лок часов. 

Пример. В какой момент времени между 5 и б часами совпадут стрелки 
часов? 

Считая от момента 5 час , положим, что х выражает число минут, 
пройденных минутной стрелкой до момента совпадения ее с часовой 
стрелкой. 

З а тот же самый промежуток времени, х часовая стрелка (она дви
жется в 12 раз медленнее минутной) проходит '/is числа минут, пройденных 
секундной стрелкой. 

Так как в момент 5 час. расстояние между стрелками составляет 
25 минутных делений, то 

Л' -Y 

х — 25 -j—j 9 , или л* — - j y = 25, 

откуда х = 27 число минут после 5 час , когда совпадают стрелки, 
165. Графическое решение задач о часах. Выражая дви

жение стрелок часов графически, получаем простые решения 
задач, аналогичных изложенной в п° 164. 

На рис. 20 показаны графики, выражающие движение стре
лок в продолжение 12 час. На оси ординат отложены деле" 

ния циферблата, т. е. 
пути концов стрелок, 
на оси же абсцисс на
несено время. Часо
вая стрелка за 12 час. 
делает один оборот, 
выражаемый длинной 
диагональю. З а то же 
самое время минут
ная стрелка совер-

Рис. 20. шает 12 оборотов, 
представляемых 12-ю 

короткими диагональными прямыми. Построение этого гра
фика и объяснение его такие же, как и для графика за
дачи n ü 163. В разбираемой в настоящем п° задаче точки пе
ресечения графиков также показывают время и пункты со
впадения движущихся тел. Таким образом, из диаграммы видно,, 
что обе стрелки совпадают в 12 час. дня, затем спустя не-
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Таким обра-

большой промежуток времени после 1 часу дня, после- 2 час. 
и т. д. Возьмем часть нашей диаграммы, соответствующую 
1 часу, и увеличим ее масштаб (рис. 21). 

Стрелки образуют между собою пря
мой угол в момент времени-—3 часа. Если 
мы хотим знать, когда стрелки опять обра
зуют прямой угол, нужно на диаграмме 
найти следующий момент, в который раз
ности расстояний графиков друг от друга 
по вертикали будут соответствовать 15-ми
нутным делениям, ибо при этом расстоя
нии друг от друга концов стрелки они 
пересекаются под прямым углом. На диа
грамме прямая AB— график движения ми
нутной стрелки в течение 1 часа, a CD — 
график часовой стрелки за то же время 
зрм, когда разность ординат наших графиков равняется 
вертикальному отрезку, выражающему 15 мин,, как например 
в точке М, стрелки, образуют прямой угол в момент времени, 
указываемый точкой М. Подобно изложенному, если мы желаем 
знать, когда стрелки направлены прямо противоположно друг 
другу, следует найти на диаграмме такие точки, для которых 
разность ординат равна вертикальному отрезку, выражаю
щему 30 мин., т. е. '/а часа. Эти точки соответствуют 
точке N, указывающей момент времени, когда стрелки прини
мают прямо противоположное друг другу положение. 

166. Задача о чистой прибыли. Чистая прибыль 
может быть определена при помощи графика системы 
двух уравнений; одно из этих уравнений выражает 
общую себестоимость, а другое — общую продажную стои
мость. 

' Пример. Стоимость необходимого оборудования и его установки до 
начала вксплоатации составляет 300 руб. Стоимость материала и рабочих 
рук, приходящихся на одно изделие, 
дается за 1,25 руб. 

Уравнение себестоимости 
С = 300 • 

составляет 60 коп.; одно изделие про-

- 0,60 • , 

где n — число выработанных изделий. 
Уравнение продажной стоимости 

£ = « X 1,25 = 1,25 п. 
Если п = 800, то С = 780, а £==1000, как 

па диаграмме. 
AB = чистая прибыль = 1000 — 

ато видно иа точек А я В 

780 = 220. 
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При n — 1О00, точка D дает С — 900, а точка Е дает S = 1250. 
В точке F продажная стоимость рзвна себестоимости при n = 461 

(рис. 22). 
167. Система урав

нений. Общая форма. 
Пусть 

« i * + 6i</ = c r 

a-iX -\- Ь»у — с.л 

I 

в / 
( 

/г 

2 0 0 4 0 0 6 0 0 8 0 0 

количество изделий 

ис. 22. 

являются системой двух 
уравнений, в которых 
ни одна из постоянных 
не равна нулю. 

Исключая у, полу
чаем 

(a^.j, — аф{) х = 

Исключая 
1 0 0 0 имеем 

же 

(а^ — афу)у ~ 
с,а 3 — cJal. 

х, 

Если (афъ — а.уЬ^фО, то 

х = С\Ь-г — с»Ъх a Q 1 C 2 — Q - 3 c i 

Если ajè.j — а 3 6 ] = 0 , т. e . - ^ - = - ^ --, — мы не можем при
менить указанный выше способ решения 

Положив к а* = -у—, получаем 
ч a, 

а.} = ка1} 

Ь2 — kbi. 

Тогда первоначальные уравнения получают следующий вид: 
ахх-уЬ1у=^с1 

ка^х - \- кЬху ~- с 2. 
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Эти уравнения выражают либо одну и ту же прямую, либо 
две параллельные. 

Если c 2 = £cj, уравнения имеют бесконечное число ре
шений. 

Если с.2фкси уравнения невозможны и не удовлетворя
ются никакими значениями х и у. 

168. Уравнения со многими неизвестными. Способ, упо
требляемый для решения системы двух уравнений с двумя не
известными, может быть также применен и для решения си
стемы трех или более уравнений с числом неизвестных, рав
ным числу независимых уравнений. При этом рекомендуется 
следующий порядок действий: нужно продолжать исключение 
одного и того же неизвестного в данных уравнениях до тех 
пор, пока не получится система с числом уравнений и числом 
неизвестных на единицу меньшим, чем первоначальная. Таким 
же образом из полученной системы следует исключить вто
рую неизвестную. Эти действия надо продолжать до тех пор, 
пока не останется система двух уравнений с двумя неизве
стными; последняя же может быть легко решена. Остальные 
неизвестные можно найти посредством подстановки в уравне
ния значений найденных неизвестных или производя исклю
чение в том же порядке, как и ранее, но уже других неиз
вестных. 

Пример. 

7.Ï + Зу — 2z = 16 (1 ) 

5 . v - / y + 5z = 31 (2) 

2х + $у + 3 2 = 39. (3) 

Умножая все члены ур-иии (2) на три и складывая с (Г), имеем 

2 2 * + 1 3 2 = 109. И) 

Умножая все члены ур-ния (2) на 5 и складывая с (3), получим 

27л + 28z = 194. (5) 

Решая совместно (4) и (5), находим 

х = 2, г — 5. 

Подставляя полученные значения неизвестных u (1), получим 

у = 4. 
Легко убедиться в том, что значения л- ~- 2, у ---- 4, я 5. удовлетворяют 

ур-ниям (1), (2) и (3). 
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Глава VI. 

УРАВНЕНИЯ ВТОРОЙ СТЕПЕНИ (КВАДРАТНЫЕ). ЯВНЫЕ ФУНКЦИИ. 
АНАЛИТИЧЕСКОЕ И ГРАФИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЯ. 

169. Квадратная функция^ 2 . Простейшее к в а д р а т н о е у р а в 
н е н и е и м е е т в и д : у = хг. Его г р а ф и к е с т ь н е п р е р ы в н а я к р и 
в а я , р а с п о л о ж е н н а я в с е м и с в о и м и т о ч к а м и н а д о с ь ю X с и м 
м е т р и ч н о о т н о с и т е л ь н о о с и Y и п р о х о д я щ а я ч е р е з н а ч а л о 

к о о р д и н а т , ч е р е з т о ч -
Ку ( 1 , 1 ) и ( — 1, — 1 ) ; 

' к р и в а я э т а и з в е с т н а 
п о д н а з в а н и е м п а р а 
б о л ы ( р и с . 23). 

Прямая л и н и я , 
п р о х о д я щ а я через 
н е к о т о р у ю т о ч к у 
Pi (xi, Уг), л е ж а щ у ю 

. н а д а н н о й к р и в о й , и 
и м е ю щ а я наклон 2дг1( 

е с т ь к а с а т е л ь н а я к 
к р и в о й в э т о й т о ч к е . 
Скорость и з м е н е н и я 
ф у н к ц и и п о о т н о ш е 
н и ю к н е з а в и с и м о й 
п е р е м е н н о й в л ю б о й 
т о ч к е (х1г г / J н а ш е й 
к р и в о й р а в н я е т с я 2хх, 
т . е . , е с л и Х1 = 2, 
н а к л о н К а с а т е л ь н о й 
р а в е н 4. 

Эти у к а з а н и я д а 
ю т с я п о к а б е з д о к а 
з а т е л ь с т в а . Они м о 

гут п р и м е н я т ь с я в ц е л я х о б л е г ч е н и я в ы ч е р ч и в а н и я г р а ф и к о в . 
Д о к а з а т е л ь с т в о и з л о ж е н н о г о б у д е т п р и в е д е н о н и ж е (п° 896). 

При в ы ч е р ч и в а н и и г р а ф и к о в р е к о м е н д у е т с я б р а т ь о т р е з о к 
в 1 см д л я и з о б р а ж е н и я е д и н и ц ы в т о м с л у ч а е , к о г д а к л е т 
ч а т а я б у м а г а р а з л и н о в а н а в м е т р и ч е с к о й с и с т е м е . 

170. График функции ах2. На р и с . 24 д л я сравнения 
м е ж д у собою п о к а з а н ы г р а ф и к и ф у н к ц и й 

Рис. 23. 



График функции ал-5 

У ••х-, 

х* 

m 
(2) 

(3) 

Заметим, что для данного значения х ординаты (1) в два 
раза больше соответствующих ординат (2) и что соответствую
щие ординаты (3) со-
ставляют лишь поло- г_т_____ ,J 
вину ординат (2). п г I п i Но-

Таким же образом, 
ординаты двух кривых 

у = х* к у- ах-

находятся в отношении 
1:а, где а—некоторое 
положительное число. 

Взяв кривую функ
ции и приняв соот
ветствующие масштабы 
для ординат, мы полу
чим графики функций 

1 . 

2л:2 и -g- дг2 в виде кри
вых, совпадающих с 
кривой x'z. Изображен
ная на рис. 23 кривая 
представляет собою ге
ометрическое место то
чек выражений х^, 2х-

1 о 
и -g- х" в зависимости 

I 
, 1 А А 

6 t 2 о 
Рис, 24. от принятого масштаба 

ординат. 
Полагая, что график л:2 вычерчен в масштабе ординат (1), 

мы можем принять его за график 2х-, пересчитав ординаты 
соответственно масштабу (2). Также можно считать, что ука-

занный ррафик л 2 выражает л'2, употребляя для пересчета 

ординат масштаб (3). Изменяя масштаб ординат, мы можем 
также произвести обратное действие и график у — 2х* при
вести к графику у — дг2. 
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171. Функция второй степени в общем виде у = ах*2 |-
-\-bX-\~C. Имеем график функции у = ах'2 с началом-коорди
нат в точке О; исследуем, как изменится равенство у = ал--, 
если начало координат переносится в некоторую другую 
точку Oil рассмотрим также получающееся при этом уравне

ние нашей кривой, отнесенной 
к новым осям (рис. 25). Из ри
сунка следует, что 

х =•= х1 -!-• h, а у = у1 -\- к. 

Если эти выражения х и у 
подставить в у = ал 2 , то 
У\ \'k = a(Xi-\~hf 

— axf - ) - 2ahx[ -|- ah-. ' 
уг = ах^ -|- 2ahxi -}~ ah'2 — / с . 

Последнее выражение мо
жно написать в форме: 

ff[ = а. Г 1

2 -|- Ьхх -|- с , 
1 или, отбрасывая значки, 

. / [3] д = ах*-\:ЬхАгс. 

Это выражение являет
ся общей формой функции 
второй степени от одного 
неизвестного. 

Весьма важно запомнить, что указанный общий вид формы 
выражает то же самое геометрическое место точек, что и ура
внение у — ах2, отнесенное лишь к другим осям. График обеих 
функций есть всегда парабола, выражающая собою любую 
квадратную функцию от одного неизвестного. 

172. Преобразование координат. В предыдущем п и 171 
график у —ах- был преобразован в выражение уг — ах{2 -•(-
-f- 2ahx1 -f- ah'2 — k посредством подстановки xx-\-h вместо 
и У\-\-к вместо у. Сравнивая ух — ах{2-|-2ahx± -|- ah- — к 
с общей формой 

у = ах" \- Ьх \- с, 
получаем 

а - а (1) 
Ъ = 2ah (2) 

с = а№ — к. (3) 

file://-/-bX-/~C


Преобразование координат 123 

[4] 

из ( 3 ) 

k ----- air —•• с ~ - ••••г- — с, 
4а 

или 

[ 5 ] *„JLtJ«£_. 
L J 4а 

Заменяя функцию # = а х 2 общим ее видом у = л.* и- |- 6ж 4-с, 
мы просто переносим начало координат в точку (Л, к), где 

Ь , 6 а — 4ас 
2а 4а 

Когда мы перенесли начало координат и желаем найти вер
шину параболы в новой системе, направление отсчета от но
вого начала к искомой вершине противоположно произведен
ному переносу координат, и наши формулы (координаты вер
шины в новой системе) примут вид 

, b , b'1 — 4ае 

11= — И К 2а " ' 4а 

173. Перейдем к изложению весьма важного метода графи
ческого решения уравнений вида х-Ьх~\-с ~ 0 и ах'2-\-
-4- Ьх -|- с = 0. Положим, что мы хотим сначала найти корни 
уравнения х2 -|- Ьх 4- с = 0. График функции у == л-2 - j - 6.t 4 - с 
дает все соответствующие действительные значения хихя~\-
4 - ' 4 - с ; среди значений л: имеются такие, которые обра
щают выражение л 2 4 - 6 * 4 - с в нуль; они и являются корнями 
уравнения л а -[- блг 4 - с = 0. 

Берем наш основной график л:2 (рекомендуем всегда иметь 
его в запасе) и определяем начало координат посредством 
выражений для hak 

а *затем проводим оси X и Y'. Точки пересечения кривой 
с осью X определяют корни данного уравнения. 

Из уравнения (2) имеем 

Ä'2а 
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Пример. Найти графически корпи 
уравнения х- - j - 12.v -|- 32 = 0 . 

а = 1, й = 12, о .= 32, 

12 
h = 

1 X 2 
= 6 , 

Рпс. 26. 

А _ 1 X 4 

Поэтому, располагаем 
О в точке (6,4) и прово
дим оси X и К. Ось X пе
ресекает кривую в точ-

« ках — 4 и — 8, Последние 
и являются искомыми 
корнями (рис. 26). 

Если наше урав
нение имеет вид 
ах' -•• ч - 6л- -1 с = 0,т. е, 
л" имеет коэффи
циент а, мы можем 

применять график, ' получен
ный из графика у = х2 по
средством умножения всех 
ординат его на число а. 
Проще, однако, пользоваться 
графиком у л:2, изменив 
предварительно масштаб ор
динат. 

Начало координат опре
деляется посредством вычи
сления либо значений Л и к 
в новсм масштабе, либо h и 

к 
— в старом. 

Пример. Начертим 
графьк выражения у = 

'ïx* - 16.V + 24. ' 
Здесь а = 2, 6 =••= — 16, 

с - -1-24, 

' 2 X 2 " 

256 - 4 Ï 

Рис 27, 

- - 4 , 

; 2 X 24 
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Возьмем график у = х- и умножим числа вертикальной оси на 2, что 
даст новый масштаб для вертикальной оси. Затем берем точку с координа
тами о = — 4 и к = 8 (при новом масштабе) и располагаем в ней начало 
координат. При таком расположении последнего график у -— х2 превра
щается в график у — 2х% _ \(,х -J. 24 (рис. 27). 

174. Ниже приводятся в качестве упражнений в определе
нии положения графика и его осей по заданному уравнению 
следующие примеры: 

Пример 1. х- — 8.V - | -14 — 0. 
Пусть у = х- — 8.V - | -14 . 
Тогда а = 1, 6 = — 8, с = 14. 

h : • -.4,*^:8>У<1 4:-, б >

 4

 5 6 ^ 2 

Производя отсчет от вершины графика, имеем начало координат в точке 
( — 4, 2), т. е. четыре единицы в отрицательном направлении (влево) 
и две единицы кверху. Корни уравнения л-'2 — 8л- - j - 14 = 0 приблизительно 
таковы: ,v'i — 2,6, xä = 5,4. 

Пример 2. л-2 — 8х + , 1 6 = 0. 
Положим у — х- — 8.V -|- 16. 

2 4 
Начало координат находится в точке ( — 4, 0). Корни уравнения: — 4, 

'xj = 4 . 
Пример 3. х- •— 8л- - J 18 -•= 0. 

. h = - 4 ,k=— 2 . 
Начало координат лежит в точке ( — 4 , — 2), считая вершину графика 

за точку (0, 0 ) . График данного уравнения не пересекает ось X, и корни 
поэтому являются мнимыми (см. n u 183). Они находятся аналитическим ме
тодом и имеют следующие значения: 

x t = 4 -I- 1,41 V " Ï и л'з = 4 - 1,41 Y~—ï. 

Пример 4. X* + 8л- -I- 14 = 0 . 

Л = 4, Ь * 2 . 

Корни таковы: .Vj = —2,6 и л'а == — 5 , 4 . 

/7/шл,е/> 5. .V--I • 8л- + 16 === 0 . 

Л := 4, к •--= 0. 
Корни таковы: .vL = - 4, л-2 = — 4 . 

/7/оиле/> 6 + 8л- + 1 8 = 0 . ' 
h ^ 4, к = — 2 . 

Корни данного уравнения мнимые и имеют следующие значения: 
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1 7 5 . Рассмотрим случай, когда коэффициент при л-2—отри
цательный, как например в выражении 

» = _ 3 , v 2 - . [ 4 A - !-4 

2 ( " - 3 ) 

3 , й = 4 , с = 4 

1 6 — 4 ( —3) ( 4 ) 

3 ' 
/г 

4( —3) ° 3 ' 

Так как член с л:'-—отрицательный, то график является пере
вернутым, но значения h и к отмеряются так же, как и ра

нее, от вершины параболы неза
висимо от нового положения па
раболы. При этом пользуются но
вым масштабом (рис. 2 8 ) . 

Если мы перевернем упомя
нутый выше график функции 
у == х2, то для решения можем 
воспользоваться тем же методом, 
как и в предыдущих случаях. 

Если b— отрицательное, .то 
начало координат расположено 
слева от оси параболы. 

Если Ь— положительное, то 
начало координат расположено 
справа от оси параболы. 

Если а — положительное, пара
бола направлена вершиной вниз 

Самым важным обстоятельством является знак при к. 
и , b-—4дс, 
Мак мы видели выше, к равно выражению —-& ; отсюда 

вытекает, что если а — положительное, то б 9 '—4ас определяет 
знак к. Из изложенного выше следует, что, при положитель
ном значении а и отрицательном к, ось X будет лежать ниже 
любой точки параболы. Уравнение не имеет действительных 
корней, ибо нет точек пересечения указанной кривой с осью X. 
Если значение а отрицательное, а к—'положительное, ось X 
лежит выше любой точки параболы, и в этом случае опять 
не будет действительных корней. Поэтому, если а и к имеют 
одинаковые знаки, получаются корни действительные и не 
равные друг другу; если & = 0 ( корни действительные и равны 
между собой; если а и к имеют разные знаки — действитель
ных корней нет. 

Рис. 28. 
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х-4-
у 2 . 

Отсюда видно, что: 
есл : о 2 — 4ас > о, корни действительны и не равны друг 

A ' j y r y ; ,» „ 
если о- — 4дс = 0, корни действительны и равны между 

собой; 
если о2— 4ас < 0, корни мнимые; 
если выражение Ь- — 4.гс является .полным квадратом, 

корни—рациональные числа; в противном случае они будут 
иррациональны. 

Выражение б 2-—4ас назы
вается дискриминантом квад
ратного уравнения. 

" 3.v-f--14 = 0 (1) 

3 г 4 - 1 6 = 0 (2) 

х~—8\r-j-18 = 0 ( 3 ) 

Корни уравнения (1) при
близительно равны 2,6 и 5,4. 

Корни уравнения (2) — 
4 и 4. 

Корни уравнения ( 3 ) — 
мнимые. 

Так как график (2) с осью 
X имеет только одну общую 
точку, ур-ние (2) имеет только 
один корень, л: = 4. Однако Рис. 29 
из рис. 29 видно, что если гра
фик (1), дающий два действительных корня, будет передви
нут на 2 единицы кверху, он совпадет с графиком (2). По 
мере того, как график (1) перемещается кверху, его неравные 
корни приближаются к значению корня (2), т. е. к х = 4. От
сюда вытекает, что указанные действительные корни должны 
рассматриваться как два корня, из которых каждый равен 4. 

Перемещение графика (1) на две единицы кверху соответ
ствует образованию полного квадрата в ур-нии (1), получающегот 
ся посредством прибавления 2 к каждой его части. Так как корни 
получившегося при этом уравнения, х2 — 8r-f-16 = 2, отли
чаются от корней (2) или от среднего значения д; = 4 на ве
личину г± : ] /2 , т. е. на ±:V~JK', то очевидно, что корни (1) 
выражаются так: 

ОК\~ VJK= 4 - j - V2 = 5,414 и OK— VjK^ 4 — >'"2 = 2,586, -
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Так как график (3) не имеет с осью X ни одной общей 
точки, то в этом случае не существует таких значений х, ко
торые могли бы обратить х2—8л: -4-18 в нуль; т. е. ур-ние (3) 
не имеет действительных корней, иначе говоря — последние 
мнимы. 

Если график (3) переместить на 2 единицы книзу, он сов
падет с графиком (2). Если в левой части ур-ния (3) полный 
квадрат получается посредством вычитания из обеих частей (3) 
числа 2, то корни получившегося при этом уравнения, л:2 — 
— 8х-\-16— — 2 , будут отличаться от среднего значения х 
на величину ±Y ~2, т. е. наг1.- Y — LK. Отсюда очевидно, 
что корни (3) таковы: 

ОК^гУ~Ш=А-\~У~^2 и OK— Y~—ÏK= 4 — У~2. 
Точки J, К и L, имеющие (в алгебраическом смысле) наи

меньшие ординаты по сравнению с любыми точками приве
денных выше графиков, называются точками минимума. 

Если коэффициент при х'2 есть - | - 1 , то из предыдущего 
вытекает следующее: 

1. Корни квадратного уравнения, выраженного через букву д-, 
равны абсциссе точки минимума плюс или минус корень квад
ратный из значения ординаты, взятого с обратным знаком. 

2. Если точка минимума лежит на оси X, корни действи
тельны и равны друг другу. 

3. Если точка минимума лежит ниже оси X, корни дей
ствительны и неравны друг другу. 

4. Если точка минимума лежит выше оси X, корни — мнимые. 
176. Упрощенные способы построения графика общей 

формы квадратной функции у = ах2 -4- Ьх -|- с. Все приве
денные выше функции непрерывны. Наклон касательной 
в точке рх (xv у,), как будет доказано далее, равен 2ах1-\-Ь 
(n u 913). 

Если а—положительное, вершина кривой обращена книзу; 
если же а — отрицательное, кривая перевернута, т. е. имеет 
такой вид: D. 

Точка на кривой, для которой наклон равен 0, т. е. вер
шина графика, имеет абсциссу 

Xl==~~2~ä (а^°)-

При х= — ~ ~ , функция у — ах:'2-\~Ьх~\~с имеет наимень
шее значение, если а > 0, и наибольшее, если а < 0. 
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Кривая, выражаемая данной функцией, симметрична отно 
сительно прямой линии 

Ь_ 
la 

Приведенным выше исследованием можно определить, обра
щена ли кривая выпуклостью вверх или вниз. 

В первом случае вершина соответствует максимуму функ
ции, в другом—-минимуму, так как она является наиболее 
низко расположенной точкой кривой. 

При вычерчивании графика параболы, представляющей 
геометрическое место точек, соответствующих уравнению 
у = ах- -| • bx -J- с, мы прежде 
всего строим ось и вершину 
ее, а затем по небольшому 
числу точек самое кривую. 

Пример. Начертить график 

V *а — dx -f- 5 . 

Наклон касательной (m) рав
няется 2axL -f - Ь — 2xt — 6. Так как 
наклон касательной, проведенной 
через вершину, равен 0, то 2хх — 
6 = 0, откуда л*х = 3. Величина у, 
соответствующая этому значе
нию х, есть —4. Эти значения х 
и у определяют положение вер
шины; так как х1 —_ положительное, 
вершина соответствует минимуму. 

Через найденную вершину про
водим ось, представляющую собою 
вертикальную прямую. Проводим 
горизонтальную касательную к кри
вой в ее вершине. Наносим не
сколько точек к проводим через 
них касательные. Вычерчиваем са
мое кривую (рис. 30). Рис. 30. 

При подстановке значений х в том случае, когда коэффи
циент при х% равен 4-1 (как например в разбираемом выра
жении), весьма удобно сначала взять значение х, равное по
ловине коэффициента при х, с обратным знаком. Следующие* 
значения х надо брать такими, чтобы они отличались от перво
начально взятого значения на одну и ту же величину. Таким 
образом, подставляя х = 3, получаем у — — 4 . Затем, дадим х 
такие значения, которые отличались бы от 3 на одну и ту же 

9 Справочник для ипжепера. 
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величину, например 2-^- и 3-^-, 2 и 4, 1 и 5, 0 и 6. Найдем, 

что у имеет одно и то же значение для 

1 

s 1 

л- = З у 

И Д Л Я X= 

= 2- для л- = 4 и х = 2 и т . д. 

в хг Подставляя различные значения х 
что, при л- = 3, х'- — 6х-\ 5 = — 4 ; при 

" бх + 5 = X* 
л-2 

-блг-4-5, получим, 
л- = 2 и л- = 4, 

V — - 3. Если л- == О, 
г2 — 6л" -f- 5 = 5. Отсюда видно, 
что, при пересечении кривой 
с осью X, значения ординат 
изменяют свой знак на обрат
ный (рис. 30). 

Когда ординаты равны ну
лю, величина выражения л-а — 
— бх -f - 5 также равняется нулю; 
в этом случае абсциссы обо
значают те значения х, кото
рые обращают у в нуль. Итак, 
х — 1 и х = 5 обращают у в 
нуль, или, другими словами, кор
нями у равнения х%—• 6х -\~ 5 = 0 
являются 1 и 5. 

Заметим, что если коэффи
циент при л-2 равен -f- 1, то по
ловина коэффициента при х, 
взятая с обратным знаком (эту 
величину мы употребляли для 

первой подстановки в наше уравнение), равняется полусумме 
корней, т. е. их среднему арифметическому. 

Пример. Построим график 

a - 4л- - I - 5 . 
Наклон касательной равняется —2х х -(- 4. Приравняем последнее выра

жение нулю и из полученного таким образом уравнения найдем значение х$ 
оно выражает абсциссу вершины кривой. Соответствующее значение у най
дется посредством подстановки определенного нами значения л- в уравнение 
нашей кривой. Итак х^ — 2, a yt — 9. Отсюда следует, что в точке (2, 9) рас
положена вершина; она соответствует максимуму, так как а < [ 0 (рис. 31). 

Вершина должна лежать на оси кривой. Так как указанная ось опреде

ляется формулой х — — , то мы можем непосредственно применять ату 

формулу для разыскания абсциссы вершины. Так как веошина ест» точка 
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данной кривой, то ее координаты должны удовлетворять уравнению нашего 
графика. Отсюда следует, что, подставив в данное уравнение значение xi 
вместо х, мы получим значение г^, которое представляет собою ординату 
вершины. 

177. Максимум и минимум квадратных функций. В п° 176 
было разъяснено, что'функция ах%-\-Ъх-\-с выражает с о б о ю 
параболу с вершиной, обращенной книзу, в том случае,.когда 
коэффициент при х —• положительный. При этом точка вершины 
соответствует наименьшему значению функции. 

Если коэффициент при лг2 — отрицательный, кривая пере
вернута и ее вершина обращена кверху. В этом случае функ
ция имеет максимум. 

Если мы найдем ось параболы, соответствующую абсциссе 
b 

— 2а' Т ° э т и м о п Р е Д е л я е т с я максимум или минимум функции, 
вершина графика которой расположена на указанной оси. 

Пример 7. у = х2~ 24х + 108. 
Вершина графика выражает минимум, так как коэффициент при х2 

равен 
Абсцисса вершины есть — у , т. е. 

- 2 4 . = 12. 
2 

Следовательно, функция л:2 — 24л: -|- 108 имеет наименьшее значение 
при х = 12. 

Пример 2. Нужно обнести забором прямоугольный участок земли с трех 
сторон, с четвертой стороны он ограничен уже имеющейся прямолинейной 
стеной. Каковы должны быть размеры, прямоугольника, чтобы забор длиною 
в 4 км отгораживал наибольшую площадь? 

Можно построить бесконечное число псямоуголоников, 
сумма сторон которых имеет одну и ту же длину, но среди 
них будет только один такой, 
который будет заключать мак-
симум площади. 

Рассматриваемая нами здесь 
функция есть площадь прямо-

X 

угольника, т. е. функция его г 

двух сторон. Так как нам нужно 1 J l i 0 , 3 2 -
иметь функцию только от одной 
переменной, то мы должны выразить одну какую-либо из пе
ременных через другую. 

Пусть стороны прямоугольника будут х и z (рис. 32). Так как данная 
длина забора равна 4 км, то 

2X + Z — 4, . 
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Отгороженная площадь у = х • z; если подставить 4 — 2х в это выра 
жение вместо z, то получим у = х (4 — 2х) = — 2х* -f- 4дг. Знак коэффициента 
при* 2—отрицательный, а поэтому функция у будет иметь наибольшее значение 

при . v = J T = • = 1, ибо а~ — 2 и i — 4 . 
2а — 4 

2л- - I - г = : 4; 2 -f - z = 4 или z = 2. 

Размеры прямоугольника таковы: 1 км на 2 кл<. 
Площадь прямоугольника равна 2 ив. K . M . 

178. Графическое решение задачи п° 177. 
ч = - 2*2 - f 4* (рис. 33). 

Так как а = — 2, график ее имеет вершину, обращенную кверху. 
Находим положение вершины графика при помощи равенств: 

Ь _ 4 . , 1 6 - 0 
2я 2 ( - 2) •8 

- 2 . 

Располагаем начало координат в точке, отстоящей от вершины гра
фика у — ж3 на 1 единицу влево (т. е. в отрицательном направлении 
по оси X) и на 2 единицы вниз (в отрицательном направлении по 
оси У) Единица измерения для оси Y отличается от таковой для 

оси X, так как а = —-2 
I 1L ._ ___ . и числа на оси Y полу

чены в результате умно
жения первоначальных 
значений у на 2. 

Любая точка графика 
выражает площадь, заклю
ченную между забором 
длиною в 4 км и стеной. 
Точки Рг(хх, yi) и Ръ(х2,у2) 
соответствуют двум по
добным площадям. Од
нако, очевидно, что мак
симум площади выражает
ся ординатой вершины 
графика, имеющей коор
динаты (А, к). 

Su 
•а 

длины 
Рис. 33. 

Необходимо иметь в виду, что значение функции, показы
ваемое ординатами, не имеет никакого отношения к площади, 
находящейся под кривой. Площадь, ограничиваемая кривой, 
будет рассмотрена далее. Мы даем переменной некоторое 
значение ха; при этом длина ординаты в этой точке выражает 
значение у (х0) для данного частного значения х. Из гра
фика легко заметить, как изменяется величина функции в за
висимости от различных значений х, 

179. Задача. Три улицы, пересекаясь, образуют трехугольный участок 
ABC, Длина стороны ВС равна 180 м; точка А находится на расстоянии 
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90 м от ВС. На указанном участке должно быть построено прямоугольное 
здание с фасадом, расположенным вдоль ВС. Каковы должны быть размеры 
здания, чтобы оно занимало наибольшую площадь? 

Площадь, занимаемая зданием, может изменяться в зависимости от 
длины его сторон. Она есть функция этих сторон. 

Пусть х и z обозначают длину сторон. Тогда площадь 

у = xz 

Чтобы выразить у только через одну переменную, мы должны вторую 
из переменных выразить через первую. Д ABC vi /\AMN подобны. Отсюда 

MN LA 
ВС 

откуда 
DA*** Ï 8 Ï Ï 

90 
90 

• + 90. 

Подставляя это значение z в выра
жение у, получим 

"2 у — — •90л: + 0. Рис. 34. 

Функция у = у - + 90л; имеет максимум при х = — т. е. 

90 

-Чт) 
= 90. 

Е С Л И X ~ 90, T O Z : 90 — ~ 90 = . 4 5 . 

Наибольшая величина площади, занимаемой вданием, поэтому, равняется 
произведению 90 X 45, то есть 4050 ко. м. 

1 
У, 

•% 

1 

Рис. 35. 

Эту задачу можно решить графически тем же самым спо
собом, что и предыдущую. 
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180. Следующий способ весьма удобен для построения 
графика параболы. 

Возьмем некоторое значение л", например хх, и найдем 
соответствующее ему значение у, скажем ух. 

Построим прямоугольник, как это показано на рис. 35, 
употребляя в случае 1 ух как одну из его сторон, а 2дг, — как 
другую. В случае 2 употребляем -\ в качестве стороны пря
моугольника, параллельной оси параболы, а 2 ух— в качестве 
другой его стороны. 

Разделим хх и ух на равное число частей. Точки пересе
чений параллельных прямых и диагоналей, как это -показано 
на рис. 35, являются точками кривой. 

Проведем кривую через эти точки (см. п° .755). 
181. Квадратные уравнения. Аналитический • способ ре

шения. Для решения квадратного уравнения, т. е. для опре
деления значений неизвестных, удовлетворяющих уравнению, 
следует поступать так: 

1) Привести к общему виду [3] 

2) Если возможно, то разложить уравнение на множители. 
3) Если трудно найти множители, то следует решать по

средством дополнения до квадрата или по формуле. 
4) Проверить результаты, отбрасывая при этом посторон

ние корни, полученные во время приведения к общему виду. 
Кроме того необходимо учесть потерянные (при делении) 
корни. 

Пример 1. Найти корни уравнения 

3*2 = 10* - 3. 

Приводя уравнение к общему виду а* 2 + Ьх -| - с == 0, имеем: 

3*2 — 10* -f- 3 = 0. 

Разлагаем уравнение на множители 

( * - 3 ) ( 3 * — 1 ) = 0, 
откуда 

* — 3 = 0 или Зд- — 1 == 0, 
т. е. 

х = 5 или -у. 

Пример 2. Решить уравнение 

* 2 - г б * = —5 
посредством дополнения до квадрата. 
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Прибавляем к обеим частям уравнения 9, тогда: 
x'i + Ьх + 9 = 4 

О +• 3)2 = 4. 

Извлекая корень квадратный из обеих частей уравнения имеем: 
.V + 3 = ± 2. 

л' = — 3 — 2 или — 3 ~|~ 2 = — 5 или — 1. 
Пример 3. Найти корни уравнения 

9*2 + 3 0 * = — 9 . 
Дополним до квадрата 

9л а + 30* + 25 = 16. 

Чтобы определить величину, которую следует прибавить 
к обеим частям уравнения для получения полного квадрата, 
обратите коэффициент при х2 в полный квадрат. Тогда число, 
которое необходимо прибавить к трехчлену, получится деле
нием половины коэффициента при х на корень квадратный из 
коэффициента при х2 и возвышением частного в квадрат. 

/ _ 6 _ V Ё. 

1 

причем а обращено в точный квадрат. 
182. Квадратные уравнения. Индийский способ решения. 

Решим общее уравнение [3]: 
a * a 4 - Ä * 4 - c = 0 . (1) 

Перенося с, имеем: 
ах'*-УЪх=—с. (2) 

Умножаем (2) на 4а, тогда 
4 а 2 л : 2 4 - 4 а 6 х = — 4ас. 

Дополняем левую часть уравнения до квадрата, для чего 
прибавляем к обеим частям величину bh 

4a*x*-{-4abx-\-№ = № — 4 ас. 
Извлекая из обеих частей квадратный корень, имеем 

2ах-\-Ь = ±У~№— 4 а с 
А : ± : / Т ^ 4 а с 
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Таким образом, если квадратное уравнение представлено 
в общей форме (1), то, перенося постоянный член с в правую 
часть [см. ур-ние (2)] и дополняя до квадрата, можно избе
жать появления дробей. Для этого умножаем все члены 
на учетверенный коэффициент при л-2, а затем прибавляем 
к обеим частям равенства квадрат коэффициента при х в за
данном уравнении. 

Описанный способ дополнения до квадрата называется 
индийским.. 

183. Квадратные уравнения. Решение посредством фор
мул. Всякое квадратное уравнение с одной неизвестной, выра
женное в явной ф рме, можно привести к виду ах%-\-Ьх-\-
—j— с == 0 [3], в котором а—-положительное, а Ь и с могут быть 
положительными или отрицательными. 

Корни такого уравнения можно найти по формуле 

— Ô 4 - V А2 — 4 ас — б — ] / 6 - — 4 а с 

[ 6 ] X l = = _ _ _ ^ и _ . 
Исследование указанных значений х покажет, что характер 

корней, т. е. являются ли они действительными, мнимыми, 
рациональными или иррациональными, определяется тем, ока
жется ли величина У б 2-—4ас величиной действительной, 
мнимой, рациональной или иррациональной (см. п° 175). 

Всякое квадратное уравнение вида axz -\- Ьх -|- с = 0 может 
быть приведено делением на коэффициент при х2 к форме 
[ 7 ] x*-\~px + q = 0, 

корни которого, найденные непосредственным решением, равны 

181 V ~ —Р + Ур' — ^Я м „ _ — р — W — 4 ? 
L°J * i — 2 и Л 2 — "2 " 

Сумма корней: 

[ 9 ] xx-\-x2^~S-= —р. 

Произведение корней: 

х \ х % 
[Ю] V . у . = Р ' — f r " — . 4 ? ) . 

4 v * 
Отсюда вытекает правило: 
Сумма корней квадратного уравнения вида х 2 ~\-рх -\-q-0 

равна коэффициенту при х, взятому с обратным знакам, 
а произведение корней равно постоянному члену. 

file://-/-q-0
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184. Нам уже известно, что если две кривые не пере
секаются, то значения х и g, удовлетворяющие уравнениям 
их, будут мнимыми. С другой стороны, если корни квадрат
ного уравнения мнимые, то величина Ь2— 4 ас — отрицательная. 
Поэтому, чтобы решить, пересекаются ли прямая и кривая 
второго порядка, следует решить их уравнения совместно. 
Исключить у и выяснить, не является ли дискриминант полу
ченного квадратного уравнения отрицательным. 

Пример. Определить, пересекается ли прямая у = 2х + 12 с окруж
ностью -V 2 -f- у'1 = 25. 

Исключая у, имеем: 
* 2 + ( 2 * + 1 2 ) а = 25 

5 * 2 - f - 4 8 * + 1 1 9 = О 

0 з _ 4 ас = (483) _ 4 • (5) (119) = - 76. 

Значение дискриминанта б 3 — 4 ас отрицательное, следовательно линии 
не пересекаются. 

185. Составление квадратного уравнения. Обозначим 
заданные корни через гг и г2. Как указано в п° 183, сумма 
корней квадратного уравнения вида л 2 +- рх - j - q = О, 

fi 4 - г а = — р, 
а произведение 

Va = g ; 

поэтому, подставляя в общее уравнение — {i\-\-r%) вместо р, 
и /-]/-2 вместо 9, будем иметь 

X2 ( Г Г 4 - /-2) X +- = 0. 
Раскрывая скобки, находим: 

лг2 —• ггх — г2х 4г гхг% = 0. 
Разлагая на множители, получим: 

(* — ^ Х * —'•а) = 0 -

Таким образом для составления квадратного уравнения 
по заданным корням следует вычесть каждый из них из х, 
а затем приравнять произведение разностей нулю. 

186. Разложение многочленов второй степени на множи
тели. Рассмотрим общую форму трехчлена второй степени: 

a t 2 4 - 6 * 4 - с [3]. 

Выражение л : а 4- ^- х 4 - обращается в нуль, если (х — гх) 

является его множителем и x = rlt 
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ал 2 -4- блг -(- с = а 2а 

Правая часть последнего выражения представляет собой 
разность квадратов двух количеств, поэтому многочлен можно 
представить в виде такого произведения: 

Характер множителей зависит от величины выражения 
Ь% — 4ас, а именно: 

Кроме того значение л- = г 2 также обращает указанное 
выражение в нуль. 

Вследствие сказанного, если гг и Го суть корни квадрат
ного уравнения 

' а а 

то многочлен, стоящий в левой части, разлагается на мно
жители. 

о(х — гг)(х — г.2). 
Пример. Найти множители выражения 

5А-2 - 7А — 22. 
Имеем: 

5л-з - 7А - 22 = 5 (*-' - 1,4 л- - 4,4). 

Решая уравнение 
А - 2 - 1,4А - 4 , 4 = 0, 

находим 
А 2 - 1 , 4 * + (0,7Г- = 4,89 

х — 0 , 7 = Иг 2,211 

А = 2,911 или - 1 , 5 1 1 . 
Поэтому З а д а н н о е выражение разлагается так: 

5 ( А - 2 , 9 1 1 ) ( А + 1,511). 
Рассмотрим самое общее выражение второго порядка 

ах'2 А- Ьх + с — а\ л-2 +• — х-\- — ) — V ' а а ) 

Т 1 а- ^ 4а 2 ' а 4а 2 ) 
или иначе 

— 4ас \ 2 
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Если è'J — Аас представляет собой полный квадрат, то 
множители рациональны. 

Если б 2 —Лас не представляет собой полного квадрата, 
но является величиной положительной, то данное выражение 
можно разложить на множители и численное значение их 
может быть найдено с какой угодно степенью точности. 

Если Ь" — Аас отрицательное, то множители могут быть 
выражены только при помощи комплексных чисел. 

Если б 2 —Аас равно нулю, то данное выражение само 
является полным квадратом. 

Пример. Найти множители выражения 
SV* - f 13л: — 22. 

Имеем: 
8 (л-а + 1 , 6 2 5 х — -2,75) = 8 [x* + 1,625 х + (0,8125)2 _ 2,75 - (0,8125)2] 

= 8 [(* + 0,8125)2 - 3 , 4 1 0 ] 
= 8 t(.v + 0,8125)-' - 1,8472] 
= 8 {х + 2,659) (л: - 1 , 0 3 5 ) . 

Таким образом, искомые множители суть: 

х + 2 , 6 5 9 и л: —1,035. 

187. Задачи на составление квадратных уравнений. 
Задача 1. Группа лиц взяла на прокат спортивные сани, заплатив 12 руб. 

Так как трое из этой группы не могли внести свою часть платы, то осталь
ным пришлось заплатить на 20 коп. больше. Сколько человек было в группе? 

Обозначим через х число лиц в группе. 
Тогда число лиц, внесших евою часть платы, будет х—3. 

12 , „ 
•—' —число рублей, которые должен внести каждый; 
1*2 , . у — число рублей, внесенное каждым из заплативших. 

Отсюда 
1 2 1 1 2 / on 1

 л \ - г- (заметим, что 20 копеек составляют руб.). 
X — О и X О 

Решая это уравнение, находим 
х= 15 или—12. 

Второе значение л: очевидно не имеет смысла, так как число лиц, уча
ствовавших в найме, не может быть отрицательным. 

Задача 2. Резервуар наполняется при помощи двух труб в 24 минуты. 
Если бы действовала только меньшая труба, то для наполнения резервуара 
потребовалось бы на 20 мин. больше, чем если бы действовала только 
большая труба. Определить, во сколько времени был бы наполнен резер
вуар при действии каждой из труб в отдельности. 

Обозначим через .v число минут, нужное для наполнения резервуара 
большой трубой; тогда меньшая труба должна действовать х + 20 минут. 
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Так как 

— часть резервуара, наполняемая большой трубой в 1 мин., 

~ часть резервуара, наполняемая обеими трубами при одновремен

ном действии их, 

T^prjQ — ч а с т ь резервуара, наполняемая меньшей трубой в 1 мин., 

то имеем 

х г * + 20 24 
Решая это уравнение, находим: 

х = 40 или —12. 

188. Уравнения, приводимые к квадратным. Уравнение, 
содержащее только две степени неизвестной, причем показа
тель одной из них вдвое больше показателя другой, как 
например уравнение 

[S2] ахаа + Ьхп-\-с = 0 
(где n—-любое число), может быть приведено к квадратному. 

Пример 1. Найти значения х из уравнения 
—13*3 + 36 = 0. 

Разлагая на множители, получим 
( * а _ 4 ) (*8 — 9) = 0. 

Отсюда 
*2 —4 = 0 или * 2 — 9 = 0, 

* = ± . 2 или * = ± 3 . 
Пример 2. Найти значения * из уравнения 

* * - * * = 12. 

Положим ЛД = р, тогда х^ — pä, 
pi - / , = 12. 

Разлагая на множители, имеем: 
(р + 3) (р-4)=0, 

откуда 
р— — 3 или р = 4. 

Произведя подстановку, получим 
х1 = — 3 или х^ = 4, 

откуда 
* = 81 или х = 256. 

Пример 3. Найти значения * из уравнения 

д ^ - 4* 5** = 0, 
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х- • 4 .Н- У*3 — 4А- — 21 = 63. 
Вычитая 21 из обеих частей уравнения, получим 

*а — 4л: — 21 -f- У > — 4А — 21 = 42. 
Положим р- = А 2 — 4 * — 2 1 . При такой замене данное уравнение полу

чает вид 
/>Ч-/> — 42 = 0 . 

Решая последнее уравнение, получим: 

( 0 = Y A 2 - 4 А - 2 1 = 6, р = - 7 . 

Продолжая решение, имеем: 
А = 9,81, А = — 5,81 (для р = 6). 

189. Пример, Найти корни уравнения 
xi _|_ 4л.з — 8А - f 3 = 0. 

Извлекаем корень квадратный 
^ + 4*» ~ 8* 4 - 3 | А 2 + 2А - 2 

2А 2 + 2А 4А-З 
4АЗ 4- 4АЗ 

- 2 - 4 А 2 - 8 А + 3 
— 4А 3 — 8А 4-4 " 

- 1 
Так как левой части данного уравнения недостает 1 до полного ква

драта, последний может быть получен посредством прибавления 1 к каждой 
части уравнения, в результате чего оно примет следующий вид: 

xi 4 . 4 * 3 8 А 4- 4 = 1. 

J ) Корень р— — 1 отброшен по той причине, что под У А понимается 
его арифметическое значение. 

Положим л'-' = р. Тогда 
ä 

х1 = р^, а х — р\ 
Произведя соответствующую подстановку в данное уравнение, получим 

рЬ 4 р 2 _ 5/> = 0. 

Разлагаем на множители: 
, , ( / , » - 4 р - 5) = 0, 

откуда 

р = 0, или />а —4/>—5 = ^ — 5 ) (/> + 1 ) = 0 . 

Отсюда /0 = 5, 
а П 0 Т 0 М У *« = 0 или 5; 

отсюда .V = 0 или 25 *). 
Пример 4. Найти значения х из уравнения 
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• + 1 
:4 . 

Первый член левой части представляет собою величину, обратную вто

рому. Обозначим первый член через р, а второй — через ; при этом 

1 Р 

наше уравнение получит вид: р + = 4, или р 2 — 4р = — 1. 

Прибавляя 4 к обеим частям последнего равенства, имеем: 

р 2 - 4р + 4 = 3 или [р - 2 ) 2 = 3, 

V - 2 = ± / 3 7 
следовательно 

я = 2 ± УЗ = 3,44, или 1,56 
V 3 

= 3,44, . V + 1 

Л"3 

: 1,56. 

Х+ 1 

Решаем два последних квадратных уравнения и находим значения л. 
Пример 2. Решите уравнение 

*2 = 9 + ч Л ^ Г з . 
Примем радикал за неизвестную. Прибавляя —3 к обеим частям дан

ного равенства и перенося радикал в левую его часть, получим: 

д.2 _ 3 _ у / Г з = 6 . 

этому уравнению можно легко придать более простой вид. 
Радикал можно заменить через подстановку z — У"яа —- 3, в результате 

чего получим z 2 — z — 6. 

Извлекая квадратный корень, имеем 
* з + ' * - - 2 = ± 1 . 

Поэтому 
x'i + 2х - 3 = 0, х3 -f- 2* — 1 = 0. 

Решая, получим 
х = 1, - 3, - 1 =t / 2 . 

З а м е ч а н и е . Данная задача также может быть решена посредством 
прибавления 4х'г, таким образом: 

лл + 4 л . з _|_ 4*2 _ 4*2 _ 8 л . - f 3 0, 
откуда 

(л-2 + 2*) 2 - 4 (л:3 + 2л-) + 3 = 0. 

Затем последнее уравнение разлагаем на множители. 
Для упрощения решения данной задачи можно также применить теорему 

о разложении на множители (п° 186). 
190. Пример 1. Найти корни уравнения 

л:3 . х + 1 
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Пример 3. Решить уравнение хА -{- х'л — 4л:5 -f- х -|- 1 = 0. 
Разделив на х1, получим 

^ + * _ 4 + JL + J _ . = 0, 

•л. 

Приведем последнее выражение к форме квадратного уравнения посред
ством прибавления 2 к обеим частям равенства: 

Положив и = х -) , имеем! 

U ä - j - « •= б, 

и = 2 или — 3 , т. е. .г -(- —• = 2 или — 3 . 

191..Графический способ Эвклида для определения кор
ней квадратного уравнения. Если из точки вне окружности 
провести две прямые, пересекающие ее, то площади прямо
угольников, построенных на секущих и их внешних частях, 
равны друг другу (Эвклид, III, 
31). 

На рис. 36: OA Х-ОЕ = 
OD X OQ. 

Для того чтобы ' применить 
изложенную теорему к определе
нию корней квадратного уравне- < 
ния ах- -f- Ьх -\- с — О, прежде все
го приводим его к следующей 
форме: 

о I b с 

х- Ч л- = , 
1 а а или 

+ х 1. 

От точки пересечения осей ОХ и OY (оси расположены 
не обязательно под прямым углом друг к другу) (рис. 37) 
откладываем в положительном направлении вдоль оси OY 

С 
отрезок OA, равный единице, и ОЕ, равный — . Тогда, со-
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гласно приведенной теореме, отрезок OD равняется х, a OQ 

равняется^ — — х . Величина этих отрезков не может 

быть найдена непосредственно, но лишь после определения 
координат центра ок
ружности. 

Точки D и Q пред
ставляют собою точки 
пересечения окружно
сти с осью X. Поло
жим DK—KQ. Тогда 

OQ—OD 
2 

OQ 

+ OD 

OD OK, 

Г ? 
I \ГР-40С Vo ? _4oci 

•"" 2а ' ' *° "*! 
1 
] 

-*,-4bö)-
Рис. 37. 

или 

2 

'2а 
ОК. 

Величина 2 а и таким образом, представляет собою 
абсциссу х центра окружности. Легко заметить, что орди-

с —г- а 
ната # есть ^ • . Если координатные оси взаимно перпен

дикулярны, радиус окружности можно найти из прямоуголь-
ного треугольника ECK; его величина / • = • ~2а ' 
прямоугольных треугольников DCK и KCQ следует, что 

I/o-1 — 4 ас 

Из 

DK^KQ 
2а 

Легко видеть, что окружность, расположенная указанным 
образом относительно координатных осей, полностью удовле 
творяет всем условиям нашей теоремы. Необходимо иметь 
в виду, что указанная окружность не представляет собою 
графика квадратной функции, она лишь применяется как 
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2а/ 2а 

b~yW^l~a~c 
2а 

* - » * + в д - ( - с ) - г ) Л ^ -
— fe-f. У№ — Аас 

2а 

192. Рассмотрим следующие пять случаев: 

С л у ч а й 1. Если величины {—~\ и обе поло-
' \ 2а j 2а 

жительны, а радиус окружности больше, чем ордината цен-
сА~а у ура у , равная -, то окружность должна пересекать ось Л , 

и в этом случае л: имеет действительные и положительные 
значения, как например на .рис. 38а, т. е. 

y > - t - ( c — а) 2 ^ e-j-a 
2а ^ 2а ' 

/ Л 2 -f-(c —af > с + а. 

Возвышая. Ï квадрат, имеем 
62 _J_ ( С А ) 2 > ( С - J -

A 2 _ | _ c a _ 2 a C - J - a 2 > c 2 _ j _ 2 a c - f а 2 

или 
б 2 —4ас > 0 . 

Вычисление радиуса не необходимо. Во всех случаях 
окружность должна проходить через точку (0, 1), лежащую на 
оси Y. 

После того как положение центра определено, проводят 
циркулем окружность радиуса С А. 

Решим уравнение ж2 — 6А\4-5 = 0. 

а = 1, 6 = — б, с = 5 
10 Справочник для инженера. 

вспомогательное средство для геометрического решения ква
дратного уравнения. 

Из р и с 37 можно определить хх и л- 2. 
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'2а 
— б 

2 X 1 

с 4 - а 5 4 - 1 _ 

= 3 

2а 2 X 1 
На рис. 38 а центр окружности находится в точке (3,3) 

Описываем из него радиусом CA дугу, которая пересечет 

- / а 
1 

С 

( - f(3,3) 

^ - 4 L 3 

(-4 42) 

Ю - 9 , - 8 -7 -В - 5 - 4 - 3 - 2 

2-

4 
34 

Г -

т 
о к 

Рис. 38. 

ось X в точках 1 и 5. Эти значения х = 1 и х = 5 являются 
корнями уравнения х2 — 6х -|- 5 = 0. 

С л у ч а й 2. Если выражение ^ — о т р и ц а т е л ь н о е и 
с—\~а I Ь \ 

2^положительное , то отрезок I — проводим в отрица-

сА~ а 
тельном направлении, а — ^ в положительном. 
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Решим уравнение Зл:2 4 - 28х 4 - 9 = 0. 

2а) б 3 * 

с 4 - а _ 9 4 - 3 
2а 2 X 3 2. 

Из центра ^ - — 4 - ~ - , 2 J проводим радиусом CA (рис. 386) 

дугу, которая пересечет ось Хв точках — и — 9 . Этизна-

чения л : = — - g - и х = — У являются корнями уравнения 

Зх 2 4 - 2 8 А - 4 - 9 = 0. 

С л у ч а й 3. Если величины | — и - С ^ а — отрица» 

тельные, откладываем отрезки, выражающие обе координаты 
центра, в отрицательном направлении, как на рис. 38с, кото
рый дает решение уравнения 2х'г 4 - 9х — 5 = 0. Корни его 

х и х= •—-5. 

С л у ч а й 4- Если величина | — ~ j — п о л о ж и т е л ь н а я и 

с Ar а ' , I Ь \ 
отрицательная, откладываем отрезок, равный I —-jj^r 

с А- а 
в положительном направлении, а — ~ — в отрицательном. 

В этом случае один корень уравнения будет положитель
ный, другой—отрицательный. 

С л у ч а й 5. Если окружность не пересекает оси X, как 
это показано на рис. 38с/, то корни мнимые. Действительная 
часть корня выражается отрезком OK, а величина мнимой 
части — отрезком KT; точка Т есть точка касания прямой KT 
к нашей окружности. Величина 

К Т — 2 а 
10* 
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193. Другое графическое решение квадратного уравне
ния (упрощенный способ). Пусть мы имеем систему двух 
уравнений такого вида: 

У = х* (1) 
Ьх с ... 

a = — I г • w 

Мы знаем, что значения координат, удовлетворяющие оба 
уравнения, соответствуют точкам пересечения двух кривых, 
выраженных ур-ниями (1) и (2). 

Поэтому, абсциссы этих точек представляют собою такие 
значения х, которые удовлетворяют обоим уравнениям. Так 

как в указанных точках оба уравнения 
имеют одинаковые у, то правые их 
части равны друг другу, т. е. 

Ьх с с 
а 

или 
ал-2 --[- bx - f с = 0. 

Последнее выражение есть общая 
форма квадратного уравнения [3]. 

Мы можем, поэтому, заменить ур-
ние (3) системой ур-ний (1) и (2), 
что дает нам простои способ графиче
ского решения общего квадратного 
уравнения. 

Д л я этого необходимо только иметь 
под рукой несколько синек с тща-

Рис. 39. тельно -вычерченным графиком у — х2. 
• Так как график ур-ния (2) есть пря

мая линия, то точки пересечения ее с кривой ур-ния (1) дают 
корни данного квадратного уравнения. 

В случае применения этого способа, следует переносить 
все члены уравнения, кроме х 2 , в правую сторону равенства 
и получившуюся при этом правую часть его надо рассматривать 
в отдельности как уравнение прямой линии. 

Если прямая линия касается кривой, корни равны друг' 
Другу. 

Если прямая линия и кривая не пересекаются, корни мни
мые, так как отсутствие пересечения указывает на то обстоя* 
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тельство, что не существует таких значений л-, которые удо
влетворяли бы обоим уравнениям. 

Пример. Решить графически уравнение 

*а — 2х — 8 = 0. 

Значения х, удовлетворяющие системе 

f # = 2* + 8 
1 </ = * 2 

удовлетворяют также данному уравнению. 
Построив графики у = .г2 и у = 2дг —(— 8, мы получаем абсциссы точек 

их пересечения : л - = — 2 и л: = 4 (рис. 39). 
Таким образом, корни уравнения * 2 — 2х — 8 = 0 равны: х= — 2 , 

х — 4. 

194. Изложенный способ можно представить несколько 
иначе. Данное квадратное уравнение разбиваем на два урав
нения следующим образом. В уравнении Зл-2-f-4л: = 20 по
лагаем у = л-2. Если это значение л-2 подставить в первоначаль
ное уравнение, то оно примет вид Зг/ -|- 4лг == 20; теперь 
у нас есть система двух уравнений: 3^-J-4x = 20 и у — х*, 
которую можем решить на основании изложенного в 
п° 193. 

195. Квадратные уравнения с иррациональными кор
нями. Обыкновенно в технических расчетах встречаются 
квадратные уравнения с иррациональными корнями. Изла
гаемый ниже метод позволяет находить значения таких кор
ней с большей степенью точности, чем это возможно при 
помощи графика. Решение получается здесь при помощи комби
нирования алгебраического и графического методов: график 
квадратного уравнения получают из графика функции у — х% 
так, как это было объяснено выше, причем значения корней 
определяются полученным графиком. В полученные значения 
корней следует внести небольшие поправки Лх и 1ц, которые 
определяются таким путем: в первоначальное уравнение под
ставляют вместо неизвестного найденное графически его зна
чение плюс поправка. Таким образом, получим новые квад
ратные уравнения, содержащие неизвестные hx и /г2. Так как 
их члены второго порядка весьма малы, то их можно от
бросить, в результате чего получаются простые линейные 
функции hx и А,2, позволяющие легко найти величину этих 
поправок. 

Изложенный метод поясним примером. 
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Пример, Найти корни уравнения 2х 2 — 9л:-j-6 = 0. 

а = 2, Ь— - 9, с = 6. 
— 9 

62-

2а 

- 4яс 

- = — 2 

4а 

2 X 2 

8 1 - 4 X 2 X 6 1 
4 X 1 8 

График функции# = 2л-2 — 9х + 6, представленный на рис. 40, 

получим из кривой и = л 2 , взяв начало в точке ^ — 2 - i - , 4 . 

Рассмотрение графи
ка дает приближен
ные значения корней 

л: = 0,8 и л - = 3,7. 

Положим, Лц есть 
поправка к первому 
указанному корню; 
тогда 

яг = 0,8 + A i . 

П о д с т а в л я е м 
0,8 + 1ц в данное 
у р а в н е н и е 2л:2 — 
— 9х + 6 0 вме
сто л:; отбрасываем 
член второй степени 
А,2, так как он весь
ма незначителен по 
величине. 

Тогда имеем 
1,28 

Рис. 4G. 

• 3 ^ — 7,2- -9АХ + 6 = 0 

5,8 Ах = 0,08 

hx = 0,014. 

Итак, л: = 0 , 8 + 0,014 = 0,814 есть значение корня с вне
сенной поправкой и вычисленное с точностью до третьего 
знака. Во второе приближенное значение корня вносится 
поправка таким же самым путем при помощи подстановки 
л- = 3,7 + А2. 
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Подстановка 3,7- | -Л 2 в данное уравнение вместо х, как 
и ранее, дает 

27,38 + 14,8Л2 — 33,3 — 9h + 6 = О 
5 ,8А 2 = —0,08 

Л2 = —0,013. 
Итак, 

* = 3,7 " 0 , 0 1 3 = 3,687 

есть значение корня с внесенной в него поправкой. 
Знак минус указывает на то, что значение корня 3,7, 

полученное из графика, слишком велико и должно быть умень
шено на 0,013. 

Изложенный метод дает достаточно точные для практи
ческих целей результаты. Конечно, можно внести вторичную 
поправку; для втого нужно со значениями корня х — 0,814 и 
х = 3,687 повторить изложенные выше действия, в результате 
чего можно получить значения корней с точностью до пятого 
или шестого десятичного знака. 

Этот метод может быть также применен для системы 
квадратных или кубических уравнений, а также для любых 
задач, которые решаются графическим способом. 

Глава VIL 

НЕЯВНЫЕ КВАДРАТНЫЕ ФУНКЦИИ И ИХ ГРАФИКИ. СИСТЕМЫ 
КВАДРАТНЫХ УРАВНЕНИЙ. 

196. Неявные функции. Выражение 
[13] Ах*-гВху + Су*-]-ихАгЕу~]-Г^0 

есть общая форма квадратного уравнения с неизвестными х 
и у. Из него видно, что у есть какая-то функция от х, причем 
самый вид функции нам неизвестен. 

В таких случаях говорят, что у есть неявная функция 
от х. 

Поставим себе задачу получить общее представление 
о кривых, соответствующих уравнениям указанного вида, 
а также соотношениям между членами уравнения и их коэф
фициентами. 

Причины существования таких соотношений, а также вывод 
их, будут рассмотрены далее, в отделе, посвященном аналити
ческой геометрии. 
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[14] Ах*АгЕу = 0 

![15] t y + A* = 0 

,[16] Ax*ArEy [-F^O 

{17} Су*4- Dx \-F^0 

[18] Ax*-\-Cg*-[-F=0. 

Перенося, в ур-нии [14], член Еу и разделив на Е, получим: 

у —- , 

что соответствует уравнению у = ах9', в котором 
_ _ А 

Этот случай уже был рассмотрен в п° 170. Напомним, что 
указанное уравнение соответствует параболе, осью симметрии 

Цель введения их здесь — помочь установлению связи 
между аналитическим и графическим способами решения 
вопросов. 

Вообще говоря, наличие членов с неизвестными в первой 
степени указывает на то, что координатные оси кривой, со
ответствующие кривой, выражаемой членами второй степени 
и постоянной, были перенесены. Член Dx указывает на пере
движение кривой в направлении оси X, а члены Су—в напра
вления оси У", присутствие же и того и другого в ур-нии [13] 
указывает на передвижение кривой в обоих направлениях. 
Заметим впрочем, что из этого правила имеются исключения 
(см. пп° 169 и 197). 

Член Вху указывает на поворот кривой на некоторый 
угол относительно координатных осей. 

Величины и знаки коэффициентов остальных членов 
ур-ния [13] (а также свободного члена) определяют форму 
и характер кривой. 

Особое свойство неявной функции, имеющей вид 
Ах* А- Вху + Су- - f Dx А~ Еу + F = О, 

заключается в том, что у является двузначной функцией х, 
ибо каждому частному значению х соответствуют два значе
ния у при условии, что СфО. 

Рассмотрим простейшие случаи общего уравнения, а именно: 
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которой служит ось Y (рис. 41). Парабола обращена верши
ной вниз, если а положительно, и вершиной вверх, если 
а отрицательно. Таким образом, при разных знаках у Л и 
Е и следовательно при а положительном кривая обращена 
вершиной вниз. 

В ур-нии [15] условия аналогичны предыдущим с той лишь 
разницей, что х и у поставлены одно вместо другого, причем 
осью симметрии параболы является ось Х-

Ур-ние [15J приводится к виду 
х = ау\ 

так как переносом члена Су2 и делением на D получаем 

х = ~р у*; 

С 

Рассуждая точно таким же образом, как и ранее, видим, 
что если С a D имеют одинаковые знаки, то вершина пара-

У 

\ / 
ч / 

\ / 

0 

(6} 

Рис. 41. 

болы направлена в сторону положительных - Я-ов, а если 
разные, то вершина направлена в сторону отрицательных 
л-ов. 

Ax*~rEy-T-F=0 ]16J 

получается из общего уравнения, если В, С vi D равны нулю. 

Cy*-]~Dx-T-F=0 [17] 
получается из общего уравнения, если А, В и Е равны нулю 
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Если А~СфО и -— — величина отрицательная, то ур-ние 
/л. 

[18] можно представить так 
[19] х*фу*^а0-. 

Так как мы знаем, что между сторонами прямоугольного 
треугольника существует соотношение (рис. 42) 

то л - 2-] г/2 равно квадрату расстояния точки Р от начала ко
ординат. Иначе говоря, равенство х^фу"* = aß указывает, что 
точка Р (х, у) находится в постоянном расстоянии от начала 

У У \ 

1 0 
X 1 

Рис. 42. Рис. 43. 

координат, равном а единиц и что следовательно кривая пред
ставляет собой окружность радиуса а с центром, расположен
ным в начале координат. 

198. Если А = СфО, уравнение Ах*фQ/2-|-F= 0 может 
быть представлено в виде 

[20] ^ + у = _ £ . 

Ур-ния [17] и [16] могут быть преобразованы к явной форме 
у — ах* и х = ау2 и изображены по способу, указанному в п° 170. 

197. Уравнения вида Ах2 -f- Су'2-]- F — 0. Если каждый из 
коэффициентов В, D и Е равен нулю, то общее уравнение [15] 
принимает вид 
[18] Ах* + Cif-Ar F=0. 
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При ^—-^j положительном график представляет собой 

( F \ 
окружность; если же у — — j — отрицательно, то графика не су
ществует. Если F*=0, то мы получим вместо окружности 
точку в начале координат. 

Окружность можно применять для графического решения 
системы уравнений, как это видно из нижеследующего при
мера. 

Пример. Найти значения х, удовлетворяющие уравнениям 

= 25 

л — 7у + 25 = 0. 

Начертим окружность, соответствующую уравнению Л ' 2 - f - ^ 2 = 25, и 
прямую, соответствующую уравнению х — 1у -f- 25 = 0. Точки пересечения 
их — единственные, координаты которых удовлетворяют обоим уравнениям, 

Абсциссы этих точек дают значения х, для которых данные уравнения 
справедливы. 

199. Если график функции представляет собой окруж

ность, член — ^ должен быть положительным. Тогда радиус 

/—F 
окружности равен I / — В с я к о е значение х, большее по 
численной величине, делает у мнимым, так как у а = 

F 
— — х"1. В самом деле, при всех значениях неизвестных х 
и у величины х2 и г/й — положительные, следовательно при х1*, 

F 
большем —, у" будет отрицательным, что невозможно, ибо 
у — число действительное. В справедливости сказанного можно 
убедиться, рассматривая график функции. Всякое значение х, 

делающее - Y 2 большим чем | —^j-j , будет соответствовать 

точке, лежащей вне круга. Таким образом следует брать 
Г—F 

только те значения х, которые численно меньше I / — — . 



756" Неявные квадратные функции и их графики 

F 
ГДЕ-.— -д — величина положительная, или 

[22] з?-\-п*у* = а*% 

где 

[23] « = 
и 

[24] 

Уравнение х 2 - ] - п 2 у 2 = а 2 соответствует эллипсу и может 
быть написано в виде 

У 

Точно так же уравнение окружности х^-\-у2 — а- может 
быть написано и так: 

У У а 2 

Сравнение значений у, т. е. ординат, показывает, что 
_1_ 

ординаты эллипса п 1 , ^ , Г А , ^ 
ординаты круга 1 / Ç~ ' V C ' ' 

V ~Ä~ 
Отношение ординат эллипса 4лг2 -f- 9//2 = 25 к ординатам 

25 
кругал 2 -]-з/ 2 ==-|- (рис. 44) равно 

т. е. ординаты эллипса равняются двум третям соответствую
щих ординат окружности радиуса 

•—-- или единицы. 

"200. Если А и С неравны между собой, то уравнение 
Ах- -(- Су2 -|- F= 0 принимает вид 

[21] д . + | ^ - . - _ | , 
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тг 2 
Для того чтобы уменьшить ординаты окружности в -

раза, можно применить циркуль для пропорционального деле
ния (см. п° 83), установленный для отношений 2 к 3. Проводя 
через концы полученных 
ординат плавную кривую, 
получим искомый график. 

Другой метод построе
ния эллипса показан на 
рис. 45. Здесь масштаб 
ординат в полтора раза 
больше масштаба абсцисс 
Окружность имеет радиус, 

равный единиц гори
зонтального масштаба, и 
изображает уравнение не
явной функции 

4x 2 + V = 25. 
201. В случае если 

Л > 0 , С<0иГ<0, т. е. 
при А положительном и 
С v. F отрицательных, 
ур-ние [18] Ах* + Су* + 
-f- F — 0 соответствует 
другой кривой. 

Простейший при
мер этой кривой, 
когда уравнение, ее 
имеет вид 
[25] х" У 

рис. 46, 
а? = 16. 

показан на 
где а — 4, 
Из рисунка видно, 
что график пересе
кает ось лг-ов в точ
ках (4, 0) и ( — 4,0) . 
Никаких других точек, абсциссы которых имели бы значения ме
жду 4 и — 4, кривая не имеет. Она симметрична относительно 
обеих координатных осей, имеет две ветви и называется 
равносторонней гиперболой. 
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Рис. 46. 

л: равным 1, 2, 3 и т. д. (рис. 48) и делая циркулем засечки 
на основной линии AB, получим на последней ординаты равно-

Р и с 47 Рис. 48. 

сторонней гиперболы, которые можно измерить и перенести 
в качестве ординат для получения графика рис. 46, 

Стороны прямоугольного треугольника (рис. 47) дают со
отношения между х, у и а, так как х 2 — у2 —а-. Полагая 
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вид •g* 202. Если уравнение кривой имеет 
то точки ее пересечения с осью лг-ов имеют координаты 
(а, 0) и ( — а, 0). Таким образом вершины обеих ветвей ги
перболы отстоят от начала координат на расстояние а и — а . 

Диагональные пря
мые, проведенные на \ 
рисунке под углом в 45°, 
называются асимпто
тами. Уравнения асимп
тот поэтому будут 

g = х . и g = — л-. 
Если в общем урав

нении А — положитель
ное, а С и F—отрица
тельные, то оно прини
мает вид 
[26] 

из которого получаем 

[27] гу : 
n Рис. 49, 

выведенным Сравнивая это выражение с g = Ух'г—а'г, 
из [25], видим, что ординаты их относятся друг к другу как 

1 . 

или как 

1. 

Обращаясь к рис. 49, 
можем заметить, что 

Рис. 50. ординаты кривой (1) 
вдвое длиннее орди

нат кривой (2), следовательно мы могли бы начертить кри
вую (2), пользуясь графиком (1), при помощи циркуля для 
пропорционального деления. Кроме того, уменьшая вдвое мас
штаб ординат кривой л: 2— г/2 = а 2 , получаем искомую кривую 
из основного графика, как зто показано на рис. 50. 

Выражение л:3 — гРуч — сР представляет собой уравнение ги
перболы. Кривая пересекает ось дг-ов в точкахх — aux — —а. 
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Если F = 0 , . T O мы получаем: • 
хг — n V = О 

или 
(х — пу)(х -\- пу) = О, 

т. е. уравнение двух прямых 
х — пу и х =—пу. 

Найденные прямые суть асимптоты гиперболы. 
203. Если А > 0 , С < 0 и F > 0 , т. е. при А к F 

положительных и С отрицательном, уравнение 

Ax*A-Cy*4rF=0 [18] 
представляет гиперболу, у которой ось у-ов является осью 
симметрии, пересекающей кривую; простейшей формой этой 

кривой является равносторонняя ги
пербола с уравнением 

•у"= — а-
или 

х == ±: Уiß — à2. 
Точки пересечения ее с осью ор

динат имеют координаты (0, я) и 
(0, — а). Асимптотами являются пря
мые, проведенные под углом 45° к 
осям, имеющие те же самые уравне
ния, что и асимптоты равносторонней 
гиперболы, рассмотренной в предыду
щем п° (рис. 49]. 

Общее уравнение 
Ах* Ar Су* Ar F =0 [18] 

может быть написано в форме 
[28] 

Рис. 51. 

2 V 2 . п-х 
или 
[29] х2

 = = ь ~ V У* 

Сравнивая [29] с выражением . г = ± ] / г / 2 — а 2 , получен
ным для равносторонней гиперболы, видим, что их абсциссы 
относятся как 

— : 1 или п как 
С 
А 1. 
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Метод построения разъяснен в нижеследующем примере. 
Пример. Начертить график 9А-2 — 25# 2 -f- 100 = 0 (рис. 52). 
Перемещая члены, имеем: 

Рис. 52. 

Сравнивая его выражение с соответствующим равносторонней гипер
болы, т. е. с 

х = ± Y,ß — 4 

видим, что их абсциссы относятся как — : 1 или ка 
n 

Для нахождения этих абсцисс мы применяем, 
как и ранее, прямоугольные треугольники, с той 
лишь разницей, что здесь независимой перемен
ной является г/, для которого и берем значения 
J57 = 3, f = 4, j = 5 и т. д. Принимая их за гипо
тенузы, находим длины горизонтальных катетов, 
как это показано на рис. 53. Найденные таким 
образом величины х соответствуют равносторонней 
гиперболе. 

Чтобы перейти от графика х — r t l / # 3 — 4 
5 i э 

к графику х = ± ~ у if — 4 , увеличиваем абсциссы первой кривой в - у 
раза, применяя для этого описанный в п° 83 циркуль для пропорциональ
ного деления. 

11 Спрмтчнпк для ппженорп, 

Рис. 53. 
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Этот циркуль следует установить так, чтобы между растворениями но
жек сохранялось отношение 5 : 3 , причем короткая сторона циркуля слу
жит для измерения катетов треугольников (рис. 53), а длинная — для откла
дывания абсцисс искомой кривой. 

Заметим, что указанные абсциссы откладываются от оси Y в горизон
тальном направлении. 

204. Как сказано ранее, в общем ур-нии [13] члены Dx и Су 
указывают только на то, что центр кривой находится не в на
чале координат, а в какой-то другой точке. Таким образом 
прибавление их к членам уравнения окружности, эллипса 
и т.. д. не изменяет общей формы графиков. 

Поэтому уравнение 

4л-2 + Су 2 А~ FA.- Dx 4- Еу = 0 

является уравнением окружности, если А = С, и уравнением 
гиперболы, если А и С — разных знаков. Положение коор
динатных осей этих кривых, в последнем случае, будет отли
чаться от положения осей графика уравнения 

Ax* + Cg*-\-F=0. 

Если значения неизвестных в общем уравнении увеличить 
или уменьшить на некоторую постоянную величину и под
ставить их вместо данных переменных, то этим координатные 
оси кривой соответственно переносятся в другое положение. 

205. Положив в общем уравнении [13] 5 = 0, получим: 

'Ax* + Cy*ArDx + Ey-\-F=0. (1) 

Дополняя до квадратов сумм, имеем: 



Уравнение вида: Ах*-f-Cy2,-]-Dx~\-Еу 4-f ' = 0 763 

и подставим эти значения переменных в ур-ние (2); тогда 
получим: 

D*C4rE*A — 4ACF [30] Axf + CffS^- 4АС 

D*CArE*A — 4ACF „ , _ где член -— является постоянным, г Ф F. 

Поэтому мы можем преобразовать данное уравнение так, 
чтобы оно соответствовало той же самой кривой, отнесенной 
к другой системе координат, причем эту последнюю можно 
выбрать таким образом, чтобы члены, содержащие х и у 
в первой степени, исчезли. 

Перенесение осей не изменяет коэффициентов членов с ж2 

и у\ 
Что касается постоянного члена, то согласно ур-нию [30] 

величина его изменится и будет равна 

г ш т г" éACF-D*C-E*A [31] J? = ж . 

Из сказанного ясно, что после преобразования мы получим 
новое уравнение Ах^ Ar Су^ -rF' = Q вида Л х 2 4- Q / 2 -|- F— 0, 
соответствующего или эллипсу (частным случаем которого 
при А — С является окружность), или гиперболе, имеющим 
центр в начале координат. 

Если теперь вычертить график преобразованного уравне
ния, а затем провести новую систему координатных осей, для 
которых 

x — Xi — Л и у — Ух — к, 

то этот график в новой системе осей будет, соответствовать 
уравнению 

Ах1 + Су2 4 - Dx 4 - Ey-\-F=0. 

Очевидно, 

[33] 
где h и & ~ координаты нового начала. 11* 
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Пример. Начертить график уравнения 
9* 2 + 16>2 - 18,v + 64у ~ 8 : = 0. 

Сравним это уравнение о ур-нием (1) изп°205и надпишем коэффициенты 
его над соответствующими коэффициентами данного; тогда получим: 

Из [32] имеем: 

А С 

9x*4-l6ß-

h 

D 
2А 

D E 
•18лг + 64у-

- 1 8 

F 
i = 0 . 

Из [33] имеем: 

2 C 

2 . 9 

_ 6 4 _ 
: 2 ."16 

-= 2. 

Таким образом нашему уравнению соответствует* эллипс 
с центром, передвинутым на 1 единицу влево и на 2 единицы 
вверх по отношению к первоначальному центру. 

График преобразован
ного уравнения Ах^~\-
+ C W + = [30.] на-
чертить легче, чем график 
первоначального. 

Уравнение 
9 ^ а - | - 1 б ^ 2 = = 8 1 

Y Г, 

. X 
/ 0 t N 

1 
о, 

h соответствует эллипсу с 
центром в начале коор
динатной системы 01Х1 и 
ОхУх (рис. 54), построение 
которого можно произ-

Рис. 54. вести по методу, указан
ному в п°200. 

Э„тому же эллипсу, отнесенному к системе координат 
с началом в точке ( — 1 , 2), соответствует уравнение 

9л-2 + 1 6 / — 1 8 * + 6АУ — 8 = 0. 

Решая это уравнение совместно с другим, которому соот
ветствует прямая линия, можно легко найти значения х я у, 
удовлетворяющие этой системе. Указанные корни являются 
координатами точек пересечения прямой и эллипса. 

•Если график пересекает ось X, то абсциссы этих точек 
дают значения х, при которых функция равна нулю, т. е. корни 
уравнения. Точно так же ординаты точек пересечения с осью К 
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дадут значения у, при которых независимое переменное 
делается равным нулю. 

206. Случай, когда Вху 4-F — 0. Это уравнение соответ
ствует гиперболе,, асимптотами которой являются оси .Л" и Y-
(рис. 55). 

Перенося F в правую часть равенства и деля на В, получим: 
F 

[34] ху = В — постоянной = С. 

Если две переменные изменяются так, что их произведение 
равно постоянной величине, 
вляет собой равносторон
нюю гиперболу, у которой 
оси координат являются 
асимптотами. Так, график 
уравнения pv — С, связываю
щего давление и объем газа, 
есть гипербола указанного 
вида. Быстрый способ вы
числения ординат этой кри
вой указан в пп° 397 и 406 

207. Если А = С=0, а 
ВфО, то общее уравнение 
принимает' вид 
[35] Bxy-\-Dx-\~Ey-\-F=0, 

которое может быть перепи
сано так: 

то график уравнения предста-

Y 

Рис. 55 

в • 
или 

I D I Е 

x y - t - ß X - V - ß - y ^ " 

F_ 
В' 

ED 
Прибавляя к обеим частям уравнения величину-^р-, имеем: 

, D . Е .ED ED F 

откуда 

[36]. л- - j -
в У + в 
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Произведем подстановку 
хх — х 4 - А и 
где 

А = 
В' в 

В таком случае ур-ние [36] примет вид: 
хгуг — С, 

причем постоянный член равен: 
ED—BF С- В* 

Таким образом гра
фик функции 
Bxg + Dx+Eg + F^O 

Рис. 56. 
может быть получен вы
черчиванием кривой 

ЕР—В F 
В* 

и переносом начала в точку (А, к), где 
Е_ ,__D 
В' к ~ В' [37] h 

Пример. Начертить график уравнения 
2лз,-г-ж + 2д = 9. 

Имеем: 
5 = 2, D = l , £ = 2, ^ = - 9 , 

/ 1 7 1 г 2 • 1 - 2 ( - 9] . 
Л = 1, £ = ТГ' С = : ~ — =»5. 

2 4 
Вычерчиваем график ду = 5 и переносим начало координат в точку 

1. у ) (рис. 56). 
208. Построение графика общего уравнения Ах'2 4 - Ztay 4-

~f~ С у 9 4 - А г 4 - £ У 4 - / ^ = 0 посредством сдвига. Если имеется 
член Вху, то для вычерчивания графика уравнения последнее 
можно привести к более простому виду посредством сдвига. 
Сущность этого способа выяснится из нижеследующего 
примера. 

ух=у-\- к, 
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Рассмотрим уравнение 

g* — 2 r# + *s —2лт — 3 = 0. (1) 

Решая его относительно у, получим 

у^х±У2х~Т5. (2) 
Если ур-ние (2) разбить на две части, а именно: 

у'^х (3) 
и 

y"^±V2x~W, (4) 
Т О 

г 1 ff 
У = У -ТУ • 

Ординаты графика 
(2) равны ординатам 
(4), сложенным с орди
натами (3) или вычтен
ным из них. 

Графики ур-ний (3) ""-Б 
и (4) можно построить, 
как это сделано на 
рис. 57, в одной и той 
же системе координат. 

Откладывая орди
наты кривой (4) от ли
нии (3 ) , получим гра' Рис, 67. 
фик уравнения (1). Та
ким образом, взяв д г = 1 и откладывая ординаты АС и At 
от прямой у' = х в точке В, получим точки D и Е, принадле
жащие искомой кривой (1). Точно так же ординаты А'С и 
A'F\ соответствующие значению х = 2, будучи отложены 
от прямой у' = х в точке В', дадут точки Е' и D' — графика 
уравнения (1). 

Описанный прием называется сдвигом графика уравнения 
у = äz у2х ~\~ 3 по отношению к прямой у' = х или линии 
сдвига. Последняя, однако, не является осью кривой. 

З а небольшим исключением, все кривые второго порядка, 
общее уравнение которых имеет вид 

Ах2 А-Вху Ar Су2 Ar Dx - f - f - / '=* 0 
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У 

[38] У = - 2 § х - е : 

Y (В* - 4 ЛС) лг2 4 - (2ВЕ — 4С£>) л: 4 - (Е 2 — 4СУ) 
4 С 2 

Таким образом для построения графика общего уравнения 
необходимо произвести сдвиг кривой 

[39] ± ^/WIIÏAC) + (2gg — 4 CD) Х - j - ( £ ' г : = : 4 С У ) 

или 

[40] ( ß 2 — 4 Л С) х 2 — 4 С У 4 - (2ВЕ — 4CD) х 4 - ( £ 2 - 4CF) = О 

по отношению к прямой 
Г411 В Е 

[41] „ = 

Кривые второго порядка, соответствующие уравнению [40], 
уже были рассмотрены в пп° 196—206. Ниже приведено 
несколько примеров на метод сдвига. 

Пример 1. Построить график уравнения 

5*2 - Аху 4 # 2 - 12* + 11 = 0. 

Л = 5, В= -А, С = 1 , О = - 1 2 , F = l l . 

(где В ф 0), могут быть построены при помощи метода сдвига. 
Если С = 0, то этот метод непригоден, но тогда' при АфО 
уравнение можно решить относительно х. 

Если А — С = 0 , способ сдвига также неприменим. 
Рассмотрим общее уравнение 

Ах* 4 - Вху 4 - Су* 4 - Dx 4 - Еу 4 - F = 0, 
где СфО. 

Перемещая члены и дополняя до квадрата суммы, получим: 

0 , ВхА-Е . (ВхА-ЕУ -AjP — DX—F, 

? + — c — s - \ щ — ^ с h 

• Д * * » 4 - 2 Д £ х + £ й 

Дс + Д \ 2 ( ß 2 — 4/4 С) х 2 4 - (2ВЕ — 4С£>)лг 4 - (Е1—4 СУ) 
2С j 4 С а 
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Уравнение линии сдвига [41] имеет в данном случае вид 

— 4 
у = г г - л- или у = 2л-. 

Подставляя коэффициенты в ур-ние [40], имеем: 

(16 — 20) л-2 - 4# а + (0 + 43) л- -|- (0 - 44) = 0 

А-2 + . у 2 - -12л : + 11 = 0. 

Найденное уравнение со
ответствует окружности, так 
что для нахождения радиуса 
и координат центра следует 
пользоваться формулами [30], 
[32] и [33]. 

Уравнение [30], после 
подстановки новых коэффи
циентов даст: 

:25. 

*а + у» = 
= 144 + 0 — 4 - 1 1 

4 
Равенство [32] дает 

Равенство [33] прини
мает для нашего случая вид 

Уравнение х3 + у2 = 25 
соответствует окружности оа-
диуса 5 единиц, причем на
чало координат, к которому 
придется отнести график это
го уравнения, чтобы преобра
зовать его в Л'2 -\-у* — 12л: + 
+ 1 1 = 0, лежит в точке 
(—б, 0) по отношению к цен
тру окружности. 

Начертим окружность и линию сдвига, а затем будем откладывать от 
последней ординаты окружности посредством циркуля. 

Построение показано на' рис. 58. 

Пример 2. Построить график уравнения 
2л:2 + 4ху + 4i/ 3 - 4л.- - 12 = 0. 

Л = 2, 5 = 4, С = 4, D = - 4 , Е = 0, F = ~ 12. 

Рис. 58 
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Подставляя коэффициенты в ур-ние [40], имеем: 
(16 - 32) .vs - 64# 3 + (0 + 64) х + (0 + 192) = 0. 

Упрощая, находим: 
Л Г 2 4 - 4 ^ - 4 А - - 1 2 = 0. 

Уравнение соответствует эллипсу, который следует преобразовать по 
методу сдвига. 

Уравнение линии сдвига найдем, подставляя коэффициенты в [41]. 
Имеем: 

4 „ 1 
8 

•0 У- -—2 х' 

Знак минус указывает на то, что наклон прямой — отрицательный. 
Для получения остальных данных, характеризующих кривую, подста

вляем новые коэффициенты в ур-ние [30]: 

Л = 1, С - 4 , Л = - 4 , £ = 0 , F=- 12. 

Пользуясь [30], [32] и [33], находим: 

16 . 4 — 4 • 1 • 4 (— 12) 
4 - 4 

Л = - ~, k = 0. 

Для сдвига можно построить либо эллипс х'г 4- 4# 2 — 16, причем начало 
координат придется перенести в точку (—2, 0) (после чего кривая будет 

соответствовать уравнению 
х* 4- - 4.V - 1 2 = 0), ли
бо окружность соответствую
щего радиуса. В последнем 
случае ординаты эллипса по
лучатся при помощи циркуля 
для пропорционального де
ления. Покажем метод та
кого решения. 

Уравнение хъ 4* 4у 3 = 16 
может быть представлено в 
таком виде: 

У' ± _L у 1б _ дз . 

Рис. 59. 

Сравнивая его с уравне
нием окружности 

0 = ± У\6 — х2', 

видим, что ординаты эллипса имеют длину вдвое меньшую соответствующих 
ординат окружности. 

Начертим последнюю так, чтобы центр ее находился в точке (2, 0), 
,а радиус равнялся четырем единицам. 
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л 
Установив циркуль для пропорционального деления для отношения -у : 1, 

откладываем соответствующие ординаты от линии OA, как вто показано на 
рис. 59. 

Пример 3. Построить график уравнения: 

д З _ 4Ху -у у 2 _f 4 Yfx ~ 1 Vf у + 1 1 = 0 . 
Здесь 

А = 1, Я = - 4 , C = l , Z> = 4 Yï, i ? = - 2 У 2, F = l l . 

Подставляя в [40], имеем: 

[16 - 4 • 1 • 1] * а - V + . { 2 ( - 4 ) ( - 2 / 2 ) - 4• 1 (4 У 2 ) } * 4 -
H- [8 — 4 • 1 • 11 ] = 0. 

Упрощая, получим: 

* ' - т . * = з. 

Подставляя коэффициенты в [41], определим уравнение линии сдвига 

У= к - * 
4 - 2 У 2 

2 -2 

у = 2 * - | - У 2 . 

Сравнивая уравнение л - 2 \ я ъ ~ 3 с уравнением равносторонней гипер

болы л:2 — г/2 = 3, видим, что n = и что отношение ординат равно 

— : 1 или - 4 = : 1 . т. е. 1,735:1. 
n УЗ 

Таким образом в данном случае ординаты, откладываемые от линии 
сдвига, будут длиннее, чем ординаты равносторонней гиперболы. 

Начертим вертикальную прямую АС (рис. 60) 
длиной 1,735, а затем будем засекать из центра С 
па горизонтальной прямой AB точки дугами Ï 
х •-- 1, 2, 3, 4 и т. д., как вто описано в п° 201. ç> Ъ-^^^У^л/ 

Отрезки, измеряемые от точки Л, дадут длинь- ̂ —у^"''' ^ * — 

С 
1:73 

А ординат равносторонней гиперболы, соответствую- ординаты ц • 
щие значениям х = 2, х = 3, х = 4 и т. д. » стоопнней 

Взяв циркуль для пропорционального деления ра ом о cm ро 
и поставив его так, чтобы отношение расстояний гиперболы 
между остриями на обоих его концах равнялось р и с ^ 
1,73s -. 1, измеряем полученные ординаты равно
сторонней гиперболы короткой стороной циркуля. 
Затем, пользуясь длинной стороной циркуля, откладываем соответствующие 
отрезки от линии сдвига, получая таким образом точки искомой кривой 
(рис, 61). 
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209. Кривые, которые приходится преобразовывать по 
методу сдвига, всегда являются простыми параболами, гипер
болами или эллипсами. Исключение представляют случаи, 
когда уравнение выражает 
точку или систему прямых 
линий. 

Бывают однако случаи, 
когда например параболу 
или гиперболу приходится 
сдвигать по отношению 
к линии, почти перпенди
кулярной к оси X или 
образующей с последней 
угол больший 45°. При 
этом описанный ранее ме
тод сдвига оказывается 
неудобным. 

Рис. 61. 

Здесь п р и х о д и т с я 
строить основной график 
на оси Y, как это опи
сано в п° 203, причем 
так следует поступать и в 
случае, если С = 0, А ф 0. 

Общее уравнение кри
вых второго порядка 

Ах2+Вху - f Су2 + Dx+ 
+ % + F = 0 , 

преобразованное соответ
ственно указанному ме
тоду, принимает вид: 

[42] (В* — \АС) н а _ 4 4 2 * 8 _ | _ ( 2 B D — 4АЕ^ч/ + (Z) 2— 4AF) = О, 

а ур а уравнение линии сдвига будет: 
В D 
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Оба эти выражения получены тем же путем, что [40J и [41], 
но исходные уравнения решены относительно х, а не относи
тельно у. 

Пример 4. Построить график уравнения 

4* s — 4ху — + 64 = 0. 
Здесь 

Л = 4, 5 = - 4 , С = — 3, D = 0, £ = 0, .F = 6 4 . 

Рис. 62. 

Подставляя коэффициенты в [42], имеем: 
[16 - 4 • 4 ( - 3)] iß - 4 • 16 л* + (0 - 0) л- + [0 - 4 • 4 • 64] = О, 

откуда 
^ - л-2 = 16. 

Получаемое уравнение соответствует кривой, для которой ось Y служит 
осью симметрии, пересекающей кривую (см. п° 203); при этом гипербола 
сопряжена с гиперболой ж? — У % — 16. Уравнение линии сдвига будет иметь вид 

- 4 0 Т 
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В данном случае, как и ранее, находим при помощи прямоугольного 
треугольника значения х для у = 1 , 2 и т. д. (рис. 62) и откладываем их 
горизонтально от линии сдвига. 

Для того чтобы выяснить, следует ли применять формулы [ 4 0 ] и [ 4 1 ] или 
[ 4 2 ] и ' ;43[ , необходимо первоначально определить положение линии сдвига. 

Для сравнения обоих 
указанных приемов на 
чертеже указана линия, 
сдвига, соответствующая 
уравнению [ 4 1 ] и построе
но несколько ординат по 
ур-нию [ 4 0 ] . 

Пример 5, Построить 
график уравнения 

4 * 2 - 4ху + if — 16л- + 
+ 6у + 22 = 0. 

Согласно |41], находим 
уравнение линии сдвига 

у = * 2 х - 3 , 

а из ур-ния | 4 3 | 

* = i * + 2 . 

Обе линии сдвига 
имеют большой наклон, и 
хотя естественнее вос
пользоваться формулами 
| 4 2 ] и [ 4 3 ] , но для иллго-
.трации решим задачу, 
пользуясь обоими мето
дами. 

Из данного уравне
ния имеем: 

= 1, 
22. 

Л = 4, 
£> = • 

ß = _ 4 , С--
•16, £ = = 6 , F = 

Подставляя соответствующие коэффициенты в [ 4 2 ] , находим: 

2я а = у - 3 или х = i 0,707 Уу~^Ъ . 
Если поместить вершину основного графика функции у = х2 или 

х = -3: ~Yy в точку (0, 3), то он будет соответствовать функции х = ~Лг. У у — 3, 
причем его ось симметрии будет совпадать с осью Y. 

Отношение абсцисс параболы x = tt 0,707 У у — 3 к абсциссам параболы 
х — ± У у — 3 равно отношению 0,707:1. Установив циркуль для пропор
ционального деления так, чтобы он давал отношения 0,707 : 1, и откладывая 

от линии сдвига * = 2 полученные абсциссы, как это выполнялось 

в предыдущих примерах, найдем точки искомой кривой. 
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Если бы было найдено необходимым применять формулы [40] и [41], то 
кривая, которую пришлось бы преобразовывать по методу сдвига, имела бы 
уравнение . 

4л: = # s + 13 или у = 2-2 у х — ~ . 

Применяя основной график х = г/а или у = r t Ух и помещая его вер-

шину в точку I - j - , U I , получим кривую, соответствующую уравнению 

/ Гз 

у = ± у х — Отношение ординат последней к ординатам графика 
/ 13 

функции у = ± 2 у х 1- равно 2 : 1 . Для нахождения точек искомой 
кривой устанавливаем циркуль для пропорционального деления на отноше
ние 2 : 1 , а затем откладываем ординаты от линии сдвига у = 2х — 3. Все • 
полученные графики представляют собой параболы (рис. 63). 

210. Однородные квадратные уравнения. Уравнения, все 
члены которых имеют один и тот же порядок (одно и то же 
измерение) по отношению к содержащимся в них неизвестным, 
называются однородными. 

Общая форма однородного квадратного уравнения такова: 
[44] Ax*-}-Bxy-r-Cy* = Q. 

Уравнения этого вида всегда могут быть разложены на 
множители. 

Деля на Ау2 и дополняя до квадрата, получим: 

уа- J 1 А\ у I 1 АА* 4 А* А 

Извлекая квадратный корень, имеем: 

л 4 . Л - + ] / " Ж Е Ш 

у ^ 2А —у ААС * 
[451 Л — — BäzV В* — ААП 

У ~ " 2А 
Интересно отметить, что отношение неизвестных в ур-нии 

[45] имеет ту же величину, что и корни уравнения ах2-\-
+- Ьх - j - с = 0, написанного в явной форме (см. пп° 182 и 183). 

Выражение [45] можно представить в таком виде: 
— BA-V~B* — 4AC\ 
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Кроме того 

2 . 2 
.V — 2у = 0 или Л = 2у. 

7 — V 49 — 4 - 2 - 6 
, _ j , = Q. 

3 '•• 3 
х — 2 .'/ = " и л и х ~ ~2 

Подставляя значения х — 2у и х — -^у в уравнение (а), имеем: 

„ — О А О _ 1 _ i l 5 О . п / 

Теперь линейные уравнения можно получить посредством 
прямой подстановки значений коэффициентов уравнения [44] 
в [46]. 

Уравнение [44] может быть написано в виде произведения 
двух множителей: 

А [ , - = ! Ш @ Е Ш и ) ( , _ = £ * * 3 * Г , ) - о . 

Множители, на которые разлагается трехлен [44], могут 

быть получены решением ур-ния [44] относительно —• Ли

нейные уравнения представляются в виде 

г -от — В - г У Ж ^ А Ш —В—УЪ^ЦАС 
[48] у = !—2С *, # = 2С *• 

Если одно из двух квадратных уравнений, входящих в си
стему, однородно, то система решается посредством разло
жения на множители однородного уравнения. 

Пример. Решить систему 

л . 2 _ 3 ^ + 2^ = 3 (а) 
2*-! - Ъ у + б#з = о. (Ь) 

Уравнение (Ь) принадлежит к виду [44], а потому может быть разло
жено на множители. Имеем: 

А = 2, # = - 7 , С==б . 

Подставляя в [46], получим: 

7 -|- / 4 9 - 4 • Ï - 6 ' 
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211. Системы квадратных уравнений вида 
[49] Ах* -rBxy + Cy*-r-F=0. 
[50] AlX* + Вхху + CV + Fx = 0. 

Умножая ур-ние [49] mFx, а [50] — на F, и вычитая после 
этого [50] из [49], исключим постоянные члены и получим 
однородные квадратные уравнения, которые разлагаются на 
множители. 

[51] (AFX —AXF) х* - j - (BF, - BXF) хЧ + (CFX - CxF)y* - 0. 
Разделив на (AFX — AXF) у2 и дополнив до квадрата, полу • 

чим после упрощений: 

X _BF, —Bf + V {ti1 — 4Д С) F,2-H„ , _ - 4 Д , r t > f ' - 2 FFJ \BB—2(Л, С + Л ^ ^ ) " 

" ~ V.AJF-AF,) -

Линейные уравнения, которые заменят [51] после разло
жения ее на множители, будут: 
J52] BF^+B.F -у (В-— ЛАС) Ff+ (Bf - 4 Д, F'— 2 F PJL ВВ, - 2 (A^+ACJ] 

. Г = , _ _ _ _ _ _ _ . : у 

И 

Iii] _ BF,-BJ'--V(B*-4AC)F'?HÏÏl

t - 4 ^ 0 . ) f д - 2 FF, [ В В . - 2 ^ ^ . С + ЛС,)Г . 

Эти линейные уравнения могут быть получены прямой 
подстановкой коэффициентов А, В, С и т. д., взятых из дан
ных уравнений. 

Чтобы закончить задачу, следует решить совместно каждое 
из линейных ур-ний [52] и [53] с одним из ур-ний [49] или 
[50]. Самое решение можно произвести графически или ана
литически. 

Пример. Решить систему 
< 2л* - 3 w + 4 = 0 (1) 
1 4ху-5у°- - 3 = 0. (2) 

Здесь 
Л = 2, В= - 3 , С = 0, F = 4 . 

At = 0, BL = 4, С?! = - 5, Fjl = - 3. 

Подставляя в формулу [52], имеем: 
_ f - З Н — 3 ) - 4 . 4 ± / ( 9 - 0 ) 9 + ( 1 6 - О 16— 2-4 ( — 3>Л ( — -) 4 - 2Ц) -1 2 ( - - S Л ?• у 

* ~ ~ " ~ ~ ' 2 [ 0 - 2 ( - З Д 

откуда 
9 - 1 6 + 23 4 

л = ß : У ~ ~ . ; У -

12 Справочник для инженер». 
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Точно так же ив [53] найдем: 
9 L - 1 6 - 2 3 5 

**= 12 s = z ~ 1 у -

Таким образом получим два линейных уравнения: 
f 3* - 4у = О 
\ 2л- + 5# = 0. 

Решая совместно с данными уравнениями (1) и (2), найдем значения 
неизвестных, удовлетворяющих данной системе, а именно: 

у—5 у Т Г З , 
* = 4 , - 4 , 

2 ' 2 

1,1 = 3, —i, g f H 5—• 

Таким образом, уравнения имеют по два действительных и по два мни
мых корня. 

Рассмотренный вид является общим видом квадратных 
уравнений, содержащих члены с неизвестными во второй сте
пени (включая и член с ху, являющийся величиной второго 
порядка) и постоянный член. В указанные уравнения не вхо
дят только члены с неизвестными в первой степени. 

Как видно из последнего примера, в уравнениях может 
отсутствовать любой член. Так например, в (1) отсут
ствует Су1, а во (2) — член Ах'*. В этом случае в формулы 
следует подставить С = 0 и А1==0. 

Если в уравнении отсутствует постоянный член Fr, т. е. 
Fx = 0, то 

— B,F± У (В* — 4 ALCJF» 

* — У 

ИЛИ 

[54] Х = ^ М Е ¥ Ш Е Ш 1 Д . 

Эти линейные уравнения могут быть решены совместно с 
[49] или [50], как это было сделано в п° 210. 

212. Квадратные уравнения вида 

A ^ + C^ArF^O. [18] 

Будем считать л-2 и г/2 за неизвестные и обозначим их че
рез и и V соответственно так, что 

и = х2, V = у2. 
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П-одставив в оба заданные уравнения, находим 
Au -\-Cv Ar F = 0 

Последние уравнения соответствуют прямым линиям, т. е. 
являются линейными относительно и к v. Таким образом из 
них можно определить эти неизвестные, а следовательно дг и 
у, причем 

х = ± У и , ij—-±:V v. 
Пример. Решить систему 

16л-з + 21 f = 576 (1 , 

^ Ar У 2 = 25. (2) 
Здесь 

А — 16, C=21,-F= - 5 7 6 

^ = 1 , C t = l , ^ = — 2 5 . 

Подставляя значения коэффициентов в [55], имеем: 

( 16и + 2 7 ^ = 576 (3, 

j и + V = 25 (4) 

Для того, чтобы исключить V, умножаем (4) на 27 и вычитаем из (3): 
1 6 « + 27« = 576 
27u + 27t> = 675, 

откуда 
Н и = 9 9 

и = 9 
х = :£ 3, 

Подставляя » = 9 в (4), находим 

« , = ± 4 . 

Каждое значение х может быть взято с каждым из значе
ний у, причем образуются следующие четыре комбинации: 

(3,4), ( - 3 , 4 ) , ( 3 , - 4 ) , ( - 3 , - 4 ) . 

Другой способ решения заключается в том, что рассма
тривают (1) как особую форму уравнений, рассмотренных 
в n° 2J1, где В и Вх равны нулю. В этом случае найдем ли
нейные уравнения 

12* 
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[ 5 7 ] *= • -AF-AFX

 i h 

Подставляя в эти формулы соответствующие коэффи
циенты, имеем: 

__ ^У25 • 576 ( 2 7 + 4 6 ) —16 • 27• 25 • 2 5 ^ = 4 Л • 576 • 576" ^ 
х ~ — — 576 —1б( —25) 9 

]/бТ9~200—270000—331 776 _,_-32- _^3_ 
— 576 - j - 400 у ~ 1 7 6 ^ " 4 ^ -

Линейные уравнения имеют вид 
4 * 4 - 3 ^ = 0 
Ах— Зу = 0. 

Решая эти уравнения совместно с (1) или (2), например 
посредством подстановки, получим искомые корни. Так как 
ур-ние (2) соответствует окружности, то графическое реше
ние задачи очень просто. 

213. Уравнения вида 
Ах* 4 - Вху 4 - Су* + Dx = 0 

[58] 
' - А х Ч - ^ + С ^ + А - г - О 

или 
Ах* 4 - Вху 4 - < V 4- Еу = 0 
Д л г З + ^ Н - С ^ + ^ ^ О . 

В обеих системах уравнений все члены (за исключением 
членов с неизвестным в первой степени) одного и того же 
порядка по отношению к неизвестным. 

Члены же первой степени в обоих уравнениях сходны. 
Для решения такой системы необходимо прежде всего 

исключить последние члены, после чего получим однородное 
уравнение. Это уравнение разложим на множители, пользуясь 
формулой [46], а затем полученные линейные уравнения ре
шим совместно с одним из данных, причем здесь можно при
менить как графический, так и аналитический методы. 

Пример. Решить гистему 

л « + 2*7 = . ^ (1) 

2 * 2 - xg + yï-Ay. ГО 
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Умножая (1) на 2, а (2) на 3, получим: 

/ 2*2 4-4.vi? = 12y 
\ 6 ^ - 3 . ^ + 3 ^ = 12^. 

Вычитая (3) на (4), находим! 
4* 2 — Ixy - f Зу* = 0. 

(3) 
(4) 

(5) 

Последнее уравнение является однородным, а потому может быть раз
ложено на множители. 

Заметив, что в нем 

А = 4, В-~ — 7, С = 3, 

Поставляем в [46] (п° 210): 
7 + У 49 - 4 . 4 • 3 п 

х !—!-„- -у = 0 , 2 - 4 
7 + 1 п-

первое линейное уравнение: 

Кроме того 

второе линейное уравнение 

х-у, 

7 - 1 У = 0, 

x = j y . 

(б) 

(7) 

Решая эти уравнения совместно с ( 1 ) , имеем: 

} х*-\-2ху^6у (1) f х*+2ху=?6у 
{ х-у (6) (7) 

Подставляя (б) в (1): 

>f 4- 2j/ 2 ~ 6g =. 0 

3»з - 6 г = 0 
^* — 2^ = 0. 

Дополняя до квадрата, получчм: 
^ _ 2 7 - | - 1 = 1 ; 

у — 1 = ± 1 ; 

it/ = 2 ИЛИ 0, 

откуда. 

А- » 2 или 0. 

Подставляя (7) в (1): 

f 6 ^ + 4 ^ - 6 ^ 0 
ЗЗ^а - 96у = 0 
1 1 ^ ~ 32*/ = 0. 

1 2 V - 3 5 2 ^ + 256 = 256; 
1\у~ 16 = ± 1 6 , 
32 

3 ~ ТГ и л й °' 
откуда 

24 * 
л' =я -yj- ИЛИ U. 



182 Неявные квадратные функции и их графики 

(1) 

Общая форма уравнений этого вида такова: 
А ( * 2 4 - ^ ) 4 - 5 ^ + £ ( * 4 # ) 4 - У = = 0 

А, (* 2 4 - j 2 ) + B1xgArDl(x+y) + Fl = О, 

Положим x = u-\-v, а у —и—v и подставим эти значения 
в (1); тогда получим: 

А (и 2 -J— 2 uv + «а 4 , и 2 — 2и« + г;2) 4 - В (и* — г;2) 4 -

4-D(2«) + / , = 0 . 

Приводя подобные члены и предполагая, что оба уравне
ния симметричны, имеем: 

( 2 Л 4 - 5 ) ц 2 4 - ( 2 Л - - ~ £ ) и 2 4 - 2 / ) к 4 - У = 0 (2) 
(2АХ 4 - Вх) и 2 4 - (2АХ — Пх) v* 4 - 2 A u H- ^ = 0. (3) 

Ур-ние (1) может быть обращено в квадратное относи
тельно неизвестных и и v посредством прямой подстановки 
коэффициентов А, В, С и Alt- Вх, Сх в (2) и (3). 

Исключив из этих уравнений f2, найдем значения и и v. 
Пример 1. Решить систему 

| ^ 4 - ^ 4 - * 4-^ = s (а) 
I xS + x + ff = $. (Ь) 

В ур-нии (а) коэффициенты 

А = 1, В — 0, Z) = l, Ft = - 8. 

Подставляя их в формулу (2), найдем: 

2u3-(-2«2 + 2 « ~ 8 = 0 
или 

„2 _|_ „2 -)- а _ 4 = о. (с) 

В ур-нии (Ь) коэффициенты 

^ = 0, Вх = 1, Di = 1, Г , *=• - 5, 

так что после подстановки в (3) получим: 
„2 _ „з .f. 2ы = 5. (Ь) 

214. Система симметричных уравнений. Уравнение, кото
рое не изменяется при перестановке коэффициентов у соот
ветствующих членов его, называется' симметричным. 

Таковы например уравнения; 
2*3 4 - ^ + 2 ^ = 4, 

х^АпРАтх + м ^ Ь 
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Решая совместно уравнения 

и14" о2 4" и = 4 
ц 3 — « 2 + 2ц = 5, 

исключим а 3 путем их сложения. Тогда имеем; 
2u 2 + 3u = 9, 

откуда 
3 Ч « = — или — 3. 

Четыре решения ур-нии (с) и (d) суть: 
3 3 

« = у , -g-, - 3 , - 3 ; 

» = •5-, - i . / / а , 2. 

Так как д: = и-}-и, а # = и — v, то 

* = 1, - З - Ь У Т , ~ 3 - ( ' У " 2 ; 2 

^ = 2 , - 3 - i / T , - 3 + / ^ ; 1 . 

Пример 2. Решить систему 

{ *т, = 2. 

Имеем для (2) п° 214; 
Л = 1 , 5 = 0, D = l , 

откуда 
Л , = 0 , Z ^ O ; 

для (3) п° 214: 
2 ^ + 2^3 + 2 к = 8 

нлк 
и 2 4- «г -f а = 4 

и з _ „з = 2 . 

Исключая г;2 путем сложения, имеем: 
2u 2 4" u = б. 

Дополняем до квадрата: 
4U* + 2U + J = V2J 

. 3 1 
Подстановка н == -ур в (с) дает; г> » Л —, а подстановка 

tt ** 
дает: « « ± У 2 , 
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Таким образом, значения и в » сут»> 
3 3 • 

« « = T . Т ~ % 

3 1 3 , 1 
| + ^ - 2 - / 2 , - 2 + V Y . 

215. Частный случай. Если одно уравнение симметрично, 
а симметричность второго нарушена различием знаков его 
членов, то для решения задачи следует прежде всего найти 
значения (х-\-у) и (л-—-у). 

Пример, Найти корни уравнений 

= 68 (1) 

х - у = 6. (2) 

Воавышием (2) в квадрат: 

* 2 - 2 * H - ^ = 36. (3) 
Вычитаем (3) из (l)s 

• + 2 ^ = 3 2 . (4) 
.Складывая (4) и (1), имеем: 

* 3 + 2 * , ! / 4 V = ioo. 

Извлекаем квадратный корень: 

лг-f ç , = ± 1 0 . (5) 
Из (5) и (2): 

л- = 8 или — 2. 

у = 2 или — 8. 
216. Уравнения более высоких степеней, если они сим

метричны или если симметрия нарушается только в отношении 
знака, часто удается оешить путем подстановки * = и-•]-*> и 
y = u*—v. 

Пример. Найти корни уравнений 

xi + g* ~ 272 (1) 
х - у =2. (2) 

Положим х = и -f- V, у = и — v; тогда: 
а* + 4иЗ« + 6 u V -f- 4 uvs - f vi - f m ' 1 - 4u 3 i> + бцЗх/3 - 4iiv» 4 - => 272. (3) 

Из (2) 
2v =» 2 ИЛИ f = ] . (4), 
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Деля ( 3 ) на 2 имеем: 
té - f бнЧ/З -f- „1 = 136. 5) 

Подставляя в (5) вместо v — единицу, имеем: 
а = ± 3 или ± У ^ Т Т . 

Подставляя втя значения и и v в выражения л- = и -f- v, у = а — v, 
имеем: 

* = 4, - 2 , 1 4- У — 15, 1 — V — 15; 
g = 2, - 4 , _ 14 -У^15 , _ 1 _ у - = Т 5 . 

-217. Решение посредством преобразования уравнений. 
Многие системы уравнений могут быть легко решены посред
ством нахождения величины для каждых двух выражений 

xJr!/> х—у, *У, 
а равно и других функций х и у, из которых можно полу 
чить значения этих неизвестных. 

Пример 1. Найти корни уравнений 
*з + 4 ^ _ 1 5 ( л ! - 2 з / ) 4 8 0 = 0 (1) 

хд = б. (2) 

Умножая (2) на 4 и вычитая из (1), имеем: 
*з - 4хд + 4д*- - 15(лг - 2д) -|- 56 = О 
(* - 2gf - 15(*V- 2д) 4 56 = 0. 

Решаем сначала относительно функции (л: — 2д), а затем относительно 
хну. 

Пример 2. Решить систему 
** + я» = 12 (1) 
хд + д»= 4. (2) 

Складывая (1) и (2), находим: 
* а 4 2 л з г 4 у З = = ' 1 б . ' (3) 

Вычитая (2) из (1): 
* 3 - у 2 = 8. (4) 

Извлекая квадратный корень из (3): 
* + у = ± 4 . (5) 

Разделив (4) на (5), находим: 
, * - , / = ± 2 . (6) 

И» (5) и (6): 
х = 3 или — 3, g = 1 или — 1. 

Первое значение х — g соответствует только первому '"ачению х -4- у. 
Следовательно, для хну имеется только две пары аначений 
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Вычитая (3) из (1), получим: 
1 

Прибавляя (4) к (1): 

1 + -4— + Л- = 100. 
l i 1 2лу/ ' уг 

Извлекая квадратный корень: 

0 ' 48 . (4). 
2ху 

i - 4 - i - = ± Ю . (5) 
х и 

х S 
Складывая (2) и (5): 

^ I - l (2) 

— = 12 или — 8 
х 

—- = 6 ИЛИ — 1. 
л: 

Иногда применяются специальные способы решений, при которых 
сперва находят величины выр&жений 

Y ху, Yx + y, -i-, —, ху, (х+у), (х+у)\ х2у и т, д., 
х У-. 

после чего определяют х и у. 

В некоторых случаях оказывается удобным вводить новые 
переменные, например Y ху = и и т. д. Наиболее обычны 
подстановки 

x — uAr-v, у — и — V, y — vx. 

Часто путем небольших изменений формы уравнения его 
легко привести к виду, удобному для решения. 

Пример / . Решить систему 

-V + 4 r = 52 (1). 
х1 у 

---— = 2. (2) 
х у 

Возвышая в квадрат ур-ние (2), имеем: 

Д г - - ^ - + Л = 4. (3) х1 2ху у-
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ПриМЬр 2.. Решить систему 

* + я + V h F 7 = 20 

Х—У— V х~у = 6 . 
Рассматривая V х-\-у и Y х—у как неизвестные, определяем их, 

а затем находим х к у. 
218. Деление одного уравнения на другое. Система из 

двух уравнений более высоких степеней может быть часто 
решена посредством деления одного из них на другое. 

Пример. 
*« + *V4-** = 336 (D 

^ - ^ + ^ = 12. (2) 

Разделив (1) на (2), находим: 

х* + хд + д*=*Я. (3) 

Вычитая (2) из (3), имеем: 
2ху -16 

ху = 8. (i) 

Прибавляя (3) к (4) и извлекая квадратный корень, имеем: 
' х + у=: ±6. ( 5 ) 

Вычитая (4) из (2): 

jfi-2xg + y* = i. 

Извлекая квадратный корень: 
= 2. (6) 

Из (5) и (б): 
х = 4, 2, - 2, - 4. 
9^2, 4, - 4 , - 2 . 

Так как (5) и (б) были выведены независимо друг от друга, мы берем 
первое значение X~h У с каждым из последовательных значений х — у, а вто
рое значение х-\-у — с каждым п о с л е д о в а т е л 1 - н ы м значением х — у в том 
*е порядке. Таким образом получим четыре пары значений для х и у. 

219. Уравнения с тремя неизвестными. В этом случае 
рассматриваем систему двух уравнений, из которых исклю
чаем одно неизвестное. Полученное уравнение решаем совме
стно с третьим, которое должно содержать неизвестные в про
стейшей форме. 

Пример 1. 
дЛ + ^з + г ^ З О ( 1 ) 

xy+yz + zx~\l (2) 
х — у — z «=» 2. , (3) 
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Складываем удвоенное ур-ние (2) с (1) и, извлекая кмдратный корень, 
получим (4). 

Решая совместно (4) и (3), найдем нужные корни. 

Пример 2. Найти корни 

( * 2 + ^ + *S = 81 
{ ху = 8 . 

Прибавляем 2ху — 16 к (1) и подставляем г = 14 — (х + у) в получен
ное уравнение. Находим сначала x-j-y, а затем л- и у , 

220. Графическое решение системы уравнений, некоторые 
на которых — квадратные. Решим графически систему 

л"+Я» = 25 
х — у= — 1 . 

Y 

\ / 
**/ 

. , , \ ' * 
0 \ 

/ V 

у. = 4 
</ = 3 

f . . . V , 
\ 0 

_ 
г + 25^ 

Р и с 64 Рис. 65 

Построив графики, видим, что первое уравнение соответ
ствует окружности, а второе — прямой. Последняя пересекает 
окружность в двух точках: ( — 4, — 3 ) и (3, 4). Таким обра
зом система имеет два решения, а именно: 

•* = + 3 , у= + 4 и х= — 4, у= — 3. 

Графики изображены на рис. 64. 
Решим графически систему: 

9*2-Ь 25^ 2 = 225 
у —2. 

Первое уравнение соответствует эллипсу, второе—- прямой, 
параллельной оси X (рис? 65). 
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Точки пересечения их суть: 
л = 3,7, у = 2 и л -= —3,7 , у = 2. 

Полученные корни действительны и неравны между собой. 
Если бы уравнение прямой было у — 3, то уравнение 

имело бы два действительных корня: 
х = 0, у — 3 

Если бы уравне
ние прямой имело 
вид у = 4, графики 
не пересекались бы 
и корни были бы 
мнимыми. 

Система двух не
зависимых уравнений 
с неизвестными х и 
у, из которых одно —-
линейное, а другое — 
квадратное, имеет два 
решения. Решения 
эти совпадают, если 

.графики касаются 
друг друга, действи
тельны и различны, если графики пересекаются, и мнимые— 
если они не пересекаются, т. е. если они не имеют общих точек. 

Решим графически систему (рис. 66): 
(4* 2 — 9# 2 = 3б 
I ^ - { - ^ = 25. 

* = 4,5; 4,5; —4,5 ; —4,5 
у = 2,2; —2,2; —2,2; 2,2. 

Для уравнения х2-\-у2 = 9: 
х — 3j O j " 3j *" ' 3 

66. 

У = 0 ; 0; 0: 0. 

Система двух независимых уравнений второй степени отно
сительно х и у имеет четыре решения. 

Точки пересечения их графиков соответствуют действи
тельным решениям, а точки касания — паре равных совпа
дающих решений. 
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соответствует 

•9, h — 

Если число действительных решений меньше четырех, то 
остальные корни —мнимые. 

221. Во многих случаях единственным практически удоб
ным способом решения системы квадратных уравнений яв
ляется графический способ. 

График каждого квадратного уравнения строится по мето
дам, описанным выше (пп° 196—210), после чего опреде

ляются точки их пересечения. 
Применим несколько построен
ных ранее графиков к решению 
нижеследующих примеров. 

Пример 7. Решить систему 
у* = х (1) 

5 (х-4)* = 9-у. (2) 

Второе уравнение 
параболе вида 

У1+к=>а (х-
где а — — 5, к = — 
(п° 172). 

График функции у = .v2, который 
можно применить для решения, дол
жен быть перевернут, так как а — 
отрицательное. 

Начало координат расположится 
в точке (А, к), т. е. ( — 4, — 9), при
чем для преобразования ординат кри

вой у = л:3 можно применить циркуль для пропорционального деления, 
установленный на отношение 5 : 1. 

Д^^ первого уравнения строим основной график функции х=у'г, при
чем вершина его совпадает с началом координат, а самая кривая обращена 
п сторону положительных л:-ов. 

Ось абсцисс является осью симметрии. Точки пересечения обеих кри
вых дают значения л- и у, удовлетворяющие уравнениям (1) и (2) (рис 67). 

Пример 2. Решить систему 

л-3 — 4ху +y'i -f- 4 УТх + 2 Y~Ty - f 11 --= 0 Грис. 61). 
5*2 _ Аху -f- if- - 12л- -f 11 = 0 (рис. 58). 

Графики построены по методу, указанному в п° 208. Значения неиз
вестных, удовлетворяющих обоим уравнениям, определяются точками пере
сечения кривых (рис. 68). 

Пример 3. Решить систему; 

j у*--2ху-\-х*-2х — 3 = 0 (рис. 57) 
\ 2х* + 4ху -f- V ~ ix - -12 = 0 (рис. 59). 

Построение графиков проивведено в n° 2С8. Пересечения их опреде
ляют значения неизвестных, удовлетворяющих уоаинедаям оис. 69. 
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222. Система квадратных уравнений с иррациональными 
корнями. В п ° 195 был рассмотрен способ проверки корней, 
найденных из графиков, для случая квадратного уравнения 
с.одним неизвестным. Тот же самый метод можно применить 
и для системы квадратных уравнений с двумя неизвестными. 

Пример. Найти приближенное значение корней системы 

' л-2 + # 2 - 5 У Т ^ - 5 У Т > = 0 (1) 

xg-2x + g~S, f ^ (2) 

близкое к точным значениям нх. 
График каждого из этих 

уравнений строится, как это 
указано в пп° 205 и 207 
(рис. 70). 

Уточним координаты точки 
пересечения Р (х, у). 

Другую точку читатель мо
жет определить сам, пользуясь 
ею в качестве примера для 
упражнения. 

Рассматривая график, ви
дим, что для точки Р (х, у) 

х = 3,5 (приблизительно) 
у = 2,6 (приблизительно). 

Пусть 
х = 8,5 + А (3) 
y = 2,6 + k • • (4) 

Ю-

6-

Рис. 63. 

S 10 

СП, Подставляя (3) и (4) 
находим: 

7 2 , 2 5 + 1 7 А + £2 + 6,76 + 
+ 5,2* + Л 3 - 6 0 . 1 - 7 . 0 7 Ä -

- 1 8 , 3 8 - 7,07* = 0. 
Пренебрегая членами, со

держащими А и * во второй 
с:епени (вследствие их малости), 
имеем: 

9.93Л - 1.87* + 0,53 = 0. (5) 
Точно таким aie способом, 

подставляя (3) и (4) во (2,, на
ходим: 

22,10 + 2 . 6 Л + ' 8 , 5 * + / , * -
— 17 — 2А + 2,6 + * = 8. 
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0,6Л + 9,5* - 0,3 =. 0. (б) 

Рис. 69. 

1 
\ л -\ л ч? -СГ о 

-
\ 

0 

ч? с • 
J 

\* 
J 

\* 

/ К 
\ с 

/ 'Ь \ 
л \ ч _ 

\ п l I I . 
_ 

\ L 
V, 

\ 
0 У 4 6 . ? J к ) 
о — н 

1 1 

70, 

Решим линейные урав
нения (5) и (6) совместно: 

[9 ,93А-1 ,87*+0,53=0 (5) 
( 0 , 6 Л + 9 , 5 * - 0 , 3 = 0 . (6) 

Умножая (5) на 0,6, а 
(6) на 9,93, имеем; 

5 ,958Л-1,122*+0,318=0 (7) 

5,958А+94,335А—2,979=0. (8) 

Вычитая (7) из (8), на
ходим: 

95,457* - 3,297 = 0, 

откуда 
* = 0,0346. 

Подставляя вто значе
ние * в (6), получим: 

А = — 0,047. 

Подставляя в (3) и (4): 

х = 8,5 + А = 8.5 - 0,047 = 
= 8,453 

(приблизительно) 

у = 2,6 + * = 2,6 + 0,0346 = 
= 2,6346 

(приблизительно). 

Если требуется определить 
''' значение корней с еще боль

шей степенью точности, то 
действуем по тому же методу, 
положив: 

х = 8,453 + Л 

у = 2,6346 + * 

и продолжая решение, как в 
приведенном выше примере 

Пренебрегая членом, содержащим произведение неизвестных, имеем; 



Действия над дробями 193 

Глава VIII. 
ДРОБИ. ДРОБНЫЕ УРАВНЕНИЯ. ИРРАЦИОНАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, 

Дроби. 
223. Действии над дробями. При сложении или вычита

нии дробей следует сначала привести их к общему знамена
телю, а затем надписать над ним сумму (или разность) чис
лителей. 

При вычитании дроби, когда перед ней стоит знак минус, 
необходимо, до приведения подобных членов, переменить 
знаки у всех членов числителя. Знак этот относится ко всей 
дроби, а не только к числителю или знаменателю; так, напри
мер, в выражении | - знак минус относится к дроби, 

у которой и числитель х и знаменатель 2а — положительные. 
Чтобы изменить знак числителя или знаменателя, необхо

димо изменить его у всех членов дроби. 
Нельзя сокращать какой-либо член в числителе и знаме

нателе, если один из них является многочленом. 
В выражении 

a-rb-\-& 
Ъ 

члены с буквой b в числителе и знаменателе не могут быть 
сокращены. Сокращать можно только на множители, входя
щие во все члены числителя и знаменателя, так как это не 
изменяет величины дроби. 

Так например в выражении 

ab 

b является общим множителем всех членов, числителя и зна
менателя, а потому его можно сократить. 

Сделав это, получим: 
а + 6 

а 

Дроби всегда следует приводить к простейшему виду,, при 
котором числитель и знаменатель не имеют общих множите
лей. Для этого разлагают числитель и знаменатель на мно
жители, и сокращают те из них, которые являются общими 
для членов того или другого. 

13 Справочник для инженера. 



194 Дроби. Дробные уравнения. Иррациональн. уравнения 

Числитель и знаменатель дроби можно умножить или раз
делить на одну и ту же величину (неравную нулю), так как 
величина дроби от этого не изменится. 

224. Основные действия над дробями^ 
а , с а-\-с а с а-—с 

. Ъ а , Ь ас -f-Ь а с 

а + Т - Т + ~ с ~ ~ 7 5 ь ' d ~ bd 
а 

а с b a d ad а па 
Ъ ' d с Ь с be ' b nb 

~d 
a 

(пфО); 

a n . , n . J a , с ad-\-bc 
Т = ~Г(пф 0); T + T = _ ^ _ . -

n 
a —a a a — a — b 
b b —b ' с с 

a—b — (a—• b) _^ — a •{- b 
с с с 

Дробные уравнения. 
225. Дробные уравнения. Уравнение, содержащее дробь 

с неизвестным в знаменателе, называется дробным уравне
нием. Обычный метод решения таких уравнений заключается 
в том, что их сперва упрощают, а затем умножают каждый 
член на общее наименьшее кратное знаменателей (см. nQ 111) 
для того, чтобы избавиться от последних. 

Общее наименьшее кратное, как и всякий множитель, 
содержащий неизвестное, может вызвать получение корней, 
не принадлежащих данному уравнению. Такие корни назы
ваются посторонними. Их можно найти, приравняв множи
тель нулю и решив относительно х полученное уравнение. 

Для выяснения, которые из полученных корней являются 
посторонними, следует подставить все найденные корни 
в данное уравнение. Если некоторые из них не удовлетво
ряют ему, то их следует отбросить. 

Ниже приведено несколько примеров решения дробных 
уравнений. 
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Пример 1 . Найти значение л- из уравнения 

5 Т ~ 1 6
 4 i 

24 60 - 5 ' 
Упрошая, имеем: 

1 - 2 0 * 1 + 1 5 * 5 • 
30* 150л- 6 ' 

Умножая все члены уравнения на 150*, т. е. на общее наименьшее 
кратное знаменателей, получим: 

5 - 100л- - 1 - 15л- = 125* 
240л- = 4 

1 

Корень -gg- удовлетворяет уравнению. 

Пример 2. Найти величину х из уравнения 
3 , 1 2 

- Г ' х3 — 25 1 х + 5 5 - х 

и 2 

Член —з можно написать в таком виде: 
5 — .V 

2** * - 5 ' 

что не изменит его величины. 
Умножая все члены уравнения на общее наименьшее кратное знаме

нателей, т. е. на х2 — 25, имеем: 
3 (л-з— 25) i л - з - 2 5 2 (л -а -25) 

. r ü - 2 5 I л-_|_5 х — 5 

Сокращая, находим: 
3 + л- - 5 = - 2 (х + 5) = - 2л- — 10 

3* = — 8 
8 
5-. 

Полученный корень удовлетворяет заданному уравнению, в яем можно 
убедиться подстановкой. 

Пример 3. Найти значение х из уравнения 

2 + ~Аг~ =* 
6 + х 

Умножая на (б + л:), наименьшее кратное знаменателей, получим: 
12 + 2* + 9 = 6л- + х°-

* 2 + 4 А - - 2 1 = 0 
х — 3 или — 7. 13* 
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Оба корня, будучи подставлены в первоначальное уравнение 
9 

; .V, удовлетворяют ему. ' 6 - J - . V 

Пример 4. Найти величину л- из уравнения 

1 J L _ _ . д

 б 

1 1 х - 1 х - 1 °-

Умножая все члены уравнения на (л- — 1), имеем: 

х - 1 -I- 1 = л* - 6.V • I - б, 
откуда 

л- — б или 1. 
Корень х = б удовлетворяет данному уравнению, а корень 1 не удо

влетворяет ему. Поэтому его, как посторонний, следует отбросить. Мы' 
ввели этот корень, умножив на (л- — 1). Приравнивая этот множитель нулю, 
л- — 1 = 0, получим .г = 1. 

226. Способ решения дробных уравнений, при котором 
избегается получение посторонних корней. В некоторых 
случаях, группируя члены дробного уравнения соответствую
щим образом, можно привести его к обычному виду, не про
изводя умножения обеих частей его на знаменатель. 

Пример 4 предыдущего п 0 - можно решить этим способом. 

н - Ц = ^ - « -
х — 1 х—I 

Перенося члены, получим: 
* 2 —1 = 7 
х—1 
х-\-1 = 7 

х = 6. 

Пример. Найти величину х из уравнения 

2А- 2 ЗА- + 2 . _5л; -•- 9_ 
.*.— 2 ~ л - - 2 Г 3 " 

Перенося члены и складывая дроби, найдем: 

2А- 2 - ЗА- - 2 _ Sx +_9_ 
х — 2 ~ " 3 * 

Сокращая, имеем: 
5 v - L 9 
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Если бы мы умножили первоначальное уравнение на 3 (*— 2) — наи
меньшее кратное знаменателей, то мы бы ввели корень v = 2, не удовле
творяющий данному уравнению (посторонний). 

227. Дробные уравнения с несколькими одночленными 
знаменателями. Такие уравнения проще всего решаются 
следующим образом. 

Сначала уничтожают одночленные знаменатели, упрощают 
полученное выражение и наконец уничтожают остальные зна
менатели по способу, указанному в п" 225. 

Пример. Найти величину л- из уравнения 

9х + 5 , 8 * - 7 _ Збл- -f 15 , 1 Q ~ 4 ~ 
14 г" 6л--j-2 '~ 56 ~Г~ 14 * 

Избавляемся от одночленных, знаменателей путем умножения всех 
членов на 56 — общее наименьшее кратное этих знаменателей. 

Имеем: 

36л- 20 + ^~г^~~ = 36л- -f 15 - j - 41. о* - j - 2 

Упрощая полученное уравнение 
7 (8л- - 7) 

3.v-f-1 = 9, 

умножаем его на (3*~[-1): 
5 6 * - 4 9 = 2 7 * + 9 , 

29* = 58 
* = 2. 

228. Преобразование уравнений, содержащих в каждой 
части равенств пару членов вида 

хЛ-а 
х-

соединенных знаком — . Уравнения указанного вида удобно 
решаются, если объединить члены в каждой части уравнения. 
Для удобства преобразований иногда следует пеоеносить члены 
из одной части уравнения в другую. 

Пример. Решить уравнение 
л- — 1 . _6 * - 5 i * — 2 
л- — 2 + х~ 7 ~ .х — 6 "I _ х~ 3" 

Перенося вторые члены из одной части равенства в другую H при
водя к общему знаменателю, имеем: 

- 1 - 1 

> - 5 * + 6 : " * з - 1 3 * + 42"' 



198 Дроби. Дробные уравнения. Иррациональн. уравнения 

Так как дроби равны и имеют равные числители, то знаменатели 
также должны быть равны между собой. Таким образом 

х* — Sx + 6 = х*— 13х + 42, 
откуда 

Этот пример показывает, что иногда не следует сразу производить 
освобождение дробей от знаменателей. 

Иррациональные уравнения. 

229. Иррациональные уравнения преобразуются в рацио
нальные путем возвышения обеих частей в одинаковую сте
пень. Последняя зависит от высшей степени корня в данном 
уравнении. 

Если в первоначальном уравнении имеется только один 
радикал, то рекомендуется перенести все рациональные члены 
в одну часть равенства, а радикал оставить в другой, после 
чего производить возвышение в степень. 

Пример, 

1 + V х = 5 

Y~x~ = 4 

л - = 16. 

Если бы мы извлекли корень квадратный из. обеих частей уравнения 
х - 2 = 4, 

то получили бы 

±У х ~ 2 = 2 
или 

У х - 2 =2 и У v - 2 = -2. 

При извлечении корня из обеих. частей уравнения сле
дует принимать во внимание и тот и другой знак. 

Если имеем х—2 — 4, то было бы неправильным считать, 
что У х— 2 = 2, и пренебрегать значением корня 

— V~x~^2 - 2 . 

Необходимо рассматривать оба случая, т. е. следует писать 
.^у~х~2 = 2 . 

Если мы решаем иррациональное уравнение, то нам не при
ходится извлекать квадратный корень, так как это действие 
уже произведено и указан знак радикала. Так например, 
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в уравнении У х—2 — х~\~П дан один случай, в уравнении 
же ~V х — 2 = дс —j—17 требуется рассмотреть оба случая. 

Если задано уравнение 

У афх -i-Va — x = y ~ 2 7 V 
то имеется в виду только положительное значение корня, 
в уравнении же 

^V~a~+x' ± У 7 ^ 7 = ±Y~2x~ 
— оба значения. 

Необходимо помнить, что в выражении — Va — х самый 
радикал считается положительным, т. е. имеем:—(~ЬУв—-.*). 

Решая вышеуказанный пример 

У 4-У~а~^х~ = У~2Т, 

имеем после возвышения в квадрат: 
' aA-xAr2Va* — x^-j-a — х — 2х 

Va? — х* = х — а. 
Возвышая в квадрат вторично, получим: 

а 2 — х2 — х* — 2ax4~ai 

2х2 — 2ах = 0 
2х (х — а) —О 
х = 0 или а. 

Подстановка обоих корней в уравнение показывает, что 
х = а удовлетворяет ему, а корень х — 0 не удовлетворяет. 

В самом деле 

тЛГмГ Ф УТ~5. 
Если бы мы взяли отрицательное значение корня Уа — О, 

равное — У а , то уравнение удовлетворялось бы значением 
х ~ ®' Полученный результат следует понимать так, что 
У а—х означает -\-V а — * i а потому корень х — 0 должен 
быть отброшен. 

Возвышение в квадрат обеих частей иррационального урав
нения равносильно умножению на величину, содержащую не
известные, вследствие чего получаются посторонние корни 
(см. пп° 225 и 129). 
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Пример. Найти корни уравнения 

УТ^2 = х — 4. 

Возвышаем уравнение в квадрат: 

Ï - 2 = Д.-2 - 8.v + 1 6 . 

Перенося члены и упрощая полученное равенство, имеем: 

xi _ 9.Ï = - 1 8 . 

Решая уравнение, получаем корни 
X = б или 3 . 

Корень .v = б, как это легко проверить подстановкой, удовлетворяет 
уравнению, а корень л- = 3 — посторонний. 

Если бы рассматривать отрицательное значение радикала или — У х — 2, 
то корень х = 3 обращал бы уравнение в тождество. 

Так как в задаче указано лишь положительное значение радикала, то 
посторонный корень х = 3 должен быть отброшен. 

Если в иррациональном уравнении имеются дробные члены, 
то до возвышения в степень следует упростить дробь или 
уничтожить иррациональность знаменателя. 

Пример 7. Реш.ть уравнение 

У ] [ + У 7 = = аУТ (* + 2)а 
Г"2 - У'х / 2 " + / 7 2 ( * - 2 ) " ' 

Делаем знаменатель рациональным: 

(/-2 + у г у = __ 2 _ У Т ( У Т - У 7 ) 
( У 2 - У х ) ( У У + У " 7 ) ( у у + у т Н / Т - У Т ) . 

(* + 2)3 
2 (л- - 2 ) 

2 + 2У"2ТУГ + .У _ 2 / 2 7 - 2л- , х°-+ 4.у + 4 
2 - . V 2 - л - " I 2(2 - л - ) * 

Умножая все члены уравнения на 2(2 — х), имеем: 

4 + 4 У 27 + 2л- = 4 У 27 - 4.V- -j- л-« + 4л- -|- 4 
л-'-' — 2л- = О 

хх — 2) = 0. 
Отсюда 

х — 0 или 2. 
Подставим в первоначальное уравнение корень х — 0 . Тогда получим: У £ + о _ 0 _ (0 - 2р ' У 2 - 0 У Т + О " 2 ( 0 - 2 ) " 
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или 
1 = 0 + 1. 

Таким образом корень х = 0 удовлетворяет уравнению. 
Корень л- = 2, как посторонний, не удовлетворяющий заданному урав

нению, нужно отбросить, ибо он приводит к равенству, где знаменатели 
дробей нули. 

Пример 2. Решить уравнение 

У 27 + 2 _ УТ+Т+з 
У 2л 7 — 2 У Т + Т - з " 

Умножаем обе части уравнения на (У 2х — 2) (У л-+ 1 — 3), т. е 
на общее наименьшее кратное знаменателей. Имеем: 

( УТх + 2)( Vx~Ç\ - 3) = ( У7+Т + 3) ( У Тх - 2), 
У2л-2 + 2.1- + 2 У Т + Т - 3УЙ - 6 = У~2х*-\-2х -2У л-+ 1 + 

+ ЗУ21;-б. 
Упрощая, получим: 

бУ21 = 4 У л 7 + Т 
З У 2 1 = 2Ул- + 1. 

Наконец, возвышая в квадрат: 
18л- = 4л- + 4 

2 
л- = у . 

.230. Некоторые особые приемы решений. 
Пример 1 . Решить уравнение 

2 Ул-2 - 9.V + Î 3 - y . v 2 - 4.V — 12 = л- - б. 
Разложим подкоренные количества на множителя: 

2 У (л- - 3) (л- - 6 ) - УС*+ 2) (л--6) = * - б, 
2y .v — 3 - Ух — 6 - Удг + 2 У л - - 6 = Улг — б- Ул - -6 , 

Ул;-"б (2У.7~^з - У.7+1 - УТ" -^) = о. 
Приравнивая множитель Ух — б нулю, найдем один из корней. Он 

равен очевидно х = 6 (см. п° 129). 
Кроме того 

2Ух~^Ъ -- У7+2 - Ух^Ъ. 
Возвышаем это уравнение в квадрат: 

4л- - 12 - 4 УТ^Щх~+2).+ х + 2 = * - а 
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f x - 2 , - 2 1 / А - - 4 - 1 

Напишем числитель первой дроби в виде (л: — 3) — 4, а числитель вто
рой в виде (л: — 4) — 1. Имеем: 

±zJtz± л. lï^JtzL = 4 / J - 3 . 

•fx-3-2 / л - - 4 - 1 

Упрощаем полученное уравнение: 

fx~^3 + 2 + У 7 = 1 - | - 1 = 4 / Г = 1 . 
Приводим подобные члены: 

fx^ï = 3 / 7 ^ 3 - 3 = з ( угх^Ъ - 1). 

Возвышаем в квадрат: 

х - 4 = 9л- - 27 - 18 f х~^3 + 9 

1 8 У " . « ^ 3 = 8 л - - 1 4 

'9fx~^3 = 4x-l. 
Возвышаем в квадрат вторично: 

81 (х - 3) = 16л:2 - 56л- + 49 
81л- - 243 = 16*2 _ 56* + 49 

16*2 _ 137* _j_ 292 = 0. 

Решая уравнение, находим корни: 

Оба 

7 3 А 
* = ^ и 4 . 

значения х удовлетворяют заданному уравнению. 

Глава IX. 
КУБИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ. 

231. Графическое изображение кубических функции. 
График функции у == х& представляет собой кривую, называе
мую кубическая параболой. 

Возвышаем вторично в квадрат: 

д.3 __ А. _ б = *а - 2л--f 1, 
откуда 

х = 7. 

Подстановкой значений х = 6 и * = 7 убеждаемся, что оба корня удо
влетворяют уравнению. 

Пример 2. Решить уравнение 

х ~ 7 - Ar - — ^ — = 4 / ^ 3 . 
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О 

Если х — величина положительная, то у—также положи
тельное; при отрицательном х, у — отрицательное. Оба случая 
представлены на рис 71 . 

Если имеется функция у = — л г 8 , то положительные значе
ния х дают также положительные лг3, следовательно соответ

ствующее значение у ока-
Y жется отрицательным. 

Очевидно, при отрица
тельных лг значения л:3 •— 
отрицательные, а у будут 
положительными. 

График функции у = — X s 

изображен на рис. 72. Срав
нение последней с рис. 71 
показывает влияние знак? 

- / минус перед л:3 на располо
жение графика. 

Заметим, что для значе
ний х, различающихся толь
ко знаком, абсолютные ве
личины функции одинаковы, 
но знак различен. 

Рекомендуется аккуратно 
Рис. 71 . вычертить кривые обеих Рис. 72. 

функций у— хй и у = •— X s , 
так, чтобы можно было в дальнейшем использовать их для 
графического решения задач. 

232. Функция вида у = ах5. График этой функции может 
быть легко получен из уже построенного графика функции 

Y 

а > ü или 
положительное 

Рис. 73. 

V • 
0 

а < 0 um \ отрицательное \ 
Рис. 74. 

у = х3, посредством уменьшения или увеличения масштаба 
ординат в отношении а : 1, в зависимости от того; будет ли' 
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а больше или меньше единицы. Способ такого построения 
был уже рассмотрен в п° 170, где мы получили график функ
ции у = ах из графика у — л 2 . 

Здесь весьма удобен циркуль для пропорционального де
ления, так как с помощью него можно получить ординаты 
кривой у — ахь непосредственно из ординат у = х*. 

Если а — величина отрицательная, то знак этих ординат 
следует переменить на обратный. Влияние знака при а на ха
рактер кривой показано на рис. 73, где а — положительное 
[а > 0), и на рис. 74, где а—отрицательное (а < 0). 

233. Функция у — а (х — h)3 - j - k. Эту функцию можно пред
ставить в таком виде: 
[59] y — k = a(x—h)\ 

Уравнение соответствует кривой у — ахя, у которой на
чало координат передвинуто в точку (•—h, •—-к), причем 
к измерено в масштабе новых ординат (рис. 75, 76). 

А* 

Рис. 75. Рис. 76, 

Таким образом, вычерчивая график функции у — ад:3 и рас
полагая начало координат в точке ( — Л, — к), получим кривую 
функции 

y — k — a(x — h)3, 

отнесенную к новым осям. 
234. Добавление члена тх в кубическое уравнение. 
В случае прибавления этого члена функция принимает вид 

у = хй-\-х"нАК у = ах3-\~тх, а график основных функций 
у = л-8 и у = ахй изменяется. 

График функции у — х3-\-х можно легко вычертить, поль
зуясь графиком у — х3, ординаты которого у увеличиваются 
или уменьшаются на величины, равные значениям независи
мой переменной х. 
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Приме)). Преобразовать график у — х?' так, чтобы он соответствовал 
функции 

IJ х> — З.с. 

Так как ординаты графика последней функции равны ординатам кри
вой у — лЛ уменьшенным на величину Злг, то мы можем произвести вычи
тание графически, пользуясь следующим способом: 

= v 3 Проведем на графике 
(рис. 77) прямую AB с наклоном — 3. 

Если мы возьмем какую-нибудь 
точку Р на нашей кривой, отложим 
при помощи циркуля ее ординату у 
от линии AB, как это показано для 

Y 

Рис. 77. Рис. 78. 

S7, то этим самым мы вычтем из у величину 3.v и получим точки иско
мой кривой у — л"'1 — 3.V. Кривая ara изображена на рис. 78. 

Пересечение кривой С осью лг-ов дает корни уравнения 
vü - Зл- = 0. 

График отнесен к первоначальным осям координат. 
Изменение формы, которое получает график ,у = л л после преобразо

вания его в график функции у = л'8 — З.с, назовем сдвигом кривой на ве
личину у= — Зл-. 

235. График функции 
[60] у — ах3 -J- тх 
имеет в зависимости от знаков при а и m одну из форм, 
изображенных на рис. 79—84. 

Как было указано ранее, кривую у — ах5 можно легко 
получить из графика у: так как ординаты их во всех 
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случаях относятся как а : 1. Если а — не слишком велико, то 
весьма удобным является циркуль для пропорционального 
деления, так как при помощи него можно весьма просто про
извести нужные преобразования (см. п° 232). 

0 J г 0 J г Q > 0 положительное / 

ÏÏ! > 0 стрицателмое ' 
а > 0 положительное 

/77=0 

Рис. 79 Рис, 80. 

а > 0 помо.'А ительпае 

т< 0 отрицательнее 

Рис. 81 . 

а< 0 отрицательное 

т<0 положительное 

Рис. 82. 

о < 0 отрицательное 
m = 0 

Рис. 83. 

а < 0 положительное 

m > 0 отрицательное 

Рис. 84. 

236. Введение постоянных Ä и А в уравнение у — axs -\-
А--тх, которое производится путем подстановки лг —j— Л вме
сто х и у-\-к вместо у и обращает его в уравнение 

g + k^aixArhy + mix + h), (1) 
соответствует перенесению начала координат в точку (А, к). 

Раскрывая в (1) скобки, получим: 
g^a^ArbahxiAr^ah^Arm)xAr.ahiArmh — k. (2) 
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Сравнивая полученное выражение с общей формой куби
ческой функции 
[61] y = axa-\-hx* + cx ' d, 

видим, что 
b = 3ah, с = За№ 4 - m, d = a / i 3 - | - mh — к. (3) 

Значения коэффициентов а и Л всякого уравнения, пред
ставленного в общем виде, определяют величину h, так как 

[62] . Л - - ^ , 

после чего легко определить и m: 

[63] m = с - -За/г 2 = с — 

Наконец, зная А и т, найдем величину к из уравнения ( 3 ) : 

[64] 

Итак, если мы имеем уравнение у = ахл - j - m.v, то путем 
перенесения начала координат в точку (Л, к) можем привести 
его к общему виду 

у — ах3 -|- bxz 4 - сх 4 - rf. 

Координаты нового начала (А, /<) можно выразить в зави
симости от коэффициентов a, b, с и тогда указанные коор-

/ * be 2/;!! , динаты будут ^ _ — 

237. Для того, чтобы начертить график кубической функ
ции, приводим уравнение к общему виду 

у = адг3 -f- bx~-\-cx-\-d [61]. 

Затем берем уже построенный ранее график функции у — 
= лг?, преобразовываем его в у = адг8 и находим величину 
m из [63]: 

m = c—-s—• оа 

Сдвигая соответствующим образом график у — ал:8, полу
чим график у — ал:3 -f- тлг. 
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Перенося начало координат в точку (Л, заканчиваем 
преобразование первоначальной кривой и получаем график 

искомой функции 
у = ах? -| - bx2 ~|- ex - | - d. 

Пусть (рис. 85) 
d есть график функции 

у = xs,a ADEB—тот же 
график после преобра
зования в у — ах3-\- тх 
по методу, изложенно
му в пп° 234 и 235. 

Координаты (h, k) 
точки, в которую сле
дует перенести начало 
координат, определя
ются выражениями 

/ b 1 
за 

За 
26» 
27а я •d. 

1 рафик, построенный 
указанным выше спосо
бом и отнесенный к но-' 
вому началу,соответствует 
функции 

у=ах*4-Ьх*~\-схА: d, [61] 

'являющейся общим выра
жением кубической функ
ции. 

Решение любого урав
нения третьей степени 
с одним неизвестным мо
жет быть произведено те
перь графически. 

После того, как найде-
р И С г g6 ны приблизительные зна

чения х, которые обра
щают у в нуль, подставляют их в общее уравнение, а за
тем, пользуясь методом, изложенным в пп° 195 и 222, опре-
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деляют, если это необходимо, более точные значения неза
висимого переменного. 

При построении графика кубической функции рекомен
дуется брать масштаб у в десять раз меньше, чем масштаб 
х, так как это позволяет по
местить на листе большие 
значения у. 

Пример I. Начертить график 
функции 

. у = *з + 5*- - 14* + 3. 

Имеем: 

m • •• с — 

i l 
з 

Л. 
За 

- 14 

Строим график функции у = хл 

и проводим линию сдвига с на
клоном— 22 - g - : 1 (AB на рис. 86). 

Сдвигаем кривую по отношению 
к AB, для чего откладываем от 
последней ординаты графика^ = * 8 . 
Затем переносим начало координат 
в точку [h, k): 

5 ( —14) 

Таким образом кривая, начало координат которой расположено в точке 

^-g-, — 35,6^, выражает уравнение 

у = хй + 5*2 _ 14* -)_ 3. 

Пример 2. Начертить график уравнения 

7 = 2 * 3 - 1 5 * 3 + 11. 
Имеем: 

_ Л 
За 

= 0 -

- 1 5 

225 
6 

•37,5 

•2,5 

Ä = 0 — 
2 ( - 1 5 ) 3 

27^4 
— И — 51,5. 

14 Справочник для инженера. 
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Строим график основной функции У — х3 и уменьшаем масштаб орди
нат на 2, благодаря чему график будет соответствовать функции У = 2х'\ 
Проводим линию сдвига AB с наклоном — 37,5 : 1, намеренным в новом мас
штабе, после чего сдвигаем кривую У = 2хл по отношению к AB. Перенеся 
начало координат в точку (л, к), т, е. в точку ( — 2,5, 51,5), получим гра
фик функции (рис. 87): 

У = 2.г" — 15лг-= - f - 1 1 . 

238. Графическое решение уравнений вида 
ax*J

rbxiJ

rcx-r-d=0-
Для решения таких уравнений с одним 

-в. неизвестным 
является полезным график функции у = ахи -|- bx2 -|- ex - j - d. 

Сперва рассмотрим слу
чай, когда необходимо 
найти корни уравнения 

хв-\-Ьх* -j-cx - | - J = 0. 

Г р а ф и к ф у н к ц и и 
у = л - 3 -|- Ьх- -|- сх -(-- с? дает 
все значения этой функ
ции, соответствующие дей
ствительным значениям не
зависимой переменной л:, 
в том числе и таким, 
которые обращают Xs -f-

1П(1 IUI 
1 

8С 1 
1 

\ 8С / 

\ гп / 

\ u U -/ 
/ / 

\ 4С / 
\ 4С —/ 

/ / 
20 

/ / \ 20 
/ 

/ ' / 
У\ \ / 

J / ( i с- /Zt /0 2 4 ч i 
1 20 ' ( \ 

1 

i 
20 \ 1 \ 

/ / / 40 1 1 -
11 / 40 

/ 
/ КП 

** 
Ч ' 

ь 
/ ' 

DU ** 
Ч ' 

ь / 80 80 
i 

—£ 
- 1 nn 

Arbx 
т. е. 

в нуль, 
корням уравнения 
f Ьх^ + схАг d = 0. 

Рис. £ 

i = - 9 - h 

Пример. Найти корни урав
нения 

л » - 4 А * - 4 * + 16 = 0. 

Начертим график функции 

У = л-3 — 4л-2 - 4л- + 16, 

употребляя для втого график 
У — X3: 

и £ = —5,87. 

Пересечение построенного графика с осью X (рис. 88) дает значения 
х, обращающие функцию х3 — 4л-2 — 4л--|-16 в нуль, т. е. корни уравнения 
д.-3 _ 4д-2 — 4.V -)- 1 б = U. Эти корни суть: 

х = 2, л- = 4 и л- = — 2. 
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239. Система двух уравнений с двумя неизвестными х 
•а у. Если одно из уравнений имеет вид у = ах3 ~ j - Ьх2 -\~ сх -1-
-\-d, то систему можно 
решить, вычерчивая гра
фик каждой из данных 
функций и находя их 
точки пересечения. 

Пример. Найти значения 
х и у, удовлетворяющие ура
внениям 
9 * ä - j - % 3 - 1 8 * + 3 2 i / - 5 6 = 0 

: 2*з - Их2 +17* - 6. 

Строим Трафики, поль
зуясь методами, указанными 
в пп° 205 и 237. Необходимо 
обращать внимание на то, 
чтобы ординаты обеих кри
вых имели одинаковый мас
штаб. Точки пересечения мо
гут быть также найдены по
средством вычерчивания каж
дого графика в отдельности 
на прозрачной бумаге и на
кладывания их друг на друга 
таким образом, чтобы ко
ординатные оси совпадали. 

Значения неизвестных, удовлетворяющие заданным уравнениям, булуг 
(рис. 89): 

(0,2, - 3,2), (0,7, 1,3) (1,6, 1,3) (3,2, 0,6). 

Рис . 89. 

240. Система уравнений, имеющих иррациональные корни 
и заданных в форме, сходной с уравнениями предыдущего 
п°, решается графически, а более точные значения корней 
можно определить, пользуясь методом, изложенным в 
п° 222. 

Найдем значения для координат точки Р(х, у), если за
даны уравнения 

9х* + Щ* —18^4-32^ — 56 = 0 (1) 
у = 2х* — Ш 2 + 1 7 л - — 6. (2) 

Из рис. 89 видим, что координаты Р суть (3,2; 0,6). 
Положим 

'x = 3,2~\~h и # = 0,6 4 - £ . (3) 
14* 
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Подставляя ( 3 ) в ( 1 ) и пренебрегая членами второго по
рядка относительно h vi к, имеем: 

9 2 , 1 6 4 - 57,бЛ 4 - 5 , 7 6 4 - 19 ,2А - 5 7 , 6 — 1 8 А 4 - 1 9 , 2 4 -
— 5 6 = 0 

или, после упрощения, 
3 9 ^ 4 - 5 1 , 2 * 4 - 3 , 5 2 = 0 . ( 4 ) 

Точно таким же образом после подстановки ( 3 ) во ( 2 ) и 
отбрасывания членов второго и третьего порядка относи
тельно h и к, найдем: 

0 , 6 4 - к = 6 5 , 5 4 4 - 61.44Л — 1 1 2 , 6 4 — 70,4h 4 - 5 4 , 4 4 - 1 7 А — 6 , 

откуда 
* = 8 , 4 * 4 - 0 , 7 . (5) 

Подставив ( 5 ) в ( 4 ) , имеем: 
3 9 , 6 А 4 - 4 3 0 - . 0 8 А - f 3 5 , 8 4 - f 3 , 5 2 = 0 

469.68Л = — 3 9 , 3 6 

h= — 0 , 0 8 4 . 

Подставляя в (5), находим: 
k = 0,7056 - 0,7 = 0,006. 

Подставляя значения Л и k в (3), найдем более точные величины кор
ней 

7 = 3,116; 7 = 0,606. 

Для получения еще более точных значений х и у описанный прием 
может быть повторен. 

241. Другой способ графического решения кубического урав
нения Xs 4 - Ьх* 4 - сх 4 - d = 0 состоит в следующем: 

Предположим, что имеется система двух уравнений 
у = л:3 и 
у = — сх — d 

(если член с л:2 отсутствует). 
Как известно, ординаты точек пересечения графиков, со

ответствующих этим двум линиям, одни и те же, другими 
словами—абсциссы точек пересечения соответствуют тем зна
чениям х, при которых обе функции имеют одинаковую ве
личину. Поэтому 

х3~ —сх — d или xs-\-cx-\-d'—0. 
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Таким образом, имея основной график y~xä и проводя 
прямую х = — с х — d, мы сможем быстро определить по точ
кам пересечения значения х, удовлетворяющие уравнению 

x*-\-cx-\-d = 0. 
Если в дальнейшем имеется член, содержащий хг, то по

лучим систему: 

Чтобы решить ее, вычерчиваем оба графика в одной и 
той же системе координат. Точки пересечения их дадут иско
мые корни. 

Пользуясь описанным способом, можно решать весьма 
трудные задачи; если же решения вообще не имеется, то гра
фики сразу покажут это. 

242. Еще один удобный способ решения кубических ураи 
нений заключается в том, что посредством перенесения н>» 
чала координат добиваются исчезновения члена с х'\ Это 

достигается подстановкой х вместо х, или же выбором 

Так как мы начинаем решение задачи с построения гра
фика у —ха, то можно перенести его начало в точку ( — А, 0) 

или я - , 0 ] . Поэтому, после того как указанное пере

несение произведено, проводим прямую, соответствующую 
уравнению у — —сх — d, и отмечаем точки пересечения этих 
линий. 

243. Также весьма удобно, знать наклон кривой, т, е. ско
рость изменения функции по отношению к независимой пере
менной в общем уравнении 

Этот наклон, найденный по методам, излагаемым в диффе
ренциальном исчислении, для любой точки Рг (хх, ух) равен 

а 

у = алга 4 - Ьх"2 4 - сх 4 - d. 

т = 3ахх* 4 - 2 6 6 * ! 4 - с . 

После того как график функции вычерчен, легко опреде
лить ее максимальное и минимальное значения. Они имеют 
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место в точках, где наклон кривой равен нулю, т. е. где ка
сательная к ней параллельна оси X (рис. 90). 

Для определения точек максимума и минимума функции, 
необходимо приравнять приведенное выше выражение для m 

нулю и найти из по-
лшКсиыальнов 

Значение 

минимальное 
значение 

Рис. 90. 

Тогда 
у тс xzX 

Из подобия треугольников 
1 0 - л - 10 

лученного уравнения 
значения хх. 

Задача. Цилиндриче
ский бак помещен под 
стропилами крыши. Раз
меры помещения указаны 
на рис. 91. Какие разме
ры придать баку, чтобы 
он имел максимальную 
емкость? 

Пусть х — высота ба
ка, z — радиус основания, 
у — объем бака. 

откуда 
z 5 ' 

10 - х 
z = • 2 

У 

т, е 

Таким образом 

/ 1 0 - л Л 
'г(хЯ~20хЧЛ0Ох). 

у = 0,7354*'' - 15,7л-:! + 78,54*. 

Сравнивая с общим уравнением, D 

имеем: ™ 0 , У 1 

т = 0,7854, о = - - 1 5 , 7 , с == 78,54. 

Подставляя в выражение 

m = 3a (* 1 )2 - ( -2Ä(* 1 ) + 78,54, 

находим: 

m = 3 • 0,7854*^ + 2 ( - 15,7) л Ч + 78,54 = 2,356 (xtf - 31,4 (*,) + 78,54. 

Чтобы найти максимум, приравниваем m нулю: 

2,356 {х&~- 31,4 (*i) + 78,54 = 0. 
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2а 
= 3,32 или 10. 

2 • 2,36 

Однако высота бака х не может быть равной 10 метрам, следовательно 
она составляет 3,32 метра. 

Из приведенного сперва уравнения 

Таким образом размеры бака будут такими: высота 3,32 метра, радиус 
основания 3,34 метра. Максимальный объем равен 

№ = к xzi = 3,1416 - 3,32 • (3,34)з _ 114,7 мз. 

График функции 
g = 0,7854*з - 15,7*3 + 78,54*, 

полученный из основного графика g = Xя и сдвинутый по методу, указан
ному в п° 236, показывает, как значения g уаеличиваются до максимума 

Нис. 92. 

в точке, абсцисса которой равна 3,32, и уменьшаются до нуля при * = 10 
(рнс. 92). 

Наклон графика в точке, где функция достигает максимума, оавен нулю. 

По формулам [4) и 15] 

. _ - Ь ~ У^^ао + 3 1 , 4 + У |31 ,4 )а -4-2 ,36^7Д54__ 
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Глава X. 
ЦЕЛЫЕ РАЦИОНАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ. 

244. Целую рациональную функцию или многочлен (по
лином), содержащий степени одной неизвестной, можно пред
ставить в общем виде таким образом.' 

а0хп 4-ецх 4 - а 2 д г п _ 2 4 - . . . 4 - ап_хх ап. 

Степень каждого члена этого выражения на единицу меньше 
степени предыдущего, вследствие чего при сложении, вычи
тании, умножении и делении таких многочленов можно рас
сматривать только коэффициенты при степенях. Если какой-
либо из членов приведенного многочлена отсутствует, то это 
означает, что его коэффициент равен нулю. 

Пример. Сложить многочлены: 
х* - 1 , *< 4 2*3 - f 4*2 - f 3 * + 5 и 2* я - 5*2 + * - f - 1 . 

Имеем: 
1 0 - 1 

1 2 4 3 5 -
2 - - 5 1 1 

.1 4 0 4 5 = * i 4 4 * ä + 4 * + 5. 
Перемножить многочлены: 

2 * 4 - З* 2 - х - 2 и *а + * 4 4 . 
2 3 - 1 - 2 
1 1 4 

2 3 - 1 - 2 
2 3 - 1 - 2 

8 1 2 - 4 

2 5 10 9 — 6 - 8 = = 2 * 5 + 5 * * 4 Ю * 8 + 9 * 2 - 6 * - 8 . 

245. Теорема об остатке. Т е о р е м а . Если многочлен 
f(x) разделить на х—с, то остаток равен f (с), т. с. вели
чине многочлена, в который вместо х подставлено с. 

Доказательство. Пусть частное от деления многочлена 
f(x) на. х — с равно Q[x), а остаток равен постоянному R, 
так что 

х — С ' 1 X 
Требуется доказать, что 
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Из выражений 
f{x) = а0хп - b a i * " " 1 - ! - . • • Ч * + а „ 

У (с) =---•= а0с -+ а 3с --] ап_л с-j- ап 

получаем: 

/(.г) — / (с) = а0хп + ^ д : " - 1 + . . . - f л - f а„ — 

— (а 0с" - f а / ' " 1 + а , ^ с - f ап) = а0 (*" — с") + 

- i я, (л- —с )+ ... + а„_1 (.V — с). 

Так как множитель (л: — с) входит во все члены послед
него выражения, то можно вынести его за скобки, обозначив 
оставшееся в скобках выражение через Q(x); тогда получим: 

f(x)-f(c) = {x-c) [ Q ( A - ) ] . 

Деля на (х — с), найдем: 

Ä e Q W + i f c L , т . е. Я «-/(с), 
что и требовалось доказать. 

Пример. Пусть / ( А - ) = 2* ! ) -f- З А 2 — 4л- — б, а с = 2. 

2*з + 3 * 2 ~ 4 . v _ 6 I * — 2 
2*з — 4*2 2*2 4- 7* 4 - 1Ü 

7*2 — 4* 
7*2 — 1 4 * 

10*— б 
10* — 20 

14" 
/ ( с ) = 2 • 23 + 3 • 22 — 4 • 2 - б = 14 = остатку. 

246. Теорема о множителе. Т е о р е м а . Если с есть 
корень уравнения f(x) — 0 (где f (х) — многочлен), то х — с 
является множителем выражения f (х). 

Доказательство. Если с — корень уравнения / (* ) — 0, 
то / (с ) = 0. Из теоремы об остатке нам известно, что, если 
/ (х ) разделить на 'х — с, то остаток равен /(с), т. е. нулю, 
а следовательно f[x) нацело делится на. х — с. 

О б р а т н о . Если многочлен Нх) нацело делится на х—с, 
то с есть корень уравнения f(x) — 0. 
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247. Сокращенное деление. В случаях, когда делитель 
имеет вид л: — с, а делимое 

f{x) = а0х + аххп~1 + . . : + а,,^ х 4 - о„, 

деление можно значительно упростить. 
Разделим, пользуясь обычным способом, многочлен 

/ ( * ) —2.«* —9*» —4л: в —25 на лг — 5 . 
Имеем: 

2л-4 — 9л ! ! — 4л:2 -1- Ох — 25 | л- — 5 _ 
2х* — Юл 3 2x* + x*-\-x-\-S 

л-* —4л-2 

хя~ Sx* 
х'г—0х 
х* — 5 л: 

5*—"25 
5л- —25 

Если расположить делимое по убывающим степеням буквы х, 
не пропуская ни одной степени (отсутствующие степени сле
дует писать с коэффициентом 0), то в частном члены будут 
также расположены в убывающем порядке. 

Степень высшего члена частного можно определить сразу, 
после чего легко написать степени остальных членов, убы
вающие последовательно на единицу. 

Таким образом нет необходимости выписывать каждый 
раз степени буквы л:, а достаточно, зная показатель этой 
буквы в высших членах делимого и делителя, производить 
самое действие (т. е. деление) над коэффициентами. 

Выпишем соответствующие коэффициенты в приведенном 
выше примере. Имеем: 

2 — 9—4 + 0 — 25 1 1—5 
— ю 2 ; - 1 4 - 1 - 5 

' 1 + . 
•_1 5 — 

+ 1 
— 5 
+ 5 

— 25 

Знак минус при члене 5 в делителе изменяет знак отдель
ных произведений на обратный; поэтому, заменяя ( — 5) на 5, 
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можем прибавлять эти произведения к делимому, вместо того 
чтобы вычитать их. 

Располагая все числа в ряд, получим: 
2 — 9 — 4 + 0 — 25 I 5 
+ 10 + 5 + 5 + 2 5 

2 + 1 + 1 + 5 + 0 
Последнее число (в данном случае 0) есть остаток от 

деления. Очевидно, это число равно величине f(x) после 
подстановки 5 вместо х, т. е., другими словами, равно /(5), 
ибо по теореме об остатке значение /(5) равно остатку от 
деления f(x) на х — 5. 

Заметим, что все числа в третьей строке последнего вы
ражения суть коэффициенты при х в частном. Таким образом 
частное равно: 

2t 3 + x 2 + x + 5. 
П р а в и л о . При делении многочлена, содержащею сте

пени одного неизвестного, на двучлен вида х—а будем 
поступать следующим образом: 

Расположим многочлен по убывающим степеням неизвест
ного, причем отсутствующие степени напишем с коэффи
циентом 0. 

Умножим число, которое должно быть подставлено 
вместо х, на первый коэффициент и сложим (алгебраически) 
полученное произведение со вторым коэффициентом. 

Умножим найденную сумму на число, которое должно 
быть подставлено вместо х (т. е. на а), прибавим к 
третьему коэффициенту и будем продолжать действовать 
таким же образом, пока не дойдем до последнего коэффи
циента. Последняя сумма и будет остатком. Он равен 
величине многочлена, в котором вместо х подставлено а. 

Пример, Разделить / (л-) = 2xi — ЗА- 3 4- А 3 — А- — 9 на л- — 2. 
Имеем: 

2 - 3 + 1 - 1 - 9 1 2 
+ 4 + 2 + б + 1 0 

2 " + 1 + 3 ~ 5 + 1-
Последнее число, т. е. 1, есть остаток, равный значению / ( 2 ) , Частное 

же равно 2л-3 + А-2 + Зл- + 5. 

248. Нахождение корней многочленов. Метод, описанный 
в предыдущем п°, весьма полезен для нахождения целых 
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корней уравнения какой угодно степени. Пользуясь им, мы 
испытываем небольшее число целых чисел в качестве воз
можных корней и разлагаем многочлен на множители. 

Пример, Найти корни уравнения 

4*з _ хъig* + ю = 0. 
Испытываем в качестве корня число 2. 
Имеем: 

4 - 1 - 1 9 - Н О \_Л 
8 + 1 4 + 1 0 

4 ~ | - 7 _ 5 Ô. 
Остаток равен нулю, следовательно * = 2 есть корень уравнения, 

а (* — 2) является множителем многочлена, находящегося в левой части 
равенства. 

Частное от деления на х — 2 равно 
4 * - ' + 7 * - 5 . 

Следовательно, имеем: ( 

(х - 2) (4*з + 7* - 5) = 0. 
Решая уравнение 

4*з + 7 * ~ 5 = 0, 

найдем, что остальные корни многочлена 
— 7 ±УШ) 

* = — 8 * 

Говоря о выборе чисел, которые следует испытывать 
в качестве корней, следует заметить, что они должны быть 
множителями постоянного члена, т. е. в предыдущем при
мере— множителями десяти. Предполагается, что до этого 
уравнение освобождено от дробей. 

Таким образом в уравнении 
** — 1 7 * a ~ 3 4 . v — 3 0 = 0 

возможными целыми корнями будут следующие числа: 

± 1 , ± 2 , ± 3 , ± 5 , =Ь6, ± 1 0 , ."±15, ± 3 0 , 

являющиеся множителями 30. 
При испытании следует начинать с меньших чисел. Легко 

выяснить, что корней больших 5 это уравнение не имеет. 
Оно обращается в тождество при следующих значениях х\ 

5, - 3 , - 1 + и - 1 - K = î , 
которые и являются корнями. 
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249. Дробные корни. Дробь может являться корнем 

уравнения, если числитель р есть множитель постоянного 
члена, а знаменатель q — множитель коэффициента при наи
высшей степени неизвестного х в этом уравнении. 

Пример. Найти дробные корни уравнения 

24*5 _j_ 2х* - 3*з _ 21л-2 + х + 6 = ' 0 . 

Постоянный член есть 6. Его множителями являются: 1, 2, 3, б. 
Коэффициент при наивысшей степени неизвестного равен 24, причем 

его множители суть: 
1, 2, 3, 4, б, 8, 12 и 24. 

Все возможные комбинации из множителей указанных чисел, взятых 
в качестве числителей и знаменателей дробей, будут: 

^ l ^ - l ^ S l ^ S ^ S l ^ l ^ S l ^ 1 
-t™ - f - - t - - t - H— - f - . H - _ _ ~i~ . , - + - . - H 

— V ~ 3 ' ~~ 3 ' — 4 ' ~ V~ 4 ' ~ 6 ' — 8 ' ~" 8 , _ 12 ' ~ 24 ' 

Подставляя + •—, убедимся, что эта дробь не является корнем урав

нения. Испытывая ^ имеем: 

24 4- 2 - 3 - 2 1 + 1 -К« 
- 1 2 4 -5 - 1 4-11 - 6 

24 0. 10 4-2 - 2 2 4-12 

Остаток равен нулю, следовательно ^— — корень уравнения. 

, , 2 
Испытаем теперь в качестве корня полученного частного дробь _ г •, 

24 - 1 0 + 2 - 2 2 4-12 
4-16 4-4 4- 4 —12 

24 4- б 4 - 6 18 0; 

является корнем. 

Испытываем 4" 4 ' 

24 + б 4- б — 1 8 
4-18 4-18 4-18 

24 •24 4-24 
-f- является корнем. 

Деление последне-о частного на 24 дает 

*>+*-и-



. 222 Целые рациональные функции 

Таким образом множители заданного многочлена будут: 

м ( , + 4 ) ( , - | . ) ( - - 4 ) (* .+ .+! ) . 
250. Перенесение графиков функций. Вычисление ковф-

фнциентов преобразованного уравнения. Пусть график функ
ции y=f(x) перенесен на h единиц влево, так что каждое 
значение х будет заменено значением х—h. 

Пусть теперь уравнение новой кривой будет иметь вид 

[65] у = а0хп-f а . х 1 ' 1 + а2х'2 +. . . + ан_х х -|- ап. 

Если эту кривую передвинуть в прежнее положение, то 
уравнение '[65] обратится в следующее: 

у __/(*) = аа (х —К)11 + а, (х - h)"-1 + а, (х - А)"~ 2 . . . 
• ••+«„_! (x-h)-\-an. 

Разделив f[x) на (х — Л), мы получим в остатке ап, в то 
время как частное будет равно 

а 0 (х — Л ) " - 1 + ах (х — Л ) " - 2 -\- • . • -+ я и_а (л: — h) - j - а и _ г 

Разделив полученное выражение на (л: — Л) вторично, имеем 
следующее частное. 

а0 (х — h),l~'-j- а х О — А)" -* - [ - . . . -f - а и _ 2 • 

Следующее деление на (л- — Л) даст в остатке а я _ 3 . Про
должаем действие до тех пор, пока не дойдем до последнего 
коэффициента. Полученные остатки являются коэффициентами 
преобразованного уравнения. 

Пример. Требуется перенести график уравнения 

j , = * 3 + 7 * 2 - 2 2 * — 4 

на две единицы влево и написать уравнение нового графика. 
Имеем: 

1 + 7 - 2 2 - 4 I 2 
+ 2 + 1 3 - 8 

1 + 9 - 4 - 1 2 
+ 2 + 2 2 

1 + Ï 1 + 1 8 

1 + 1 3 
Жирные числа суть коэффициенты преобразованного уравненил, которое 

имеет вид 
*з + 1 3 * 2 + 18л- - 1 2 = / ( * ) . 
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Рис. 93. 

251. Приближенное решение уравнений, имеющих 
иррациональные корни. Метод, изложенный в п° 250, по
лезен для нахождения приблизительных значений иррацио
нальных корней с любой сте
пенью точности. 

Положим, что значение кор
ня находится между 2 и 3, 

. причем после вычерчивания гра
фика видно, что более точное 
его значение лежит между 2,4 / 
и 2,5, так что кривую следуе / 
перенести на 2,4 единицы влево 
(рис. 93). Тогда истинное зна
чение корня отличается от по
лученного менее чем на 0,1. 

Перенося вторично начало координат, положим — влево на 
0,07 единицы, и найдя, что при этом получается более 
близкое к истинному значение х, получим последнее, скла
дывая результаты последовательных приближений: 

х = 2 + 0,44- 0,07 = 2,47. 

252. Графическое изображение многочленов. При вы
черчивании графика многочлена, с целью облегчить вычисление 
можно воспользоваться тем, что остаток, получающийся при 
делении, дает значение функции г/ при подстановке в данное 
выражение соответствующих значений х. 

Рассмотрим выражение 

г, = дЗ -)- Зл 2 — 2л- — 18. 

Значение у при х = 0 находится прямой подстановкой и равно ( — 18). 
Имеем: При х = 1 

При X : 

При л — 3 

1 4 3 - 2 — 1 8 i 4 4 + 2 1 + 4 4 2 - 1 6 . 
1 + 3 - 2 — 1 8 

4 2 + 10 + 1 6 
1 + 5 

+ 8 - 2 
1 + 3 - 2 - 1 8 

3 + 18 + 4 3 

Остаток •16). 

1 . + 6 + 1 6 . + 3 0 . 

Остаток ( — 2). 

Остаток ( + 30), 
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Можно заметить, что если .v еще больше, то остаток будет положи? 
тельным количеством. 

Рассмотрим теперь значения функции при отрицательных х. 
При дг = — 1 

1 -1-3 - 2 - 1 8 [ - 1 
- 1 - 2 + 4 

1 _{.2 _ 4 _ 1 4 . 

При х — — 2 

При х = —3 

При х — — 4 

1 + 3 - 2 - 1 8 
- 2 - 2 + 8 

Остаток ( — 14). 

Остаток (— 10) 

Рис. 94. 

1 + 3 - 2 - 1 8 
- 3 0 + 6 

1 0 

1 + 3 - 2 
- 4 + 4 

1 

12 

18 
8 

1 + 2 - 2 6 . 

Остаток ( —12). 

Остаток (— 26), 

Все отрицательные значения х, которые по абсолютной величине 
больше (— 4), дают отрицательные остатки. 
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X У 
— 4 - 2 6 
— 3 - 12 
— 2 — 10 
— 1 — 14 

0 — 18 
1 — 16 
2 . — 2 
3 + 30 

Точки пересечения кривой с осью X дают корни уравнения. 
В данном случае имеется один действительный и два мнимых корня 

(см. пп» 254 и 260). 

253. Применение метода перенесения . кривой (метод 
Хорнера). 

Для того, чтобы найти приближенное значение иррационального корня 
уравнения 

л ; 3 + З л - 2 - 2 . г - 18 = 0, 

график которого был получен в предыдущем п°, мы замечаем из последнего, 
что величина корня находится между 2 и 3, а потому переносим кривую 
на 2 единицы влево. Имеем: , 

+ 1 + 3 - 2 - 1 8 |__2 
2 + 1 0 + 1 6 

1 + 5 + 8 — 2 
2 + 1 4 

1 7 22 
2 

1 + 9 . 

Уравнение кривой после перенесения будет 
л-з + 9л:2 + 2 2 л : - 2 = 0, 

Для А = 2 мы получили остаток (— 2) и определяем что для сле
дующего перенесения h должно быть около 0,08; тогда остаток будет 
близок к нулю. 

1 _f- 9,00 +22 ,0000 - 2 , 0 0 0 0 [ 0,08 
+ 0,08 + 0,7264 + 1 , 8 1 8 1 

1 + 9 , 0 8 +22 ,7264 - 0 , 1 8 1 9 
0,08 0,7328 

1 + 9 , 1 6 +23 ,4592 
0,8 

1 +9,24." 

Новое уравнение будет иметь вид 

л-3 + 9,24л-з + 23,4592л - 0,1819 = 0, 

15 С т т т ч к и д д л я инженера . . 

Для удобства построения кривой по точкам выпишем значен я пере
менных в виде таблицы: 
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откуда видно, что постоянный член равен (—0,1819). Для следующего пере
несения испытываем значение h = 0,007. 

1 + 9 , 2 4 0 + 2 3 , 4 5 9 2 - 0 , 1 8 1 9 | 0,007 
+ 0,007 0,0647 + 0,1647 

1 + 9 , 2 4 7 +23 ,5239 —0,0172 
0,007 + 0,0648 

1 + 9 , 2 5 4 + 2 3 , 5 8 8 7 
+ 0,007 

1 + 9 , 2 6 1 

Новое уравнение будет иметь вид 
*з + 9,261*2 + 23,5387* - 0 ,0172= 0. 

Последнее перенесение дает очень малый постоянный член; поэтому, 
вместо того чтобы продолжать действовать по-предыдущему, для получения 
дальнейшего приближения применим другой метод. 

Так как * является величиной весьма малой, то, пренебрегая членами, 
содержащими квадрат и куб неизвестной, получик: 

23,5887* = 0,0172, 
откуда 

* = 0,00069. 

Складывая величины, "на которые мы переносили кривую, найдем зна
чение корня 

2 + 0,08 + 0,007 + 0,00069 = 2,08769. 
Описанный метод нахождения приближенного значения корня носит 

название метода Хорнера. 

254. Кратные корни. Некоторые уравнения, например 
л-8 — 8л-2 + 21лг —18 = 0, 

удовлетворяются только двумя значениями х : 2 и 3; однако 
мы говорим, что 3 есть двойной корень, так как (х — З) 2 яв
ляется множителем многочлена 

xs — 8 л - 2 + 21* —18. 

Общее число корней многочленного уравнения п-ой сте
пени равно п. В это число корней входят как действи
тельные, так и мнимые корни; что касается кратных кор
ней, то число их равняется числу pas, которое они повто
ряются. 

Если целое рациональное уравнение с действительными 
коэффициентами имеет среди корней комплексную величину 
c + z'd, то оно обязательно должно иметь и корень с — id. 
Комплексные корни встречаются попарно. Отсюда следует, 
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что каждое уравнение нечетной степени с действительными 
коэффициентами имеет, по крайней мере, один действительный 
корень. Графики многочленов степени выше второй обычно 
образуют несколько петель, как это показано на рис. 95. 

Если ось X коснется кривой, то уравнение имеет два 
действительных равных корня, которые выражаются абсциссой 
точки касания. В случае, если петли перенесены выше или 
ниже оси X благодаря нали
чию членов, влияющих на это 
перенесение, то уравнение имеет 
комплексные корни. Характер 
графика, если эти условия со
блюдены, показан на рис. 96 
и 97. Следует, однако, отметить, 
что если график не имеет пе
тель, то все -таки возможно 
присутствие комплексных кор
ней. 

Комплексные корни, как уже Рис. 95. 
указывалось, встречаются по
парно, и каждой вершине кривой соответствуют два ком
плексных корня за исключением того случая, когда ветви, 
идущие от вершины, пересекают ось ОХ, илт< кривая касается 

Рис. 96 . Рис. 97. 

своей вершиной оси X, и тогда точка касания соответствует 
двум действительным и равным между собой корням. 

Чем больше разность между значениями корней, тем 
значительнее расхождение частей кривой в обе стороны 
петли. Обратно, чем меньше отличаются значения корней 
друг от друга, тем ближе сходятся ветви кривой. Если кор
нем уравнения с рациональными коэффициентами является 
иррациональный двучлен a-\~Vb t то его сопряженная вели
чина а—]/б является корнем того же уравнения, и обратно. 

15* 



228 Целые рациональные функции 

255- Соотношение между корнями и коэффициентами 
в общем уравнении « о й степени. Пусть имеем общую 
форму 

11 i 71—1 1 П—2 i f Г П 
•* + Pix - | - pax - г • • • "h Pn-i х -Т Рп = °> 

полученную и з уравнения [65] п у т е м деления последнего 
на а0. 

В этом случае и м е е м : 
Сумма корней равна коэффициенту второго члена с об

ратным знаком, т. е., если п = 4: 

* i + хч + хя ~h xi = — Pv 
Сумма произведений корней, взятых попарно, равна ко

эффициенту третьего члена, т. е. 

* 1 * 2 4 - xix84*x\Xi 4 - х<! дг3 - f .v.j * 4 4 - л г 8 * 4 = = /х 2 . 

Сумма произведений корней, взятых по три, равна коэф
фициенту четвертого члена с обратным знаком, т. е. 

хх х,2 хя 4 - х , x.j х4 4 хх х& xi -\- х.2 ха v 4 = — ps. 

Произведение корней равно свободному члену, причем 
если n нечетное, то знак свободного члена следует пере
менить на обратный. Таким образом, имеем 

Х\ X<i л\ч х± = р 4 . 

2 3 6 . Составление уравнений по данным корням. Если 
заданы корми хх, х2, х3 . . . хп, то, перемножая двучлены 
(х — хх), (х — .г2), (х — х3)...(х—хп) и приравняв полу
ченное произведшие нулю, найдем искомое уравнение. 

g 

Пример. Пусть Л' !НЫ корни 4, — 3, ± — . 

В этом случае имеем 

Ç r - 4 ) (., + 3) ( * ~ f ) ( * +1) = 0; 

раскрывая скобки, найдем: 
+ | . v + 27 = 0, 

ЧАГ 

4.V-1 _ 4A.s _ 57.V2 9 л . ^ = 0 . 
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График многочлена, стоящего в левой части этого уравнения, показан 
на рис. 98. 

Можно также, составить уравнение, пользуясь соотношениями, ука
занными в n ü 255. 

В таком случае имеем. 

P l = - i 4 - 3 - 1 - А - 4 ^ = - 1 . 

Р 2 = 4 ( - 3 ) + 4 ( 4 ) + 4 ( - 4 ) + ( - 3 ) 

+ ® ( - 4 ) - » - : 
П , = - [ 4 ( - 3 ) ( А ) + 4 ( - 3 ) 

+<->»(т)(-т). 

Составляя уравнение, получим: 

( - 3 ) 

_ 5 7 
4 ' 

-4)-

36 27" 
4 + 4 

ч 4 

i j + 
__9_ 
" 4 ' 

4л-4 - 4л-а - 57*2 _[_ 9 х + ЮЗ == 0. 

У 

,-з\ 
3 / 

", ? / . 
\ 3 

• V ' V У 0 

257. Указания, облегча
ющие графическое реше
ние. После того как график 
многочлена вычерчен (при- Рис. 98. 
чем для получения вели
чин у, соответствующих различным вначениям х, поль
зуются методом, указанным в п° 252), сперва определяем, 
имеются ли рациональные корни. Необходимо помнить, что 
если уравнение представлено в виде 

* + PlX +Р*Х - Ь • • + Р в - 1 * + />» = 0 > 

спободный член рп равен произведению корней. Если, на
пример, он равен трем, то только ± 3 или ± 1 могут быть 
корнями уравнения при условии, что уравнение имеет рацио
нальные корни. 
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258. Увеличение корней уравнения в k раз. Если в урав
нении 

/(*) = а0 х11 + а, хп~х + а, хп~2 - f . . . + V - i •* + «,, = О 

корнями являются хи х2, х3 ... хп и мы желаем составить 
уравнение, имеющее корни, в к раз большие по сравнению 
с первоначальным, то в последнем уравнении следует за-

X 
менить х через - у . Тогда имеем 

а0 хп + a, lex"'1 + а 2 к* х ^ + . . . + ап_х кп~1х + Г а„ = 0. 

259. Составление уравнений, имеющих корни, равные 
по абсолютной величине корням данного уравнения, но 
противоположные им по знаку. Если требуется составить урав
нение, корни которого имеют знаки, противоположные знакам 
корней данного уравнения, то для этого следует изменить 
знаки членов последнего через один. 

Очевидно, что это равносильно умножению корней на 

260. Правило Декарта относительно знаков. Число дей
ствительных положительных корней уравнения f(x)=Q не 
более, чем число изменений знаков функции f(x). 

Общее уравнение f(x) = 0 имеет число действительных 
отрицательных корней не большее, чем число изменений 
знака функции / ( — х ) . 

Если а—число положительных корней и Ь — число отрица
тельных корней, топ-—(а - ( -6 ) = число комплексных корней, 
где п.'—степень уравнения. 

Графический метод решения уравневн î высших степеней 
особенно рекомендуется в инженерной практике. Если тре
буется определить, точное значение функции, то части кривой, 
лежащие вблизи пересечения графика с осью X, могут быть 
начерчены в очень большом масштабе, со тветственно чему 
получим большую степень точности решения. 

После освобождения от дробей, получим: 
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Глава XI. 
СТЕПЕННЫЕ ФУНКЦИИ. 

261. Степенные функции. Алгебраические функции, со
стоящие из единственного члена, который является простой 
степенью переменной, например функции 

1 — 
х2, xs, -^g-, х 3 , ах л и т. д., 

называются степенными. 
По своему значению они занимают первое место после 

линейных функций, причем степенная функция вида у — ахп 

выражает один из трех основных законов, управляющих 
явлениями природы. 

В п° 170 мы исследовали функцию, получаемую возвыше
нием в квадрат переменной. Нет необходимости что-либо до
бавить к этому исследованию, за исключением разве того, 
что обратить внимание читателя на некоторые законы при
роды, выражаемые этой функцией. Площадь круга изменяется 
пропорционально квадрату радиуса, а путь, проходимый па
дающим телом, пропорционален квадрату времени падения. 
Можно было бы привести много примеров, подобных пере
численным, для того чтобы подчеркнуть важность изучения 
степенной функции у = ах^. 

Кроме того имеется много других соотношений между 
переменными, имеющих вид у = ах'д, например соотношение 
между объемом шара и его радиусом или между объемом 
куба и его стороной. Функция у = ах3 была уже рассмотрена 
в п° 2 3 2 с достаточными для наших целей подробностями. 
Здесь мы разберем еще некоторые виды степенных функций, 
о которых ранее не упоминалось. 

Для каждой задачи значение а различно, хотя в течение 
всего рассуждения оно остается постоянным. В п° 232 было 
замечено, какое влияние оказывает величина а на вид гра
фика функции у— хи. 

262. Случай 1. у = Хп [66], где n — положительное. Все 
уравнения этого типа, например у — х, у — л:2, изображаются 
кривыми, которые все проходят через точки (0,0) и (1,1). 
Эти кривые называются параболами. 

Кривая у — х% называется просто параболой, 
у — х'А называется кубической параболой, 

' JL 
- у = х называет полукубической параболой 
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Рис. 99. 

0 

Рис. 102. 

Вид кривых для различных це
лых значений п показан на рис. 99. 

Рис. 100 

Рис. 101. 

0.5 
Рис. 104. 

Рис. 103. 

Графики эти могут быть 
заменены прямыми, если 
пользоваться логарифмиче
ской бумагой, как это пока
зано на рис. 127 и. 128. 

263. Параболы при п 
дробном. Соотношение ме
жду графиками у = хп для 
различных дробных значе
ний тг показано на рис. 100, 
101, 102 и 103. 
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На рис. 104 даны графики функций при различных дроб
ных значениях п, расположенные в первой четверти. 

264. Случай 2. у = хп [66], где п— отрицательное. Эти 
кривые носят название гиперболических. Общая форма их 
уравнений такова: 

у=-х или у 1 
или 

ух'1 = 1, где и > 0. 

Частный случай, когда ху — 1,уже рассматривался вп°20б. 
Соответствующая кривая называется равносторонней ги
перболой. 

На рис. 105 изображен 
ряд графиков гиперболиче
ских функций для различ
ных целых отрицательных 
значений п, а на рис, 106— 
ряд кривых, соответствую
щих различным отрицатель
ным дробным значе
ниям п. л = -2 

Рис. 107 показы
вает расположение 
графиков у — х~п вГ1=^2. 
первой четверти. / 7 = - 1 

Гиперболические 
кривые только - что 
упомянутого типа 
приближаются к 
асимптотам, которы
ми здесь являются 
оси X и Y. 

Скорость, с ко
торой они прибли
жаются к этим осям, зависит от относительной величины по
казателей при х и у. Четверть, в которой располагаются кри
вые, определяется четностью или нечетностью показателей. 

265. Изменение переменной. Если в уравнении, содержа
щем х и у, заменить х на ( — х ) , то график, полученный та; 
ким образом, будет зеркальным отражением первоначального 
относительно оси Y. 

Рис. 105. 
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266, Если в функции, содержащей х н у , заменить у на 
- у), то соответствующая кривая является отражением пер

воначальной по от
ношению к осиХ 

267. Если в 
функции, содержа
щей переменные х 
и у, поставить 
одно взамен дру
гого, то получен
ная функция в этом 

2 случае будет изо-
3 бражаться кривой) 
3 являющейся отра-
2 жением графика 

п е р в о н а ч а л ь н о й 
функции по отно
шению к прямой 
у = х. 

268. Если при 
замене х на (—х) 
функция не изме
няется, то график 

симметричен по отноше
нию к оси Y (рис. 108). 

269. Если при замене 
у на ( — у) функция не 
изменяется, то соответ
ствующая кривая симме
трична относительно осиХ 

270. Если функция не 
изменяется оттого, что х 
и у поставлены одно на 
место другого, то кривая 
симметрична относительно 
чрямой у — х. 

271. Если при замене 
х на — д: и у на — у функ

ция не изменяется, то кривая симметрична относительно на
чала координат. 

272. Если при замене л: на ( — у) и у на ( — х) функция 
не изменяется, то соответствующая кривая симметрична отно
сительно прямой у = —х. 

Рис. 107. 
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2 7 3 . Подстановка (^~~J вместо л- в уравнение кривой 

соответствует умножению всех ее абсцисс на величину а. 

вместо у в уравнение кривой 274. Подстановка ( — 
\ а 

соответствует умножению всех ее ординат на а. 
275. Функции у = ах" и у = хп (см. пп° 261 и 232). По

стоянная а, в выражении у = ах", увеличивает или уменьшает 
величину функции по отношению к у = х" в а раз. 

Если а > 1, то у увеличивается, если же а < 1, то значе
ния у делаются по сравнению с у = хп меньшими. 

У: • 

108. Рис. 109. 

На рис.109 показаны графики функций у = хп и у1~2ХП. 
Очевидно, ординаты ух вдвое больше соответствующих орди
нат у. 

276. Если между переменными х и у существует соотно
шение у = ахп, где п—число положительное, то говорят, что 

у пропорционально х". Точно так же в случае у — гово

рят, что у обратно пропорционально л:". 
277. Во всякой степенной функции от л-, при умножении 

х на постоянное число, у также изменяется в постоянное 
число раз. 

Пусть у = ах". Возьмем несколько значений х и соответ
ствующих им значений у, например хг, х2 и у1г у$ 

H i = a (Xlf ' (1) 
у ^ а (тхгГ = атп (xjl. ( 2 ) 
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Разделив (2) на (1), имеем: 

• . - - n III . 

Это значит, что если в степенной функции умножить х на 
постоянную m, то у увеличится в т" раз, т. е. в постоянное 
число раз. 

Это правило применяют в тех случаях, когда желают вы
яснить, существует ли между полученными из опыта данными 
степенная зависимость. 

278. Случай функции [67] у = I — I . График у = ( —-1 

может быть получен из основного графика у — хп посред
ством умножения всех абс
цисс последней на а. Отно
шение абсцисс этих кривых 
равно а : 1. 

На рис. 110 изображены 
графики указанных функций. 
Из нее видны как различие 
в форме, так и способ по
строения. 

Из п" 273 следует, что 
х 

подстановка | — | вместо х —ах 

Рис. 110. 

в уравнение любой кривой 
рассматриваемого вида соот
ветствует умножению всех 
абсцисс на а. 

279. Перенесение графиков степенных функций. Если в 
степенную функцию у = х" вместо х подставить (x-\--h), то 
получим: 

168] y = (x + hT 
Как и в случае квадратного уравнения (п° 172), это соот

ветствует передвижению начала координат на расстояние Л в 
направлении оси X. 

Если мы начертим график функции у— х" и желаем пре
образовать его в график функции у — (х - j - Л)", то для этого 
следует перенести начало координат в точку (h, 0). Получен
ная кр,.зая i/ = (x- |-A) r t отнесена к новому началу. 
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Пример. Перенести начало координат графика у — х 1 так, чтобы он 

с о о т в е т с т в о в а л ф у н к ц и и у = .V 

Начертим график у х " , представленный на рис. 111 (на рисунке 
обозначен AOLB). Здесь вспомогательные оси суть 'УУ\ и ХХХ. Так как 

А = —, то начало координат сле

дует передвинуть влево. 
3 

Заметим, что у = х 2 можно также 
написать так: 

У2 = л"3, 

в такой форме эта функция встре
чается весьма часто. 

280. Случай, при котором 
в уравнении показательной 
функции имеется член тх. 
В случае прибавления члена, 
содержащего х в первой сте
пени, например тх, график 
основной функции у — х" не
обходимо сдвинуть точно таким же способом, какой при* 
менялся для кривых у — х- и у — ха (см. п° 234). 

Если /71 = 1, то имеем: 

у — ах" -f - х. 

Это равенство указывает на то, что значение у = ах" 
увеличивается или уменьшается на величину х. 

Если х—положительное, то мы получим увеличение у, 
в противном случае у уменьшается. 

Указанное сложение или вычитание члена, содержащего х, 
можно произвести графически. Для этого проводим через 
начало координат прямую, имеющую наклон т, и отклады
ваем значения у (из у = ахп) от нее. 

2 

Пример. Преобразовать график у — х3 посредством сдвига таким 
2 

' T i * образом, чтобы он соответствовал функции у = х -J- -тр. 
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Начертим график ;/ = л- 3 , как это показано на рис. 112. 

Y 

V 

// 
У Р 

R X 
• i -i i i ' S ' ' 

Рис. 112. 

Проведем 
х 

• — -тг- с наклоном 

прямую 
_1_ 
2 " 

Возьмем какое • ни
будь расстояние х и по
средством циркуля отло
жим у = SP = RPi от 
точки R вверх. 

Сделав такое же по
строение для нескольких 
точек и соединив их плав
ной кривой, получим иско
мый график, который и 
является графиком функ
ции 

у = х> + 

Глава XII, 

НЕРАВЕНСТВА И ПЕРЕМЕННЫЕ. 

281. Неравенства. Принято говорить, что одно число 
больше другого, если при вычитании второго числа из пер
вого разность их — положительная. 

Если а больше чем Ь, то это обозначается так: а > Ь. 
Если же а меньше Ь, то пишут: 

а < Ь. 

Знаки ^ и означают, соответственно, „не больше чем" 
и „не меньше чем". 

Если в двух неравенствах каждый первый член больше 
каждого второго члена, то говорят, что оба неравенства 
имеют одинаковый смысл. Так, неравенства л: > а и у > b 
имеют одинаковый смысл. 

Если в одном неравенстве первый член больше второго, а 
во втором неравенстве первый член меньше второго, то гово
рят, что неравенства имеют противоположный смысл- Так, 
например, неравенства л: > b и у < а имеют противополож
ный смысл. 

282. Если к обоим членам неравенства прибавить или 
отнять от них одно и то же число, то получим неравенство, 
имеющее тот же смысл, что и данное. 
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Пусть а > Ь, и пусть с — некоторое положительное или 
отрицательное число; тогда очевидно 

а— Ь—р, 

где р—число положительное. 
Прибавляя с — с = 0, получим: 

a4rc—(bJ

rc)=p, 
следовательно 

a -f - с > b -f* с. 
Примеры. 

Дано: 8 > 5 Дано: 8 > 5 
Прибавим"2 2 Вычтем 2 2 

10 > 7 6 > 3 

283. Если оба члена неравенства умножить или разделить 
на одно и то же положительное число, то получим неравен
ство, имеющее тот же смысл, что и данное. 

Если же оба члена неравенства умножить или разделить 
на одно и то же отрицательное число, то полученное нера
венство будет иметь смысл, противоположный смыслу данного. 

Пусть а > b и пусть с — какое-нибудь доложительное 
число; тогда 

а — Ь — р, 

где р—число положительное. 
Умножая последнее равенство на с, имеем 

са — cb — ср. 

Здесь ср-~число положительное, следовательно 
са > сЪ. 

284. Умножение на ( — 1) изменяет знаки членов равен
ства са — cb = cp на обратные; поэтому имеем 

сЪ — са = — ср. 

Очевидно (—ср) является числ м отри {ательным. 
Напишем последнее равенство в такой форме: 

— са — ( — cb) = отрицательному числу. 

Отсюда видим, что 
— са < —cb. 
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Примеры. 
Дано 8 > 5 16 > 10 

Умножаем на 2 2 — 2 — 2 
16 > 10 — 32 < — 20 

Дано 16 > 10 16 > 10 
Делим на 2 2 — 2 — 2 

tT>Y~ _ 8 " < ~ 5 

285. Каждый член неравенства может быть перенесен из 
одной части его в другую, но при этом необходимо изменить 
его знак на обратный. 

Пусть 
а — b > с — d. 

Добавляя b к обеим частям неравенства (п° 282), получим: 

а > c — d-\-b. 

Прибавляя ( — с) к'обеим частям последнего неравенства, 
имеем: 

а — с > b — d. 

286. Если переменить знаки всех членов неравенства на 
обратные, то полученное неравенство будет иметь смысл, 
противоположный смыслу данного. 

Справедливость этой теоремы следует из п° 283, так как 
перемена знака равносильна умножению на ( — 1). К тому же 
результату можно притти, перенося все члены в неравенстве 
а — b > с — d, как это сделано в п° 285. 

Тогда получим: 

d — с > ' b— а или — a -f- b < •— с -|- d. 

287. Если сложить соответствующие члены нескольких не
равенств, имеющих одинаковый смысл, то полученное неравен
ство будет иметь тот же смысл. Пусть 

а > А, с > d, е > /. . . 

Так как а — Ь, с — d, е — / . . . суть величины положи
тельные, то их сумма 

также положительная, а следовательно 

(а-Ьс + в + . . . ) > ( Н - < / + / + - • ) • 
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288. Если каждый член неравенства вычесть из соответ
ствующих членов равенства, то в результате получим нера
венство, имеющее смысл, противоположный смыслу данного. 

Положим а > Ъ, и пусть с — какое-нибудь число. 
Так как а — Ъ — положительному числу и так как число 

уменьшается, если вычесть из него положительную величину, 
то 

с — (а — Ь) < с. 

Перенося члены, имеем: 
с — а <С с-— Ь. 

Таким образом, если вычесть каждый член неравенства 
а > b из соответствующих членов равенства с —с, то полу
ченное неравенство по смыслу противоположно данному. 

289. Если а > b и b > с, то а > с. 
В самом деле, 

a — b = положительному числу, 
b — с = положительному числу, 

следовательно 
(a — b)-\-(b —с) — положительному числу. 

Упрощая, получим 
а — с = положительному числу, т. е. а > с. 

П р и м е ч а н и е . Точно таким же образом можно доказать, что если 
а Ь, b < ^ с , то а <С с. 

'291. Если соответствующие члены двух неравенств пере
множить между собой и если все эти члены — положительные, 
то полученное неравенство будет иметь тот же смысл, что и 
данное. 

Пусть а > b и с > d, где а, Ъ, с и о?—положительные. 
Умножая первое неравенство на с, а второе на Ь, получим: 

ас > be и bc > bd. 

Отсюда согласно п° 289 заключаем, что 
ас > bd. 

П р и м е ч а н и е . Если некоторые члены неравенств — отрицательные, 
то полученное после перемножения неравенство либо имеет тот же смысл, 
что и данные, либо — противоположный, либо, наконец, обратится в ра
венство. 

16 
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Рассмотрим выражение 12 > б и перемножим его члены, 
на соответствующие члены н е р а в е н с т в а ' — 2 > — 5 ; тогда 
получим: 

~ ~ 2 4 > — 30. 

Умножая на соответствующие члены неравенства — 2 > — 4, 
имеем: 

— 2 4 = —24. 
Умножая на соответствующие члены неравенства — 2 > — 3, 

находим: 
— 24 < —18 . 

292. Частное от деления соответствующих членив нера
венства друг на друга может оказаться либо неравенством, 
у которого первый член больше или же меньше второго, 
либо — равенством. 

Рассмотрим например выражение: 12 > 6. Разделив оба его 
члена на соответствующие члены выражения 3 > 2, получим: 
4 > 3. Разделив их на члены неравенства 4 > 2, имеем; 

3 = 3. 

Наконец, разделив на члены неравенства б > 2, имеем: 
2 < 3. 

293. Задачи. 
Пример h Найти значения х, удовлетворяющие неравенству 

Здг —10 > 11. 

Перенося члены из одной части неравенства в другую (согласно п° 285) 
или прибавляя к обеим частям его по 10 (см. п и 282), получим: 

Sx > 21. 

Разделив на 3 (согласно п° 283), имеем: 

л- > 7. 

Следовательно, неравенство справедливо для всех значений х, больших 7. 
Пример 2. Найти значения ж, удовлетворяющие системе 

3* + 5 < 38 (\) 

Ах < 7л: - 18. (2) 

Перенося члены в (1), имеем: 

3 * < 33. 

Деля оба члена на 3, получим-
х < 11. ' 
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Перенося члены во (2), находим 
— Зд: < — 1 8 

или 
X > 6. 

Результат показывает, что оба неравенства удовлетворяются значе
ниями х, лежащими между б и 11, иначе говоря б есть низший, а 11 
высший предел для х. 

Пример 3. Найти значения х пу, удовлетворяющие условиям: 
3 * - # > - 1 4 (1) 

х+2у = 0. (2) 
Умножая члены (1) на 2, имеем 

• 6 * - 2 # > - 2 8 . (3) 

Прибавляя (2) к (3), находим 

7.v > - 28 (4) 
или 

* > - 4 . 

Умножим (2) ча 3: 
3* + 6j, = 0. (5) 

Вычтем (5) из (1): 
- ? * , > - 1 4 . 

Делим оба члена неравенства на — 7 : 
У < 2. 

Таким образом нижний предел х есть { — 4), а высший предел у равен 2 
Пример 4. Найти значения л-, удовлетворяющие неравенству 

хг + Ъх > 28. 
Перенося члены, находим: 

л-2 + З л - - 2 3 > 0. 

Разлагаем левую часть на множителеГ: 
(л- - 4) {х + 7) > 0. 

Так как (х — 4) (л- -f- 7) является величиной либо положительной, либо 
равной нулю, то оба множителя — или положительные или отрицательные. 
Первый случай будет иметь место пуи х ^> 4, второй — при х <[ — 7. 

Отсюда следует, что х может быть равен любому числу, не лежащему 
между 4 и — 7 и не равному 4 и — 7. 

Пример 5. Доказать, что если а и Ь — два положительных, не равных 
между собой числа, то 

аз+бз > 2аЬ. 
Независимо оттого, положительное ли (а — 4) или отрицательное, вели

чина (а — А;2 — положительна. 
Так как а и i не равны между собой, то (а — J) 2 ]> 0 или 

' а* - 2аЬ + 6= > 0. 
16* 
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Перенося член ( — 2аЪ) в правую часть неравенства, имеем, согласно 
n" 285; 

а- I- 6 а > 2аЬ. 
П р и м е ч а н и е . Если а и b равны между собой, то 

V + 6 2 = 2ao. 

294. Переменная величина. Во многих задачах приходится 
иметь дело с величинами, которые изменяются. Такие вели
чины называются переменными. 

Говорят, что одна величина изменяется прямо пропор
ционально другой, если при изменении одной из них вторая 
изменяется в том же отношении. 

Знак ос означает: „изменяется пропорционально"; например 
хеку есть краткое обозначение пропорции 

х : х' = ij :у'. 

Здесь л:' — значение, которое принимает х, когда у де
лается равным у . 

Выражение хос у означает, что если л- увеличивается вдвое, 
то у также возрастает в два раза, т. е. отношение х и у 
всегда остается равным некоторой постоянной а. 

Если величину постоянного отношения обозначить буквой 
к, то при хек у 

X 
— = k или х = hi. 
У J 

Если х изменяется пропорционально у (кос у), то л-равно 
у, умноженному на постоянную к. 

295. Говорят, что данная величина обратно пропорцио
нальна другой, если при увеличении первой в некоторое 
число раз вторая уменьшается в такое же число раз. Так, 
например, время, потребное для выполнения какой-либо ра
боты, изменяется обратно пропорционально числу работающих. 

r 1 1 
h-слидгсх— то величина отношения х: — равна постоян-

У . У 
ной к (при всех значениях переменных), 

х к -~ = к или ху — к, откуда л: = —-. 

У 

296. Переменная величина изменяется пропорционально 
двум другим, если она пропорциональна произведению этих 
последних. 
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В случае если х ce yz, причем величина отношения равна 
постоянной к, имеем: 

—— — k или X — kl/Z. yz 

297. Переменная величина прямо пропорциональна второй 
и обратно пропорциональна третьей переменной, если она 
пропорциональна произведению второй на величину, обрат
ную третьей. 

В случае, когда хос у — или х ос -3-t причем к есть постоян-
z z 

ная величина отношения, имеем: 

х : JL К И Л И х — ]с „ Г Ц 

Z : . ' у 

Время, нужное для выкапывания канавы, прямо пропор
ционально ее длине и обратно пропорционально числу земле
копов. 

В самом деле, если длина канавы в 10 раз больше перво
начальной, а число занятых рабочих увеличено в 5 раз, то 
для выполнения работы потребуется в 2 раза больше вре
мени, чем раньше. 

Если х пропорционально у при z постоянном « если х про
порционально z при у постоянном, х прямо пропорционально 
произведению переменных zy. 

Точно так же, если х пропорционально каждому из трех 
или большего числа переменных, причем остальные имеют 
постоянные значения, то лг пропорционально их произведению. 

х <х yzv, 

298. Задачи. 
Пример 7. Если х обратно пропорционально у, причем х = б при 

у — 8, то какова величина л- при'» = 12? 
1 1 

Так как л: о с — , то, полагая постоянное отношение л- к — равным к , 
У У 

имеем: 
xy-k. 

При х = 6, у == 8, следовательно 
£ = 6 . 8 = 48. 

Как сказано выше, А—постоянная, равная 48 при всяком значении у, 
в том числе и при у =» 12. 
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Подставляя значения к и у в уравнение 

k = ху, 

инеем 
х - 1 2 = 4 8 ; х = 4 . 

Пример 2. Если л; ос у и у ос z, то докажем, что л'сс г. 
Пусть m представляет собой величину постоянного отношения х к у, 

a n — величину постоянного отношения у к г. Имеем: 

л: = ту ( 1 ) 

у = пг 1.2) 

Подставляя вместо ^ в уравнение (1 ) , получим: 
л- = mnz. 

Но произведение m • n есть величина постоянная, следовательно 
X ОС 2 . 

Пример 3. Объем конуса изменяется прямо пропорционально высоте 
и квадрату .диаметра основания. Если высота равна 1 5 , а диаметр основа
ния 1Ü, то объем равен 3 9 2 , 7 . 

Каков будет объем конуса, если высота равна 5, а диаметр основа
ния 2 0 ? 

Пусть V, H a D обозначают соответственно объем, высоту и диаметр 
основания любого конуса, а V — объем конуса высотой 5 , имеющего 
диаметр основания равный 2 0 . 

Так как V = a HD* или V = kHD\ то при V = 3 9 2 , 7 , - Я = 1 5 и £> = 1 0 , 
имеем: 

3 9 2 , 7 = к • 1 5 • 1 0 0 . ( 1 ) 

Чо V обращается в V при H—S и £> = 2 0 ; 
V" = . 5 • 4 0 0 . (2 ) 

Деля ( 1 ) на (2), получим: 

V 5 4 0 0 4 4 ( 3 9 2 I 7 ) = M 6 . 

3 9 А 7 1 5 1 0 0 3 ' • 3 

Глава ХШ, 

ПРОГРЕССИИ. 

299. Ряд. Совокупность величин, находящихся между со
бой в таком отношении, что каждая из них может быть полу
чена из одной или нескольких предыдущих по некоторому 
определенному закону, называется рядом. 

300. Арифметическая прогрессия. Арифметической про
грессией называется ряд, каждый член которого, за исключе
нием первого, получается из предыдущего путем прибавления 
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к нему постоянного количества. Это количество называется 
разностью прогрессии. 

[69] а, (афа), (a + 2d), {а + Ы) . . . 

В этой арифметической прогрессии а — первый член, d— 
разность. 

Если я = 3, a d — 4, то прогрессия будет иметь вид: 
3, 7, 11, 15, 19 . . . 

и является возрастающей. 
Если а ==17- и d = — 7 , то получим прогрессию 

17, 10, 3, — 4 , — 1 1 . . . , 

которая является убывающей. 
Так как для получения каждого последующего члена к 

предыдущему прибавляется постоянная величина d, то для 
получения третьего члена к а прибавляется 2d, для получе
ния четвертого -члена к а прибавляется 3 i , для получения 
п-ного члена к а следует прибавить (и-—1) d. Отсюда 

[70] последний n-ный член равен а-{-(п — 1) d. 

В дальнейшем мы будем обозначать последний член 
буквой /. , 

301. Сумма 5 первых n членов арифметической прогрес
сии. Пусть 

S = a + ( a - H ) - r - ( a + 2c0+ . • • —d)~\-l. 
Напишем члены в обратном порядке: 

S = : J + ( J — d ) + . . . ~f-(a + 2cO-Ka + <0 + a. 

Складывая, имеем: 

2 5 = (а + 0 + (« + 0 + (« + 0 + • • - + " ( « + 0 
или 

2 5 = п (а + 0. 

302. Из предыдущего п° имеем: 

[71] 5 = - | ( а - Н 0 , 

где n — порядковый номер последнего ч/ена I, 
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Так как 1 = а-\-(п—1) d, то, подставляя в [71], получим 

2 1 а-\- [ a - f - ( n - l ) d] 

или 
[72] * ~ 2 2 a - f (n —1) с/ 

303. В большинстве задач на арифметические прогрессии 
входят пять величин: a, d, п, I и р . 

Если три из них заданы, то остальные две могут быть 
найдены путем решения системы уравнений: . 

: a j - (п 
и 

•1) d 

( а - H ) . 

[70] 
[71] 

Для удобства представим ряд в следующем виде: 
[73] а 4 - ( а 4 - d ) 4 - (а 4-2d) 4 - . . . 4 - [а + (п — i ) d] = 

2а-j-(n — 1) rf-

Если три величины составляют арифметическую прогрес
сию, то член, стоящий между двумя остальными, называется 
средним арифметическим. 

Пусть имеется ряд а, X, Ь, 
Так как разность этих величин одинакова, то 

х — а — Ъ — х. 

Решая уравнение, получим: 

[74] х-- а 4 - b 

где X есть арифметическое среднее между а и Ь. 
304. График арифметической прогрессии. Так как каж

дый член арифметической прогрессии образуется из предыду
щего путем прибавления к нему разности d, то ряд 

а 4 - (а 4 - d) 4 - (а 4 - 2d) 4 - . . . [а 4 - (п - 1) а] [73] 

можно представить графически, если ординаты будут соответ
ствовать величинам членов, а абсциссы —• их порядковым но
мерам. ' I 

Арифметическая прогрессия изобразится совокупностью 
точек, расположенных на прямой с наклоном <Л Абсциссы 
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этих точек являются целыми числами, ордината же, соответ
ствующая точке 1, определяется величиной первого члена. 

Из графика легко найти величину любого члена прогрес
сии, например шестого: его ордината будет AB. 

Сумму членов ряда можно 
рассматривать как сумму п 
ординат, из которых каждая 
равна а, и отрезков, заклю
ченных между сторонами тре
угольника, лежащего выше 
ординат а (рис. 113). 

Вместо указанного T p e j i 
угольника можно рассма
тривать прямоугольник, вы
сота которого равна поло
вине отрезка (п — 1) cl, как 
это ясно из чертежа. Та
ким образом сумма отрезков 
ординат, заключенных между 
сторонами треугольника, равна полусумме отрезков п орди
нат длиной, равной наибольшему из этих отрезков, т. е. 

n ( n — 1 ) d 
2 

В таком случае 
Сумма членов прогрессии равна сумме ординат нижнего 

прямоугольника-{-сумма отрезков ординат мея.ду сторо
нами треугольника; 

na H 2 = — 2 — - - — - = -j 2a-\~(n — l)d 

что совпадает с выражением, полученным ранее аналитически. 
Из графика можно определить как величину, каждого чле

на, так и сумму любого числа членов. Для последней цели 
следует измерить и сложить соответствующие ординаты. 

305. Некоторые арифметические ряды. Пользуясь общим 
выражением [73] 

a ._ j_( a + d ) + (a + 2rf)-[- . - . . - Г = - у 2а + (и — 1)с? 

мы можем написать ряд, прибавляя разность d к каждому 
члену и получая таким образом последующие члены. Дей
ствительно, прибавляя d к третьему члену, получим четвер-
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тый член, третий же был найден из второго путем прибавле
ния к нему разности d. Пятый член в свою очередь полу
чается из четвертого, шестой из пятого и т. д. Поступая по
добным же образом, мы сможем найти п. членов ряда. 

Сумму членов указанного ряда определим подстановкой 
соответствующих величин в формулу 

2a + (n — ï)d [72] 

Способ образования рядов и подстановки показаны на ни
жеследующих примерах. 

Пример. Написать ряд, для которого а = 1, d — 1. 
Имеем; 

Первый член = а = 1 
Второй , ==а + </ = 1 + 1 = 2 
Третий , = 2 + </ = 2 + 1 = 3 
Четвертый „ = 3 + ^ = 3 + 1 = 4 
Пятый „ = 4 + ^ = 4 + 1 = 5 
Последний член = 1 + (n — 1) 1.= п. 

Ряд будет иметь вид: 

1 + 2 + 3 + 4 - 1 - 5 . . . ( п — 1 ) + п. 

Сумма n членов равна 

. 2 . 1 + (n - 1) 1 
п (п + 1) 

2 
П* + п 

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + + („-!) + „ = Ц2 + Л 

306. Пример 1 , Написать арифметический ряд, для которого 

а = 2, d = 3. 
Имеем: 

Первый член — а = 2 
Второй „ = а + с? = 2 + 3 = 5 
Третий , = 5 + о! = 5 + 3 = 8 
Четвертый » = 8 + rf = 8 + 3 = l l 

Последний член = 2 + (п — 1) 3 = Зл — 1. 
Сумма п членов равна 

2 • 2 + (n - 1) 3 

Ряд будет иметь вид: 

2 + 5 + 8 + 11 4 - Н + 1 7 + '. 

= + v =
 — 2 — 

, + ( З п - 1 ) = 
3rt J + n 
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[75] 5 = 9 - - " > 1 2p + 2 

307. Дан ряд 
2 + 4 + 6 + 8 + 1 0 + 12 + • • • 

Пусть требуется написать выражение для и то члена и 
для суммы м членов этого ряда. 

Данный ряд представляет собой арифметическую прогрес
сию, так как каждый его член отличается от предыдущего 
на постоянную величину и мы можем найти любой член, 
например пятый. Для этого подставим в выражение для 
/гто члена 

а 4 - ( л - 1 ) d 
величины n—S, а —2, d — 2; тогда получим: 

2 4 - ( 5 - 1 ) 2 = 10. 
Последний член ряда будет равен 

2 + (n— 1) 2 = 2п. 

Сумма всех членов его будет равняться 

4 + ( n - l ) 2 j = n ( n + l). 

Таким образом можем написать: 

2 4 - 4 4 - 6 + 8 + 1 0 . . . + ( 2 п — 2) + 2/г = / г ( л + 1). 
308. Ряд, образованный нечетными числами, имеет вид: 

1 + 3 + 5 4 - 7 + - . + ( 2 п - 3 ) + ( 2 п - 1 ) = /А 
Пользуясь этим выражением, мы можем, при помощи ариф

мометра, составить таблицу квадратов. 

Пример 2. Написать ряд, для которого а = р, d = 1 . 
Имеем: 

P + G» + l ) - r O + 2 ) + (/> + 3 ) + - . + 
+ Iq-p+V) 

2 ' 
так как 

<7 = /> + (n — 1) 1 
n = 9 ~р - j - 1. 

Подставляя яначения n и а в выражение для суммы, имеем: 

{р -)- g) (о — р + D 
2 
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Первый член = i = ( D 2 п = 1 
Второй член = 3 

Сумма = 4 = (2)» п = 2 
Третий член = 5 

Сумма = 9 = (3)" п = 3 
Четвертый член = 7 

Сумма = 16: = (4) 2 п • = 4 
Пятый член = 9 

Сумма = 25: - ( 5 ) а п • = 5 
Шестой член ; = 11 

"Сумма = 36: = (6) а п • = 6 
Седьмой член = 13 

Сумма = 49 = = (7)" п • = 7 
Восьмой член: = 15 

Сумма = 64 = = (8)« п -- 8 
Девятый член = = 17 

Сумма : = 81 = = {9Y п = - 9 
Десятый член = = 19 

Сумма = 100 = = (юу п = = 10. 

309. Геометрическая прогрессия. Геометрическая прогрес
сия представляет собой ряд чисел, каждое из которых, за 
исключением первого, получается из предыдущего путем умно
жения на постоянную величину, называемую знаменателем 
прогрессии. 

Так например, ряды 
4,. 12; 36, . 108 (знаменатель — 3) 
4 , — 2 , - j - 1 , —• 2 (знаменатель = 
а, аг, а/'2, аг'л (знаменатель = /') 

. представляют собой геометрические прогрессии. 
Для нахождения n-го члена, такого ряда по известному 

первому члену и знаменателю, рассмотрим .прогрессию 

[76] а, аг, аг1, а/-в, аИ и т. д, 

и заметим, что для получения указанного n-го члена при
дется умножить а на г " - 1 . 
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Таким образом последний член прогрессии, который "мы в 
дальнейшим будем обозначать буквой /, есть агп~1. 

[77] 1=ат-у. 

310. Для того, чтобы найти сумму n первых членов гео
метрической прогрессии, поступаем так: 

Напишем ряд 

5 = - a + ar + a r M - a / - 3 - j - . - • (1) 

Умножим обе части равенства на г, тогда 

rS—ar-\-ara--\-ar*4r . . . - f - a r \ (2) 

Вычтем (1) из (2): 
S (г— 1) = о/'"— а 

или 

[78] . 5 — 7 Z T - = a ( — 1 

311. В большинство задач на геометрические прогрессии 
входят пять величин: а, г, n, I и S. Если три из них заданы, 
то остальные две можно определить, решая систему урав
нений: 

312. Среднее геометрическое. Среднее геометрическое 
между двумя числами равно корню квадратному из их про
изведения или: 

V~ab, 
где а и Ь — данные числа. 

Пусть среднее геометрическое этих чисел равно О. Из 
определения геометрической прогрессии имеем: 

— = -4-; G^ — ab; а Ь 

[79] G = VOT: 
Пусть между числами 9 и 576 требуется вставить пять 

членов, так чтобы они образовали с данными геометрическую 
прогрессию. 
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1 — г 1 — г. 1 — г 
к 

f а г 

Если взять n достаточно-большим, то величина ^-—сможет 

быть сделана как угодно малой. Следовательно, при большом 

числе членов ряда, сумма их о может отличаться от j - на 
величину, меньшую какого угодно наперед заданного малого 
числа. 

Указанное свойство бесконечной геометрической прогрес
сии обозначается таким образом: 
[81] S n ^ ^ 

Это и есть предел суммы членов геометрической прогрес
сии при г меньшем единицы и бесконечно большом числе 
членов. 

314. Некоторые геометрические ряды, Общее выражение 
для рядов этого вида таково: 

а + а / - 4 - а г 2 4 - а г 3 4 - . . . + агп~1 = : 

Весьма важным является ряд: 

„ 4 I l i 4 . l 4 . i l J ? _ = 2 а - - - ' а - . 

Общее число членов ряда равно 5 4 - 2 = 7; подставляя 
в формулу [77], имеем: 

576 == 9/-е 
г 6 = 64 

Поэтому искомые ряды имеют вид: 
. .9, 18, 36, 72, 144, 288, 576 

4 - 9, — 1 8 , 4 - 3 6 , — 72,4-144, — 288, 4 - 576. 

313. Бесконечная геометрическая прогрессия. Если зна
менатель геометрической прогрессии г меньше единицы, то 
по мере увеличения п величина г" уменьшается; В этом слу
чае выражение [78] можно написать так: 

[80] S- а - а г П а 

http://�4Ili4.l4.il
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Предел суммы членов этого ряда 

S —2а. 
со * 

315. Смешанная арифметическая и геометрическая про
грессия. Ряд частично арифметический и частично геометри

ческий имеет следующий вид: 

[82] a, (a + d)r, {а2d) Iя, (o + 3rf) и т. д. 

Сумма п первых членов этого ряда равна' 

г 8 3 | 5 = « - [ " + ( " - ! ) < * ] г" . r* d - / " " 1 ) ')• 
1 — г (1 — г) а 

316. Графическое изображение, геометрической прогрес
сии. Так как а является общим множителем, входящим в 
каждый член прогрессии, то первый член можно . принять :а 
единицу. 

В таком случае получим ряд. 

Н - Н - ^ + ' Ч - . •" . - f i - " - 1 . 

i) Формула [831 может быть выведена на основании следующих сообра
жений. Представим сумму Sn первых n членов в виде 

Sn = а + (а + d) г + (а + 2d) r2 -f- . . . - f [а + (п - 1) d\ гп-\ = 
= (а + аг + аг2 + . . . - f агп-l) _[_ (dr + dr- + . . . - f < / ^ - J ) _ j _ 

+ (dr2 + Л-3 + . . . * • » - ! ) + (of/-3 + . . . + r f r » - l ) - f . , . + * » - ! . 

Выражения, стоящие в скобках, представляют геометрические прогрес
сии. Сумму Sn можно представить иначе: 

а—аг" i dr — dr" , dr2 — dr" , d^—dr" , 

, drn~l — dr" a-ar"-~(n-\)drn , 

• • • -i 1 = 7 — Œ T="r • + 
J_ * ; _ , _ d ^ , ^ _ , . d ^ l 
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Возьмем OM—U r> 1 
0 ^ = 1 

и продолжим прямую МРХ. 
Приняв Sx за центр, a SlP1 за. радиус, проведем дугу PiSit 

засечем точку S2 и восставим из нее перпендикуляр' »S2Pa. 
р Далее, приняв за центр — 

»S2, a S.2P2 за радиус, про
ведем дугу P2S3. Аналогич
ным образом получим P„Sn 

(рис. 114). 

Наклон прямой МРХ равен 
а—г). 

Р, —i 
Г Г 

s, с s 
Рис. 114. 

: = /-, следовательно 0»Sa — 1 ••[-;• — сумме двух 
первых членов. 

Вообще />,,-, = 5 п _ г 5„ = гп"\ т. е. 06',, = 1 + г + г* -|-
—|- г 8 —{— . . . -\-г" 1 = сумме л членов. 

317. В случае, если ;*<1, следует поступать так же, как и 
в предыдущем п°. 

Наклон прямой МРхРъ и т. д. есть (г—-1) (рис. 115). 

M 

Г \ 

0 

^ 5. S. 

Рис. 115. 
Уравнение МРхРг и т. д. в обоих случаях имеет вид 

В данном случае, т. е. при сходящемся ряде и при беспре
дельном увеличении числа членов, сумма 0Sn приближается 
к OL как к пределу. 
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Это дает возможность графически определить предел 
суммы членов ряда: следует просто продолжить МРХ до пере
сечения с OL. 

Длина OL соответствует значению х при у = О, следова
тельно предел суммы членов ряда есть 

1 
1 — г' 1 

318» Выше мы рассмотрели • ~"1 | и 

ряд, первый член которого (— предел ряда и 
равен единице. Путем умноже- р и с_ ц 6 

ния величины OSn или л: на а 
можно найти сумму членов ряда, у которого первый член 
равен а (рис. 116). 

Предел этой суммы равен 
а 

и для ряда 
a -f- ar - f аА-\- аг3 -f- . . . - f - a r " - 1 

умножаем величину х или OL на д. 
319. Гармоническая прогрессия. Величины а, Ь, с и т. д. 

образуют гармоническую прогрессию, если обратные им числа 

1 1 1 

составляют арифметическую, прогрессию. 
Так например, ряд 

о s Л з 3 1 
à > T ' T ' Т ' У ' " ' 

представляет собой гармоническую прогрессию, так как дроби, 
обратные его членам, 

1 2 i i 6 г. 
' T' T' T> T' À 

образуют арифметическую. 
Гармонические ряды обычно приводятся к арифметическим 

посредством нахождения величин обратных членам первых. 
Для непосредственного получения суммы членов гармо

нических рядов общего метода не существует. 
17 Справочник Л Л Л инженере. 
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откуда 

или 

J _±==J: 1_ 
b Ii H a 
aH— ub — ab — ЪН 
ah'Ar ЬН= 2ab 

a Ar b' 

321. Геометрическое среднее между двумя числами есть в 
то же время геометрическое среднее между их арифметиче
ским и гармоническим средними. 

л g + 6 Л - 2 (1) 

а + Ь 

Умножая (1) на (3), получим: 

АН= ab. 

Извлекая квадратный корень, имеем: 

G = V ab (2) 

г т 2ab ._. 
H = ^ i - (3) 

VAH- = Vab. 

Ho G —Y аЪ [из (2)], следовательно 

•G = V A R , 

• 320. Гармоническое среднее. Гармоническое среднее между 
двумя числами равно удвоенному произведению этих чисел, 
деленному на их сумму: 

Пусть а и Ь — два заданных числа, H — их гармоническое 
среднее. 

По определению, имеем: 

_1 _L _L 
а' H' Ь' 
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т. е. равно геометрическому среднему между арифметическим 
и гармоническим средними чисел а и Ь. 

Если а и Ь—первый и второй члены гармонического ряда, 
то n-ый член этого ряда . имеет вид 

[85] 7 - , ^ а \ r>\ i 

Всякие ряд, члены 
которого образованы 
по этому закону, есть 
гармонический. 

322. Соотношение 
между гармонической 
и арифметической про
грессиями. Это соотно
шение может быть по
яснено графически сле
дующим образом: 

Начертим квадрат 
АВЕО, сторона кото
рого равна единице. 

Отложим на ОЕ от точки О отрезки, соответствующие 
по величине членам гармонической прогрессии, равные в 
данном случае 

O l l i 3 Я 1 
3, 1 т , 1, —, —. т и т- Д-

1 ) Согласно определению гармонической прогрессии имаем: 

j L ^ i L « . . . L . 
a b b с k l 

Здесь величина • 
1 1 1 1 
a b с / 

образует арифметическую прогрессию. Согласно свойствам членов арифме* 
тической прогрессии имеем: 

или 
_ L _ " — 1 _ п—1 _ (я — 1 )а - (h — 2 ) Ь 

I b • a ab 
Последнее равенство показывает, что 

ab 
{п — 1)а — (п — 2)Ь 

Прим, ред. 
17* 
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Проведем из вершины А прямые через точки 

3, 4» 1» Т и т ' д ' 

так, чтобы они пересекли вертикальную линию ВН, 
Расстояния ВС, BD, BE, BF1) и т. Д. изображают члены со

ответствующей арифметической прогрессии. Это. значит, что 
отрезки ВС, CD, DÉ 
и т . д. равны между 
собой. 

Если же точки В, С, 
D, Е и т. д. располо
жены не на одинаковых 

расстояниях, то ряд— 1 

1не гармонический. 
323. Для графиче

ского построения гар
монического ряда по 
двум данным его чле-

^ нам, например а и Ь, и 
при условии, что имеет-

Рис. 118. ся с промежуточных 
членов, поступают так: 

Расстояние между точками, соответствующими величинам, 
обратным а иЬ (на вертикальной шкале DH), делят на с —[— 1 

г ) Не трудно видеть, чго Д ABC (черт. 117) подобен Д ку, имеющему 
вершины в точках А, О и 3. Оба треугольника— прямоугольные и имеют 
равные острые углы, 

Из подобия треугольников йытекает пропорция 
ВС:1 = 1 : 3 

п с = \ . 
Таким же образом из подобия Д ABD и треугольников с вершинами 

в точках О, А и И / 2 следует, что 

BD = 1 : l4- == 
Из подобия или в данном случае равенства Д ABC и Д АОЕ сле

дует, что 
ВЕ = 1 :1 = 1 

и т. д. 
Отрезки ВС, BD, BE и т. д., будучи по величине обратными членам 

гармонической прогрессии, образуют прогрессию арифметическую. Длины 
отрезков ВС, CD, DE и т. д. между собою равны. 

Прим. ред. 
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равных частей. Через полученные точки деления проводят из А 
пучок прямых линий и отмечают пересечения их с линией О Х 

Гармоническое среднее между двумя числами может быть 
найдено аналогичным способом, если через середину отрезка-Д/-/ 
(рис. 118) провести прямую и отметить точку пересечения ее 
с ОХ. 

Глава XIV. 
ПЕРЕМЕННЫЕ, ПРЕДЕЛЫ И НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ВЫРАЖЕНИЯ. 

324. Предел переменной. Пусть переменная принимает ряд 
значений, которые приближаются к некоторому постоянному 
числу, так что разность между нею и указанным постоянным, 
начиная с некоторого значения, может быть сделана и остается 
меньше любого как угодно малого наперед заданного числа. 

В таком случае постоянное число называется пределом пе
ременной. Говорят, что последняя стремится к этому постоян
ному как к пределу.. 

Переменная 0,3, 0,33, 0,333 . . ., увеличение которой при 
переходе от предыдущего значения к последующему соста
вляет Vio предыдущего приращения, приближается к - у как 
к пределу. 

0,3 отличается от - j ~ меньше чем на 

0,33 отличается от - i - меньше чем на 

0,333 отличается от ~~ меньше чем на 3 — — " и 1000 * 

Взяв достаточное число десятичных знаков, можно сде

лать разность между переменной и -g- меньше какого угодно 

малого числа. Это значит, что разность приближается к пре
делу нуль, т. е. является величиной бесконечно малой. 

325. Переменная величина может принимать ряд значе
ний, как например 6,6, 6,66, 6,666 и т. д., приближающихся 
к некоторому числу, которое не является ее пределом. В дан
ном случае можно сказать, что значение переменной прибли
жается к 7. Последнее число однако не является пределом 
этой переменной, так как невозможно сделать разность между 
ней и ./ меньше любого малого числа, Указанная разность 
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всегда остается большей чем независимо от взятого числа 

десятичных знаков. Предел рассматриваемого переменного ра
вен б 2 / 8 . 

326. Переменная может приближаться к пределу и всегда 
оставаться больше него или всегда оставаться меньше него, 
или же быть то меньше, то больше предела. Во всех этих слу
чаях важно только то, что разность между переменной-и ее 
пределом становится и остается по абсолютной величине меньше 
любого, как угодно малого, заранее заданного числа. 

327. Переменная величина может изменяться так, что, 
начиная с некоторого значения, она остается по абсолютной 
величине все время больше или все время меньше наперед 
заданного числа. Если она остается больше любой заданной 
величины, то говорят, что она обращается в бесконечность 
или возрастает неограниченно. То обстоятельство, что пере
менная х возрастает неограниченно и обращается в бесконеч
ность, обозначается знаком 

Если переменная остается по абсолютной величине меньше 
любого, наперед заданного числа, то говорят, что она прибли
жается к пределу нуль, и называют ее бесконечно малой. 

Это изображается знаком х-*- 0. 

328. — - + С О [х ->0]. 
х 

Если постоянное конечное число разделить на бесконечно 
малую, то частное обращается в бесконечность. Действительно, 

если числитель дроби — — Постоянная, а знаменатель умень
шается так, что делается по абсолютной величине меньше 
любого заранее заданного числа, то частное возрастает и мо
жет достичь сколь угодно больших значений. 

329. — - > 0 [ > - • со]. 
X L J 

Если разделить постоянную конечную величину на пере
менную, которая безгранично возрастает, то частное будет 
числом бесконечно малым. В самом деле, если числитель 

дроби — есть величина достоянная, а знаменатель стремится 
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Если подставить значение предела непосредственно в вы
ражение для функции, то получим: 

1 — 1 , 0 
1 — 1 0 ' 

которое представляется неопределенным. 
Разложив предварительно числитель на множители, получим: 

к бесконечности, то частное уменьшается и приближается 
в пределе к нулю. 

330. Переменная не может приближаться к двум неравным 
пределам одновременно. 

331. Если две переменные всегда равны между собой 
и каждая из них приближается к пределу, то их пределы 
также равны между собой. 

332. Предел алгебраической суммы постоянной и пере
менной величин равен алгебраической сумме постоянной и пре
дела указанной переменной. 

333. Предел произведения переменной и постоянной ве
личин равен произведению постоянной на предел переменной. 
* 334. Предел переменной суммы конечного числа перемен

ных равен сумме их пределов.. 
335. Предел произведения двух или нескольких перемен

ных равен произведению их пределов. 
336. Предел частного двух переменных равен частному 

их пределов (если предел делителя не равен нулю). 
337. Выражение 

lim / ( * ) 
* -* о 

читается: 
„предел функции х, если х приближается к пределу, рав

ному а"; 
Если в функции 

4x — 3if 

предел л' = 5, a предел у — 2, то предел функции от х и у равен: 
4 - 5 — 3 - 2 = 14. 

Найдем 
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так как х- 1, то 

lim 
х* — 1 

— 1 
'1 + 1 2. 

Данное выражение стремится к 2 как к пределу, если х 
приближается к 1. 

Найдем предел выражения 
Г 4 У 3 — 2 Г + 1 
. 2 .с 3 —Зл- 2 + 4 

Прямая подстановка дает — ; однако, разделив числитель 

и знаменатель на ха, получаем: 

4 
lim 

^ л 8 

Так как х ~* оо , то 
1 

к8 приближаются к нулю, 
X" Х° X х° 

следовательно предел заданного выражения равен 2. 
Найдем предел выражения: 

Ï2 3 t — 4 

2х — 4 л: — 2 œ->2 

Прямая подстановка дает со — с о . 
Упростим заданное выражение: 

дг2 — 6 с - + 8 л 

lim 

2(лг —2) 

х — 4 

338. Другие методы. 
г 4 r t _ 2 v 2 _ j _ 3 v j _ 1 

З * 8 — * ' + * + 2 œ>0 

Если л: приближается к нулю, то первые три члена числи? 
теля и первые три члена знаменателя также приближаются 
к нулю; следовательно, согласно п°326, числитель -*• 1, а зна? 
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менатель -+ 2; таким образом дробь г согласно п° 328, стремится 

к пределу, равному - у . 

339. Если числитель дроби —• есть величина постоянная, 

в то время как знаменатель, возрастая, становится по вели
чине больше любого заданного числа, то частное уменьшается 
и в пределе становится меньшим любого заданного числа. 

340. Неопределенные Выражения. Если в результате дей-
стви'г над переменными и их пределами получаются выраже
ния вида 

то эти выражения являются неопределенными. 
При непосредственных подстановках пределов в данные 

выражения, часто получаются неопределенности указанного 
вида. 

Если данное выражение — дробное, то прежде всего следует 
его сократить. 

Знак -> означает: „приближается к пределу". 
Если, придавая переменной х значения, достаточно близкие 

к ее пределу, можно приблизить и значения какой-нибудь 
функции от х как угодно близко к конечной постоянной /, то 
/ называется пределом функции при х-*а. 

у Если х - > о о , т. е. становится бесконечно большим, то три 
последние члена знаменателя в примере п°337«делаются бес
конечно малыми по сравнению с первыми членами, а потому 
ими можно пренебречь. Следовательно, е с л и * - * со , то дробь 
приближается к предельному значению, равному 

со —• то , 0 X 0 0 > 0 0 X 0, 
0 о о 

сТ* ¥ , 0°, о о О , 1 ОО 

' 4хъ ___4_ 
Зл-* ~ 3 • 

Пример. Найти предельное значение 
-f(x + h)~f(x)-\ 

(х + А)ч - л» __ Зл-гЛ 4- Зл-Л3 4- А" = Ъх- 4- Зд-Л3 4- Л8, 
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Глава XV-
ЛОГАРИФМЫ. 

341. Джон Непер (1550—1617), сравнивая арифметиче
скую и геометрическую прогрессии, нашел, что между чле
нами этих двух рядов существует определенная связь. Это 
привело к открытию соотношений, оказавшихся чрезвычайно 
полезными в смысле облегчения вычислений. 

Рассмотрим приведенную ниже в таблице арифметическую 
прогрессию, первый член которой равен нулю, и геометриче
скую— с первым членом, равным единице. 

Геометрическая прогрессия 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 

Арифметическая прогрессия 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Произведение любых двух членов геометрической прогрес
сии может быть найдено путем сложения членов арифметиче
ской, стоящих под ними. Указанное произведение находится 
над членом арифметической прогрессии, равным этой сумме. 

Так, например, произведение 8 на 32 найдется следующим 
образом: 

Сложив члены арифметической прогрессии, стоящие под 
членами 8 и 32 геометрической, имеем: 

3 + 5 = 8. 

Разыщем в нижней строке число 8 и найдем непосред
ственно над ним искомое произведение, равное 256. 

Заметим, что знаменатель данной геометрической прогрес 
сии равен 2, так что ее можно представить в таком виде: 

2", 21, 2 2 , 2V 2 \ 2 s , 2 s , 2\ 28, 2 9 , 2 4 

Показатели этих степеней составляют арифметическую про
грессию, члены которой даны в нижней строке таблицы. 

Число 2 является основанием системы, а показатели чле
нов геометрической прогрессии (составляющие, как было ука
зано, арифметическую) называются логарифмами чисел, кото
рые стоят в верхней строке таблицы над ними. 

Так, например, логарифм числа 16 при основании 2 ра г 

рен 4, что обозначается так: 

1ft 16 = 4. 
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Рассмотренные нами ряды, однако, неудобны для вычисли
тельных целей, так как произведения отсутствующих там чи
сел, не являющихся членами геометрической прогрессии, на
пример 68, или 250," не могут быть найдены в таблице. 

Можно написать какое угодно число рядов, но все они бу
дут страдать тем недостатком, что между их членами остаются 
незаполненные промежутки. 

Непер установил для своей системы особое основание. Он 
разыскал для промежутка между единицей и двумя ряд из 
ста чисел, находящихся в равных отношениях. Таким образом 
между 1 и 2 он вставил сто средних геометрических. Отсюда 
и произошло название „логарифм", которое по-гречески озна
чает „число отношения". 

312. Приведенные в начале предыдущего п° ряды могут 
быть продолжены безгранично как в правую, так и в левую 
сторону. В последнем случае мы будем иметь:' 

* 

Геометрическая прогрессия 1 1 1 1 1 t 

32 16 8 4 2 

Арифметическая прогрессия - 5 - 4 —3 - 2 — 1 0 1 . . . 

В этом случае соответствующая геометрическая прогрес
сия будет иметь вид: 

J - . L JL JL JL i _ 
2 Б ' 2 4 ' 2а ' 2 2 ' 2 ' 2° ' " 

или 
2~\ 2~\ 2~\ 2~\ 2~\ 2 ° . . . " 

Чтобы составить таблицу логарифмов для большего ряда 
целых чисел, а также для дробных, находящихся в проме
жутках между ними (например между 1 и 2), пришлось бы 
отыскивать средние геометрические между этими числами. 
/ В с т а в и м по одному геометрическому •среднему между чле

нами последнего ряда. Так как для двух чисел а и b оно 
равно Уab, то имеем: 

Геометрическая 
прогрессия - j - \ V * у j V 2 1 / 2 2 2 / 2 . . . 

Арифметическая 
прогрессия _ 2 _ Л _ 1 - 1 0 i 1 - . 

. 2 2 . 2 1 2 " * 
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Путем дальнейших вставок мы можем составить таблицу 
логарифмов. 

Итак, находя п средних геометрических между какими-
нибудь членами геометрической прогрессии, например между 
1 и 2, а также п средних арифметических между соответ
ствующими членами арифметической, можем составить ряды: 

Геометрическая 
прогрессия 

1 2 3 ' 4 n П + \ 

2" 2 " 2 " 2 " 2 п . . . 2 " 2 " 

Арифметическая 
прогрессия 

0 1 2 3 4 n п + 1 
п п п п " ' п п 

Продолжив их далее, найдем: 

Геометрическая 
прогрессия 

п + 1 п + 2 п + 3 n - l - n — 1 2п 

2 " , 2 п , 2 « , . . . . 2 п , 2й 

Арифметическая 
прогрессия 

п + 1 п+2 п + 3 п+п-1 2/1 
n ' n ' п ' ' " ' n ' п 

343. Логарифм числа по данному основанию есть пока
затель степени, в которую надо возвысить основание, чтобы 
получить это число. 

Таким образом в выражении 

. a=N\ 

х есть логарифм числа N по основанию а. В дальнейшем 
будем обозначать это символом 

: x = \SnN. 

Основание а может быть любым положительным числом, 
кроме 1 или 0. 

Наибольшим распространением пользуются две системы 
логарифмов: неперова или натуральная с основанием 2,71828. . . 
и обыкновенная или бриггова с основанием 10. 

Неперова система употребляется в высшей математике, 
так как она обладает тем удобством, что наклон касательной 
к кривой показательной функции в любой ее точке равен 
ординате в этой точке. 

Как будет ясно из дальнейшего (см. главу XLI), основным 
действием в дифференциальном исчислении является нахо
ждение наклона касательной К кривой в любой ее точке, 



Логарифм числа 269 

Если этот Наклон равен у, т. е. самой функции, то процесс 
дифференцирования оказывается весьма простым. 

Обычные вычисления гораздо удобнее производить при 
помощи бригговых логарифмов с основанием 10. 

Независимо от принятого основания, между числамч и их 
логарифмами существуют следующие соотношения: 

lg (ab) = k а + lgb; l g ^ - y j = ] o ; a —IgÄ. 

'g (~7г) — " " t e 1 1 ' k ^ = n\ga. 
h (Va) — ~ te a î te основания = 1, lg-1 == 0. 

Чтобы выяснить связь между обеими упомянутыми систе
мами логарифмов, составим следующую таблицу для неболь
шого ряда чисел: 

Неперова система Бриггова система 

арифм. 
прогрессия 

геометрическая 
прогрессия 

арифм. 
прогрессия 

геометрическая 
прогрессия 

- 3 
1 

в»~ = е ~ 3 = 0,04979 —3 
1 

103 = 0,001 

—2 1 
е'1 е ~ 2 = 0,13534 ' — 2 1 

10* 
= 0,01 

- 1 1 
el = е " 1 = 0,3678 _ 1 1 

10 - 0 , 1 

0 е" 1,0 0 100 = 1 * 
1 е 1 — 2,71828 1 10' = 10 
2 e s 7,389 2 10'ä = 100 
3 е» = 20,035 3 103 ==' 1000 
4 е* =5 54,589 4 10 4 = 10000 

344. Рассматривая приведенную таблицу обыкновенных 
логарифмов с основанием 10, отметим, что целая часть лога
рифма на единицу меньше числа цифр, стоящих слева от за
пятой. В случае десятичной дроби, которая выражается еди
ницей с предшествующими нулями, целая часть логарифма 
содержит столько отрицательных единиц, сколько имеется 
нулей, считая в том числе и нуль целых. 
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В этой системе мантисса или дробная часть логарифма 
не изменяется при перенесении запятой. Так 

К) 2 ' 1 0 3 8*) = 127 или lg 127 = 2,1038 
Ю 1 ' 1 0 8 8 = 1 2 , 7 или lg 12,7 = 1,1038 
Ю"' 1 0 3 8 = 1,27 или lg 1,27 = 0,1038. 

Мантисса всегда остается положительной, а знак минус 
относится только к целой части логарифма или к его харак
теристике. Так как таблица логарифмов составлена для чисел 
между 1 и 10, то эти логарифмы являются десятичными дро
бями, иначе говоря — состоят только из мантиссы. В таком 
виде они и даются в таблицах, служащих для вычислений. 

Всякое число, например 2834, можно рассматривать как 
произведение двух множителей: 2,834 и 10 3. 

Согласно основному правилу 
lg 2,834 = 0,4524, lg 10s* = 3,0000, 

следовательно 
lg 2834 = 0,45244-3,0000 = 3,4524. 

Итак для нахождения логарифма числа разлагаем его на 
два множителя. Первый из них является числом, у которого 
запятая стоит непосредственно после первой слева значащей 
цифры; например для числа 2834 первый множитель будет 
2,834. 

Второй множитель представляет собой в данном случае 10 8, 
так как запятая должна быть передвинута на три знака 
вправо, чтобы не изменить величину первоначально взятого 
числа 2834. 

Логарифм первого множителя мы находим непосредственно 
из таблиц, так как в них указаны логарифмы чисел от 
1 до 10. 

Логарифм второго множителя равен показателю степени 
при 10, т. е. в данном случае числу 3, являющемуся харак
теристикой логарифма произведения. 

Таким образом, все действия, необходимые для нахождения 
логарифма, сводятся к перенесению запятой за первую слева 
значащую цифру и нахождению соответствующей мантиссы; 
число знаков, на которое перенесена запятая, определяет 
характеристику. 

*) Найдено из таблиц. 
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Пусть, например, требуется найти lg 0,0002834. Поступая 
согласно сказанному, имеем: 

1st 0,0002834 - 1st (2,834 • Ю - 4 ) = lg 2,834 - f lg Ю" 4 . 
Но 

lg 2,834 = 0,4524 

' l g Ю - 4 = — 4 или 4,0000, 

следовательно 
. lg 0,0002834 = 4,4524 или 0,4524—4. 

Описанный метод отыскания логарифмов значительно об
легчает кх применение, и если следовать ему, то это дей
ствие не представит никакой трудности. 

345. Интерполирование. Часто случается, что обычные 
четырехзначные таблицы не дают непосредственно значение 
логарифма с,принятой точностью, и поэтому приходится со
вершать дополнительное действие. 

Логарифм числа 283,4 не содержится непосредственно 
4 

в таблице. Четвертая слева цифра — 4 составляет J Q - О Т раз- • 
ности чисел 283,0 и 284,0. В таблице разности между сосед
ними логарифмами табулированы, и, обращаясь к таблице, 
находим: 

lg 283,0 = 2,4518, 

а разность (по отношению к lg 284,0) оказывается равной 15. 
Поэтому для получения lg 283,4 прибавляем к lg 283 

- о т 15. 

Итак 
lg 283,0 = 2,4518 

б_ 
lg 283,4 = 2,4524 " 

Следует всегда помнить, что с увеличением числа воз
растает и логарифм, а потому, если искомое число больше 
данного в таблице, то разность должна быть прибавлена к по
следнему. " 

346. Нахождение числа по данному логарифму его. 
Это действие является обратным по отношению к предыду
щему. Оно состоит в следующем: 
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Находим в таблицах мантиссу, ближайшую меньшую к Дан
ной. 

Положим, например, что дана мантисса 0,4371. Ближайшая 
меньшая есть 0,4362, причем разность со следующей боль
шей указана в таблицах и равна 16, разность же между 0,4362 
и 0,4371 равна 9 (десятитысячным). 

Логарифму 0,4362 соответствует число 2,73. Логарифм 
9 

искомого числа (т. е. 0,4371) больше найденного на j^-послед-
9 

него десятичного знака. Обращая jg- в десятичную дробь, най
дем, что она'равна 0,56, или, округляя, 0,6. Поэтому искомое 
число будет равно 2,736. 

Так как характеристика данного логарифма равна нулю, 
то в найденном числе отделяем запятой одну цифру слева, 
потому что, как было установлено в предыдущем, характе
ристика всегда на единицу меньше числа цифр слева от за
пятой в искомом числе, и стало-быть в нем следует брать 
на одну цифру больше слева от запятой, чем число единиц 
в характеристике. 

Необходимо помнить, что имеющиеся в таблицах мантиссы 
являются логарифмами чисел между 1 и 10, следовательно 
в числах, им соответствующих, нужно отделять запятой один 
знак слева. 

347. Как избежать получения отрицательной мантиссы? 
Было бы крайне неудобным получить в конце вычислений 
результат вроде 

Л / = 1 0 - ° ' 3 9 0 8 5 , 
так как в таблицах даны только положительные мантиссы. 

По определению степени с отрицательным показателем, 
можно написать в данном случае: 

Однако для вычисления N пришлось бы после нахождения 
степени произвести дополнительное деление. 

Во избежание указанных трудностей, необходимо все время 
тщательно -следить, чтобы мантисса в процессе вычислений 
всегда оставалась положительной. Для этого следует увели
чить меньший логарифм на некоторое целое число и таким 
образом сделать его большим. В то же время, чтобы сохра-
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нить истинную величину логарифма неизменной, следует вы
честь указанное число. 

Возьмем например выражение 

* 4326 • 
\g x = \g 1,58— lg 4326 

lg 1,58 = 0,19866 
lg 4326 = 3,63609. 

Увеличим первый логарифм на 4 и вычтем это число: 

lg 1,58 = 4 ,19866 -4 
lg 4326 = 3,63609 

lg х = 0,56257—4. 
Заметим, что мантисса* — положительная,а характеристика 

равна (—4). 
Число, логарифм которого равен 0,56257, есть 3,652. Пере

двигая запятую на 4 знака влево, найдем: 
* = 0,0003652. 

318. Если lg N = 3,4524, то мантисса соответствует ка
кому-то числу между 1 и 10, а характеристика — степени 10 
(в данном случае третьей). Таким образом, найдя число, соот
ветствующее мантиссе 0,4524, и перенеся запятую на 3 знака 
вправо, получим искомое число. 

Если lg N = 0 , 4 5 2 4 — 4, то характеристика равна (—4) 
и соответствует Ю - 4 , следовательно необходимо перенести 
запятую на 4 знака влево. В результате получим: 

N=0,0002834. 
349. Умножение посредством логарифмов. Для умноже

ния находим по таблицам логарифмы сомножителей и скла
дываем их. Полученная сумма соответствует логарифму про
изведения. Для нахождения последнего разыскиваем в табли
цах число, логарифм которого равен полученной сумме. 

Пример, х = 4,056 • 92,1 • 0,0001832. 
Имеем: 

lg 4,056 = 0,6081 
Ig 92,1 = 1,9643 

Ig 0,0001832 = 0,2629 - 4 
~ I g х = 2,8353 - 4 = 0 ,8353-2 . 

х = 6,84 • Ю - 2 = 0,0684. • 

18 Сирппп 'пшк ' ДЛЯ п и ж о н и т . 
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350. Деление посредством логарифмов. Вычитаем лога
рифм делителя из логарифма делимого, получим логарифм 
частного. По найденному логарифму найдем из таблиц и са
мое частное. Рассмотрим в качестве примера нахождение 
частного в следующем случае: 

л г _ 2 3 1 4

 =

 2 3 1 4 141" 1 

141 1 ' 1 ' 
lg д / = 1 г 2314 —lg 141 
lg N = 3 , 3 6 4 3 — 2,1492 = 1,2151. 

Из таблиц находим 7V= 16,41. 
Пример, 

0,000168 
lg 3,128 = 0,4953 
lg. 0,000168 = 0 , 2 2 5 3 - 4 

Ig. . Л / = 0 , 2 7 0 0 + 4 
N = 1 8 6 2 0 . 

Если из меньшей мантиссы приходится вычитать большую, 
то во избежание получения отрицательной мантиссы приба
вляем к меньшей единицу и вычитаем эту единицу из харак
теристики. 

Пусть, например, 
. , _ 0,0333 

49,1 1 

lg 0,0333 = 0,5224 — 2 = 1,5224 — 3 
lg 49,1 =0 ,6911 + 1. 

Теперь можно произвести вычитание: 
lg 0,0333 = 1,5224 — 3 
lg 49,1 = 0 , 6 9 1 1 + 1 

lg. N = 0 , 8 2 1 3 — 4 ' 

N= 6,62 - Ю - 4 = 0,000662. 

Число N, соответствующее данному логарифму, называется 
антилогарифмом последнего. 

351. Кологарифм. Остаток, полученный после вычитания 
логарифма из 1,0000—1, называется дополнением логарифма 
или кологарифмом числа. 



Нахождение дробных степеней посредством логарифмов 275 

18* 

Пользуясь кологарифмами, можно заменить комбинирован
ное умножение и деление одним умножением. 

colg N = ~ l g N=\gjj. 

1,0000 — 1 
lg 0,0734 = 0,8657 — 2 

0,1343 + 1 = colg 0,0734. 
Пусть имеется 

0,0216 • 0,831 
61,3-4,12 -

lg 0,0216 = 0,3345—2 
lg 0,831 = 0 , 9 1 9 6 — 1 

colg 61,3 = 0,2125 — 2 (lg 61,3 = 0,7875 + 1 ) 
colg 4,12 = 0 , 3 8 5 1 — 1 (lg 4,12 = 0,6149) 

lg N = 1 , 8 5 1 7 —6 = 0,8517 — 5 . ' 
N = 7,167 • 10~ 6 = 0,00007167. 

352. Нахождение степеней посредством логарифмов. 
Если число а возвышено в п-ую степень, т. е. 

а1 — а • а • а. • . (п раз),. 
то 

lg (а") = Ig а 4 - lg а -j - . . . (п раз) 
или 

h (о 1 ) = п • lg а. 
Поэтому для вычисления степени отыскиваем в таблица^ 

логарифм ее основания и умножаем его на показатель п, 
а затем по найденному произведению находим соответствую
щий антилогарифм. Это и будет искомая степень. 

Пример, 
N =(0,033)3. 

)g 0,033 = 0,5185 - 2 
Ig А / = (0,5185 - 2) 3 = 1,5555 - 6 = 0,5555 - 5. 

N — 3,59 • Ю - 6 = 0,0000359. 

353. Нахождение дробных степеней посредством лога
рифмов. 

( a £ ) * = a ' " . 
l g U v = n l g ап; lg а"= m lg a. 
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или 

Пример. 

m 
lg а11 = — lg а. 

з 1 
У ( 1 2 5 ) 2 = 1 2 5 : ) . 

lg ( 1 2 5 3 ) = у lg 1 2 5 = у ( 2 , 0 9 6 9 ) = 1 , 3 9 7 9 . 

Из таблиц находим: 
# = 2 5 . 

354. Извлечение корня. Если требуется извлечь корень 
1 

n-ovL степени, то рассматриваем его как — степень подко
ренного количества. Покажем на примере, как выполняются 
в этом случае действия. 

S _1_ 

1/1728 = (1728) а • 

lg (1728^) = y (3,2375) = 1,0792. 

N = 1 2 . 
, 355. Нахождение обратных величин при помощи лога

рифмов. Вычитаем мантиссу логарифма из единицы, приба
вляем единицу к характеристике и меняем знак характе
ристики на обратный. щ • 

Пример. Найти величину, обратную 4 2 6 ^ т. е. | rg^* 
lg 4 2 6 = 2 , 6 2 9 4 1 0 , 

Вычитаем мантиссу из единицы: 
. 1 , 0 0 0 0 0 0 

0 , 6 2 9 4 1 0 
0 , 3 7 0 5 9 0 

Прибавляем единицу к характеристике и меняем янак последней на 
обратный; тогда 

3 , 3 7 0 5 9 0 

есть логарифм искомого числа, т. е. 
J V = 0 , 0 0 2 3 4 7 . 

Следовательно 

71 lg а™ = m lg а 
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356. Нахождение четвертого члена пропорции посред
ством логарифмов. Складываем логарифмы второго и третьего 
членов пропорции и вычитаем из этой суммы логарифм пер
вого члена. Разность равна логарифму четвертого члена. По 
логарифму можно найти и самое число. ' 

357. Натуральные или неперовы логарифмы. Эти лога
рифмы находятся по таблицам точно так же, как и обыкно
венные. Главная разница при пользовании ими по сравнению 
с десятичными заключается в том, что при перенесении запя
той вправо на каждый десятичный знак приходится прибавлять 
число 2,3026, а при перенесении запятой влево приходится 
вычитать это число из логарифма. 

.Из таблицы, приведенной в п° 343, видно, что lg 10 в этой 
системе равен 2,3026; отсюда и вытекает указанное правило. 

Таблицы обычно содержат натуральные логарифмы чисел 
от 1 до 10. 

Таким образом неперов логарифм 245 или 2,45 • 10 2 равен 
0,8961 + 2 (2,3026) ==0,8961 + 4,6052 = 5,5,013. 

Для этой системы остаются в силе все те основные прин
ципы, которые применялись нами для обыкновенных Лога
рифмов; поэтому натуральными логарифмами можно пользо
ваться при умножении, делении, возвышении в степень и 
извлечении корня. 

Однако из сказанного выше ясно, что в натуральной 
системе мантисса не является независимой от положения 
запятой, так что числа, имеющие одинаковые значащие цифры, 
Не будут здесь иметь одинаковые мантиссы, как это происхо
дит в случае применения бригговых логарифмов. 

358. Изменение основания логарифмов. Пусть у— лога
рифм числа N по основанию а, х — логарифм того же числа 
по основанию с; тогда * 

\gaN^y и А/ = а" 
\ScN=x и N=c\ 

Следовательно 
é=*c\ 

Возьмем логарифмы обеих частей равенства по основанию а' 
у = х • Ig e с или lg« Л / = lge N • lg„ с. 

Взяв логарифм обеих частей равенства по основанию с, 
имеем;. 

х = у • lg, а или lg„ N — lg„ Л/lg, а, 
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Таким образом 

k r . W - t a . . - l b W - j j £ . 
Заметим,' что при перемене основания следует умножить 

логарифм числа, взятый по первоначальному основанию, на 
логарифм этого основания в новой системе. 

Перемена основания сводится к умножению логарифма на 
постоянное число. 

Так, для обыкновенных логарифмов имеем: 
обыкновенный логарифм равен неперову логарифму, умно~ 

. неперов логарифм 
женному на Ig 1 0 е = \g~W~' ' 

а для натуральных — имеем: 
неперов логарифм равен обыкновенному логарифму, умно-

, . п обыкн. логарифм женному на lg s 10 == — j . 

Так как lg 1 0 e = 0,4343, a lge 10 = 2,3026, то 
обыкновенный логарифм равен неперову • 0,4343 = 

неперов логарифм 

23Ö26 ' 
Неперов логарифм равен обыкновенному логарифму X 

о QnoA обыкнов. логарифм X 2,3026 = . 

Глава XV/. 

ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ И ИХ ОТНОШЕНИЕ К ЛОГАРИФМИ
ЧЕСКИМ. 

359. Сравнение кривых у — rx viy — e". Возьмем функ
цию у = г°° и преобразуем ее в y — é"'x. Такое преобразо
вание вполне возможно, ибо перемена основания логарифма 
может быть выполнена посредством умножения этого лога
рифма на постоянную. 

Так как логарифм есть показатель степени, то указанное 
преобразование сводится к умножению показателя при новом 
основании на постоянную т: 

file:///g~W~'
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Кривая у — етх получается из кривой у — ё* подстанов
кой тх вместо х, т. е. умножением абсцисс графика у*=е* 

на — . m 
Для у = ОВ (рис.119) абс- 'В 

циссы ВРХ и ВРч суть соответ
ственно \gey и \gTy, иначе го
воря— 

ВР^^-ВР, 
m 

или 
kry =—ksy-

Рис. 119. 

Если m определено, то можно перейти от системы с осно
ванием е к системе с основанием г. 

Величина ~ называется модулем системы логарифмов 

с основанием г. 

Заметим, что А- есть \gre или ^ как это доказано m ' [ger 
в п° 358. 

360. Если имеется кривая у — гх и требуется начертить 
кривую у — г°+п, то следует просто перенести точки кривой 

Рис. 126. 

влево на расстояние Л единиц или, что то же самое, пере
нести начало координат вправо, т. е. в положительном напра
влении, на h единиц. 
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Так как 
: г 

то ординаты новой кривой будут в /-' раз больше ординат 
кривой у = / . Оба способа преобразования графика последней 
функции показаны на рис 120 и 121. 

361. Логарифмические и показательные функции. Рас
смотрим уравнения 

у = f (показательная функция) 

х=-\%ТУ (логарифмическая функция). 

Оба вида функций эквивалентны, но имеют обратный друг 
другу смысл. Если вычертить соответствующие кривые, то 
они окажутся одинаковыми. Этот случай аналогичен следую
щему: 

г/2 = х и у — zfc Ух. 

Рис. 124, Рис. 125, 

Оба уравнения соответствуют одной и той же кривой. 
График указанных в начале п° функций показан на рис. 122, 



Наклон касательной и показательной кривой 281 

Кривая у — е ' , показанная на рис. 124, представляет 
собой зеркальное отражение кривой у — ё" по отношению 
к оси Y. 

Влияние замены х на у и 
подстановок —- х вместо х и — у 
вместо у в данные уравнения 
видно из рис. 123, 124 и 125, 
если их сравнить с рис. 122. 

362. Подкасательная к по
казательной кривой. Замеча
тельное свойство показательной 
кривой заключается в том, что 
длина k подкасательной графика 
этой функции (рис. 126) есть ве
личина постоянная. Если в точке 
Р провести касательную к кри
вой до пересечения в точке Т 
с осью Л', то расстояние TD 
между этой точкой и основанием 
перпендикуляра, опущенного из 
Р, есть величина постоянная. Это 
подкасательной кривой х ) . 

к > 1, если г —2 
к < 1, если г= 3. 

При & = 1, / • = е = 2,71828. 
363. Наклон касательной к графику показательной функ

ции. Наклон касательной к кривой у — /, как видно из гра-
Ч ' г фика, равен — или, так как величина к — постоянная для 

любой точки Р; 
наклон этой касательной равен су (1) 

1 
где с — 

Из (1) можно заключить, 4Tq наклон касательной пропор
ционален ординате данной точки. 

Таким образом, для Р (О, 1^ эта величина равна с = -~г~. 

Рис. 126. 

расстояние называется 

г ) Свойство подкасательной показательной кривой, упоминаемое в этом 
параграфе, будет выведено в дальнейшем из уравнения кривой.. 

Прим. оед. 
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Приведенное выше уравнение 20 х = 75 можно решить, 
подставляя в выражение для х величины г = 20 и /3 = 75; 
тогда 

* ~~ lg 20 ~~ 1,301030 ~~ i > ^ U W i -

Согласно сказанному в начале предыдущей главы, орди
наты графика показательной функции составляют геометри
ческую прогрессию, в то время как абсциссы образуют ариф
метическую (см. п° 341). 

365. Закон сложных процентов. Пусть Р — вложенный ка
питал; г — размер процентов. 

В конце первого года прибыль равна Pr, а самый капитал 
обратится в 

P - f P r = P ( l + r). 

Приращение капитала в конце второго года будет равно 
P(l-\*r)r, à капитал будет 

{P+rP) + {l + r)Pr 
или 

P(l + r) + Prit + г) = (P-r Рг) (1 + г) = 
^ / > ( 1 + г ) ( 1 + г ) = />(1+г)«. 

Размеры капитала через п лет 
A = P{\4rrf. 

Как было указано в п°3б2, величина k зависит от г, при
чем если г — е, то к — 1, с = 1. 

Произведение су (наклон касательной) имеет величину, 
равную у. 

Это свойство касательной обусловливает применение нату
ральных логарифмов в высшей математике, так как'производ
ная функции равна самой функции. 

364. Показательные уравнения вида гх = Ь. Уравнения 
этого типа, например 20"° = 75, решаются с помощью лога
рифмов. 

Положим r" = b; тогда lg (r x) = lg b, так как логарифмы 
равных величин также равны между собой. 

Следовательно 
x\gr — \gb. 

Отсюда 
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Если капитал отдан по сложным процентам, причем прира
щение его равно 5 % в год, то через п лет этот капитал 
будет равен 

Л = Р(14-гГ==/>(1 ,05) ' \ 

. Откладывая по оси абсцисс годы, а по оси ординат — 
размеры капитала, получим кривую, являющуюся графиком 
показательной функции. 

Isr10 1,05 = 0,021 
lge 1,05 = 2,302 • 0,021 = 0,048, 

откуда 
0 , 0 4 8 i n C 

е = 1,05. 
Таким образом функция будет иметь вид 

А^Ре°т". 
Это будет частный случай уравнения 

y = ae*\ 
366. Характер возрастания показательной функции. 

Закон сложных процентов выражает ряд, важнейших явлений 
природы. Как было замчено ранее, наклон касательной 
к кривой у — аеЬх (или скорость возрастания показательной 
функции) в любой ее точке пропорционален ординатам или 
значениям функции. 

Таким образом, если какая-нибудь функция возрастает 
пропорционально себе самой, то имеет место изменение по 
закону сложных процентов или показательному. 

Говорят, что изменение двух количеств происходят по 
показательному закону, если одно из них изменяется в гео
метрической прогрессии, в то время как другое—в арифме
тической. Пример представляет трение каната, закрученного 
около вала: в то время как число оборотов возрастает в 
арифметической прогрессии, трение возрастает в прогрессии 
геометрической. 

Выражение у = аеЪх есть общая форма показательных урав
нений. 

367. Вычисления при полощи логарифмов. Вычисления 
при помощи логарифмов дают в результате число с числом 
точных значащих цифр, небольшим числа десятичных знаков 
в мантиссе. Сообразно с этим, если заданное число имеет, 
скажем, четыре верных знака, то для вычислений достаточно 
"ятырехсггачных таблиц. 



284 Показательные функции и их отношен, к логарифм. 

Если одно из чисел имеет три верных знака, то точность 
вычислений при помощи счетной линейки (которая есть не что 
иное, как трехзначная таблица логарифмов) оказывается вполне 
достаточной. 

В случае шести точных знаков для сохранения надлежа
щей точности необходимо употреблять шестизначные таблицы 
логарифмов. 

368. Модуль убывания или логарифмический декремент. 
В очень большом числе явлений природы убывающая пока
зательная функция встречается чаще, чем возрастающая, так 
1то соответствующее 'уравнение имеет вид 

где Ь-—-существенно отрицательная величина. Величина/—Ь) 
называется модулем убывания г ли логарифмическим декре
ментом функции, соответствующим возрастанию переменной х 
на единицу. Логарифмический декремент показан для ряда 
натуральных и обыкновенных логарифмов, как они идут слева 
от единицы (п°343). 

369. Приближенные логарифмические формулы. Если 
х — малая величина, то 

l g e ( l ± - * ) = ± * — у * 2 -
Пример. 

I , . (1,0025) = 0,0025 - ° - ^ ^ . 

Указанное соотношение является следствием изложенного в п°464, где 
приведены ряды для вычисления логарифмов. 

370. Некоторые дополнительные логарифмические фор
мулы. 

lg (abc) — lg а -\- lg b - ] - lg с 

lg ( Ь2 ) = l g " ^ l g Ь~~ с — W 

lg (ат bn с р) = m • lg a 4 - п • lg b -[- р • lg с 

lg j = l g a + 7M • lgb — n • lgc 

lg (fla - **) = \ g [ ( a _ . b) (a + b)] = lg (a - b) - j - lg (a 4 - b) 
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lg VcJ^P = ~ lg (a - f A) - f i lg (a - Ь) 

lg ( a 3 == lg « в ]s j ' /ä^ 3 lg a - j - - | lg « = lg a 

lg ^ ( t f C Z f r i p = 2L ] g [ ( a _ Ä ) ( a a _{_ a Ä + = ^ ] g ( a -b) + 

+ ^ l g ( a » + a6 + D«) 

371. Логарифмическая бумага. Бумага, на которой нане
сена сетка из двух взаимно-перпендикулярных систем линий, 
расстояние между которыми взято по логарифмической шкале, 
называется логарифмической бумагой. Эта бумага весьма 
удобна для изображения на ней степенных функций. 

Чтобы начертить • на логарифмической бумаге график 
функции 

Если принять X и Y за переменные, то ур-нию [86] будет 
соответствовать прямая линия. Линию того же вида мы полу
чили бы, если бы откладывали значения х и у на логарифми
ческой бумаге. Действительно, когда мы откладываем какое-
нибудь значение л:, то расстояние от начала координат до 
точки на оси X, абсцисса которой равна х, есть не что Иное, 
как lg х. Кроме того, наклон прямой, соответствующей ур-нию 
]86], равен п, т. е. показателю степени при х в ур-нии [65]. 
Пересечение этой линии с осью Y есть точка с ординатой К, 
равной lg а. 

(1) 
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2 3 4 6 8 10 20 20 40 60-80100 

значения х 

Рис. 127. 

При графическом изображении степенной функции сперва 
определяется точка (1,1), а затем через эту точку проводится 
прямая с наклоном п. Значения хну находятся из графика 
непосредственно. 

Логарифмические сетки часто наносятся в виде небольших 
квадратов с делениями от 1 до 10 на каждой стороне. Каждый 
такой квадрат является повторением предыдущего квадрата, 
как это видно из рис. 127, 128 и 129. 

Таким образом, если нанести на логарифмической бумаге 
значения х и у из [65], то величина п будет характеризоваться 
наклоном прямой, а значение а можно отсчитать непосред
ственно на вертикальной шкале. 

372. Примеры графиков степенных функций приведены на 
рис. 127 и 128. На рис. 129 показан график зависимости 
между путем, проходимым телом, и временем его падения. 
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Каждый последующий квадрат соответствует таким обра
зом увеличению логарифма переменной на единицу, что равно
сильно перенесению запятой на один знак вправо. 

з_ 
В случае, если у — х'г (рис. 130), то, при перенесении за

пятой в х на два знака, в у следует перенести ее на три знака, 
3 

ибо наклон прямой равен -тр Начальная точка графика нахо

дится в (1). 
С целью экономии места весьма удобно сгруппировать 

отдельные квадраты в оцин и таким образом объединить 

X 

- У 
Рис. 130 Рис. 131. Рис. Ш . 

изображение функции на одном квадрате, как это и сделано 
на рис. 129. 

Во всех случаях желательно определять положение запя
той на-глаз. 

После представления функции в логарифмической форме 

lg" г/ = 1g- а -| - /г lg лг 
можно продолжать дальнейшие действия как с линейными 
функциями (см. пп° 128 и 145). 

Как было сказано ранее, lg а соответствует точке пересе
чения с осью Y, п — равен наклону прямой. 

Если уравнение функции имеет вид 

то ось Y будет пересекаться прямой в точке 3. Вместо 
того, чтобы находить lg 3 и откладывать его на оси Y, можно 
просто отметить эту точку на указанной оси, ибо масштаб 
подобран таким образом, что точка, отмеченная на оси циф
рой 3, соответствует lg 3. 



Логарифмическая шкала 2Ю 

Если вместо х подставить (х 4-3) , то результат будет от
личаться от того, который получился бы в случае прямо
угольных координат. Мы просто вычитаем из чисел, указан
ных на оси X, три единицы и употребляем для отсчитывания 
значений * новую шкалу. Эта вторая шкала показана на рис. 133. 

а; 

-2 2 3 4 5 6 7 12 17 22 37 57 17 97. 
27 AI 67 87 

ЗНАЧЕНИЯ * 
Рис. 133 ' 

Если в уравнении имеется постоянная, изменяющая зна
чение у, например 

ö = 3 ( * 4 - 3 ) a — з 
или 

Н - 3 = 3 (* + 3)*, 

0.3010 
2 

Рис. 134. 

0.1771 0.6021 
3 4 

то для у-оъ следует нанести g 
дополнительную шкалу, так же \ 
как это было уже сделано для 
дг-ов. 

373. Логарифмическая шкала может быть легко получена, 
если, вычислив логарифмы чисел от 1 до 10, отложим их 
в некотором "масштабе на прямой (рис. 134). Вместо значеин-и 

19 Справочник для инженера. 
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логарифмов, на полученной шкале следует надписать соответ
ствующие им числа, вследствие чего не будет необходимости 
разыскивать их в таблицах. Так например, вместо того, чтобы 
в начале шкалы писать 0, мы пишем 1, так как 0 есть l g l ; 
вместо 0,3010 в точке, соответствующей lg2, мы пишем самое 
число 2. 

374. Логарифмическая бумага является удобным средством 
для выяснения зависимости, связывающей данные, полученные 
из опыта, если есть основания предполагать, что зависимость 
между переменными выражается показательной функцией. 

Если полученные из опыта данные при нанесении на ло
гарифмическую бумагу, располагаются на прямой линии, 
то эта линия соответствует степенной функции. Уравнение, 
связывающее переменные, можно легко установить, определив 
место пересечения прямой с осью Y и ее наклон. Расстояние 
точки пересечения от начала координат дает коэффициент а, 
а наклон указывает значение показателя степени в уравнении 

У- • ах [65] 

375. Логарифмы и 
геометрическая прогрес
сия. Линия, соединяющая 
концы ординат в графике 
арифметической прогрес
сии, есть прямая. Если 
отложи' ь на ординатах 
логарифмы членов геоме-

-4-тр : t j à трической прогрессии, то 

Рис. 135. 

Действительно, если имеем ряд 

концы этих ординат рас
положатся также на пря
мой. 

а, аг, а/ 2, а/' 3. аг [76] 

то, взяв логарифмы его членов, получим: 
lg а, Iga + lgr, lg а + 2 lg г, lg а-{-31g/-, 

lg а-f-4 lg /-,. . . , l g a - f ( n — - 1 ) lg л 

Составляя график, в котором по оси абсцисс отложены* 
деления, соответствующие порядковым нумерам членов, а по 
ординатам — их логарифмы, получим чертеж, изображенный 
на рис. 135. 
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Так как длина каждой ординаты равна предыдущей плюс 
длина, соответствующая lg г, то график будет представлять 
собой прямую. 

376. Посредством логарифмической шкалы (например на
несенной на счетной линейке) можно сразу получить величину 
каждого члена прогрессии. Если пользоваться обыкновенным 
масштабом, то придется находить их по таблицам. 

Применяя, описанный способ графического изображения 
геометрической прогрессии, можно легко находить любое 
геометрическое среднее. 

Пример. Найти четыре геометрических средних между числами 2 и 90. 
Так как число всех членов равно шести, то отложим на горизонтальной 

оси б точек на одинаковых расстояниях: 
lg 2 = 0,301, lg 90 = 1,954. 

Восставим в первой точ
ке перпендикуляр и отло
жим на нем отрезок, равный 
lg 2, т. е. 0,301, в соответ
ствующем масштабе. Сделаем 
то же самое в шестой точке, 
отложив на ординате отре
зок, соответствующий lg 9 0 = 
= 1,954. Соединим концы 
полученных ординат прямой 
линией. 

Ординаты остальных че
тырех членов прогрессии по
лучатся равными отрезкам, отсекаемым проведенной прямой на перпен
дикулярах, восставленных из сооотьетствующизс делений на оси абсцисс 
Срис. 136). 

Измерив эти ординаты, получим: 
0,631 0,962 1,292 1,623. 

Из таблиц логарифмов найдем, что этим логарифмам соответствуют 
числа, сос!авлягощие ряд 

2 4,33 9,16 19,6 41,95 9 0 1 ) . 

*) Если принять точку, в которой отложена ордината, равная lg 2, за 
начало отсчета по оси ОХ и выбрать масштаб по оси ОХ с таким расчетом, 
чтобы точка, где проведена ордината, равная lg 90 соответствовала абсциссе, 
равной 1, то уравнение прямой, о которой говорится в тексте, имеет вид 

r, = ( l g 9 D - I g 2 ) A - + Ig2. (») 

При л; = 0 ордината у = lg 2. При х — 1 ордината у = lg 90. 
Уравнение ('*) можно написать в виде 

ж lg 9 0 + ( 1 - ^ ) 1 * 2 
или 

y = l s 9 Q v 2 l ~ 3 ' . 

Рис. 136. 
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377. Из приведенного графика можно также найти знаме
натель прогрессии г, так как lg г как раз равен приращению 
ординаты при переходе к каждому последующему члену. Рас
сматривая первый и второй члены, имеем: 

0,631—0,301 = 0,330; 

следовательно г есть число, логарифм которого равен 0,330, 
т. е. г —••2,44.-

378. Для нахождения геометрических средних между двумя 
числами имеется еще другой способ,, кроме описанного выше. 

При нем приходится 
5родных делений - H воспользоваться логариф-

2 4,38 916 19.6 41.95 9 0 мической шкалой, напри-
Т j —J 1 1 —1 мер той, которая на-

Рис. 136 а. несена на счетной ли
нейке. 

Пусть требуется вставить между двумя заданными числами 
четыре геометрических средних. 

Находим эти числа на „оъарифшчаака* ииНала 
шкале и делим отрезок ме-1 2 3 4 
жду ними на, 4 - j - l равных , 1 2 3 4 ^ 6 ? 8 9 i , , t i i 
частей. Цифры, стоящие 1325 1.75 2.3 3.03 
против полученных делений, . ееоштричесНое среднее 
укажут непосредственно зна
чения искомых геометриче- Рис- 137. 
ских средних. 

Описанный способ иллюстрируется рис. 136а и 137. 
379. Сравнение показательной и степенной функций. 

В естественных науках встречаются три основных зависимости 
между переменными величинами: 

1. Степенная зависимость, которая выражается степенной 
функцией 

У-ах", [65] 
Если положить 

_ 1 _ 1_ _. _1_ _ 2 _ 5 
•Vj ~ 6' 4 ~~ "3 ' Х'л 2 ' * 4 " У ' 4 ~ Т' 

то 

Ух = lgj^9ÖTp. у., = lg j / g W Ï ' ; у ъ = lg ^Ш3; 

Ш = lg\/W~22; уъ = lg JX9CFT2 . 
Ординаты yit y2, y-i, уь дъ представляют собою последовательные сред

ние геометрические, вставленные между 2 и, 90. 
Прим. ред. 
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где п может быть числом положительным или отрица
тельным. 

2. Гармоническая или периодическая зависимость 
у = a sin пх, 

свойственная всем периодически повторяющимся явлениям. 
3. Показательная зависимость (закон сложных процентов^, 

рассмотренная в пп° 365 и 366. В степенной функции у —ах", 
если л- изменится на постоянный множитель (например т), 
то у также изменится на постоянный множитель. Другими 
словами, если х изменяется в геометрической прогрессии, 
то у изменяется также в геометрической прогрессии. 

Пример. Пусть' m близко к 1 или m = 1 - j - л где г — изменение л- в про
центах. 

Отношение двух значений функции будет: 

У' ^/(*+«) ^ al(x+rx)n) = ( j , » 
У fix) ах" 

Но (1 -f- г) и

к А^ 1 + пг, следовательно 

у ' - у axn(t + r)n-ахп 

• = » ~ "Г. 
У ах 

Это показывает, что процентное изменение у равно пг, 
в то время как процентное изменение х — просто /-. Поэтому 
относительное изменение функции в п раз больше относи
тельного изменения независимой переменной. Если требуется 
определить, следуют ли полученные из опыта данные степен
ной зависимости, надлежит выяснить, вызывает ли постоянное 
относительное изменение независимой переменной постоянное 
относительное изменение функции, кратное изменению неза
висимой переменной. 

380. Изменение показательной функции. Пусть 
ь • 

у = ае . 
Предположим, что показательная функция возрастает 

в постоянное число раз, точно так же, как это имело место 
в предыдущем ïi° для степенной функции. 

Из п° 379 следует, что при увеличении х на постоянную 
величину, например А, функция, т. е. у, изменяется на посто
янный множитель: 
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Множитель е ь л не зависит от дг, т. е. он остается посто
янным, если h — постоянно, и является тем множителем, на 
который изменяется у при увеличении х до {x-\-h). 

Иначе говоря, в показательной функции, при увеличении 
переменной х в арифметической прогрессии, функция у возрас
тает в геометрической. 

381. Определение показательной зависимости. Если пе
ременная х получает постоянное приращение, например ста
новится равной х-\-% и при этом сама функция возрастает 
в постоянное число раз, например получает значение 16 уь то 
зависимость между функцией и переменной может быть вы
ражена уравнением показательного типа. 

Нанося значения функции и переменного на логарифми
ческую бумагу, получим прямую, посредством которой опреде-
лим постоянные, входящие в уравнение у = ае -\-с. 

Сравнение формул показатель
ных функций. 

Рассмотрим различные формы 
показательных функций. 

3 
2 У 

-3 -2 -i о 1 2 3 

[87] 

[88] 

[89] 

у= е 

У ае 

ае 
foi 

Рис. 138. 

никогда этой оси 

Функций [87] соответствует кри
вая, показанная на рис. 138. Эта 
кривая приближается, по мере про
должения ее влево, к оси X, но 

не пересекает. С увеличением х 
наклон кривой возрастает. 

График ур-ния [88] подобен • предыдущему по форме, но 
и СО 

здесь каждая ордината кривой у — е умножена на •постоян
ную а. Можно считать кривую, показанную на рис. 138, за 
график функции [88], но тогда масштаб ординат следует 
уменьшить в й раз. 

В ур-нии [89] 'значения у, соответствующие различным 
значениям х, например 1, 2, 3, 4 . . . , будут ' такие же, как 
и в [88], если положить в последнем x==k, 2к, Зк и т. д. 
Если к—число положительное, то график [89] будет иметь 
тот же вид, что и график функции [88], но масштаб абсцисс 
придется изменить,. 
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Таким образом, если вычертить основной график д — е1, 
то путем изменения масштабов абсцисс и ординат можно пре
образовать его так, чтобы он соответствовал ур-нию [89]. 

Если k — отрицательное, то график изменится точно 
таким же образом, как это имело место при изменении 
знака у х в п° 361. 

Глава XVII. 

ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ЛИНЕЙКА. 

382. Хотя инженеры пользуются логарифмической линей
кой чаще, чем лица каких-либо других профессий, мы все же по
лагаем, что большинство из них ограничивается выполнением 
на ней лишь простейших действий. 

Когда они сталкиваются с многочисленными правилами 
пользования линейкой, излагаемыми в соответствующих посо
биях, то предпочитают вместо их запоминания применять 
таблицы логарифмов. 

Мы считаем, что большинство указанных правил не нужно 
запоминать, а достаточно ознакомиться лишь с некоторыми 
основными приемами пользования линейкой. Автор надеется, 
что рассмотрение приводимых ниже указаний даст возмож
ность читателю применять линейку с большой пользой. 

Предполагается некоторое знакомство читателя со счетной 
линейкой, а также знание логарифмов в объеме пп° 341—350. 

Логарифмическая линейка по существу представляет собой 
инструмент, заменяющий таблицу логарифмов. 

Линейка состоит из нескольких шкал с нанесенными на 
них делениями, соответствующими логарифмам чисел. Отрезки 
этих шкал могут быть механически сложены или вычтены 
друг из друга. 

С первого взгляда может показаться странным, что выра
жения, содержащие квадратные и кубические корни, степени 
чисел, различные тригонометрические "функции и т. д., могут 
быть вычислены посредством простого сложения или вычита
ния отрезков шкал или посредством того и другого действия 
вместе. 

Мы огранйчимс'я рассмотрением логарифмической линейки 
с различными двойными шкалами, потому что она "является 
наиболее удобной и ее следовало бы иметь каждому инже
неру. 

383. Логарифмическая шкала L. В противоположность 
обычно принятому порядку, рассмотрим сначала логарифл*и • 
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ческуго шкалу, обозначенную на американской дебятидюймовой 
счетной линейке буквой L 1). 

Зга шкала называется шкалой равных делений. Как 
известно, логарифмы чисел, образующих геометрическую 
прогрессию, сами составляют арифметическую. Поэтому 
отсчет следует производить на шкале, разделенной на равные 
части. 

Мантиссы чисел от 1 до 10 нанесены, через одинаковые 
промежутки на протяжении 10 дюймов 2). Они конечно явля
ются десятичными дробями, как это показано на рис. 139. 

I I i " " ! " » ! " " » " " ! Т ' " ' " " | " I |.и1П1МГП|,|П|.1П||111| 

0. 0.100 0.200 0.300 0400 0 500 0.600 0700 0.800 0 900 1.000 

Рис. 139. 

Отрезок между каждыми, двумя соседними числами разде
лен на 10 равных частей, которые в свою очередь разделены 
на пять. 

Таким образом эта шкала будет соответствовать трехзнач
ной логарифмической таблице. 

При помощи циркуля мы можем измерить на ней два 
отрезка, например отрезок в 2 дюйма, который соответствует 
мантиссе 0,2, и отрезок в 3 дюйма, соответствующий ман
тиссе 0,3, а затем можем сложить эти отрезки. 

В результате такого сложения получим отрезок длиной 
в 5 дюймов, который соответствует мантиссе 0,5, так как шкала 
разделена на равные части. 

Обратимся теперь к рассмотрению шкалы D или таблицы 
логарифмоь. Там мы найдем числа, логарифмы которых суть 
0,2, 0,.? и 0,5. Таким образом имеем: 

lg 1,58 + lg 2,01 = lg 3,18 
или 

1,58X2,01 = 3,18. 

Рассмотренная шкала является основной шкалой линейки, 
причем за единицу ее принят отрезок длиной в 10 дюймов. 

"*) На линейках системы Rietz'a шкала L (логарифмов) находится внизу 
п виде ординарной шкалы. 

Прим. ред. 
2 ) Длина десятидюймовой американской линейки равна 25,4 ем. Она 

немного разнится от 25-сантиметровой линейки системы Rlefz'a. Устройство 
«калы логарифмов одинаково, 

Прим. ред. 
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Каждое и» делений 0,100, 0,200, 0,300 и т. д. отстоит от 
соседнего на 1 "дюйм, т. е. 

0 , 1 0 0 X 1 0 = 1,00, 0,200 X 10 = 2,00, 
0,300 X Ю = 3,00, и т. д. 

384. Шкалы С и D. Шкалы С и Û 1 ) градуированы по 
логарифмической шкале L, но вместо логарифмов на них 
нанесены числа, соответствующие этим логарифмам. 

Числа, нанесенные на линейке, и их логарифмы приведены 
в следующей таблице: 
Числа . . . 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Логарифмы . 0 0,301 0,477 0,602 0,699 0,778 0,845 0,903 0,954 1 

Сравним логарифмы, нанесенные на шкале L, с числами 
на шкале D (рис 140). 

Преимущество нанесения на шкалу чисел вместо их лога
рифмов заключается в том, что при этом нет необходимости 

С и 0 ' . ? 3 , f 5 6 IB 9 f 

L 0.100 0.200 0.300 0.400 0.500 0.600 0.700 0.800 0.900 t.Oûû' 

• Рис. 140. 

отыскивать числа в таблице, а их можно читать непосред
ственно. 

При помощи циркуля можно сложить отрезок, соответ
ствующий числу 2, с отрезком, соответствующим числу 3 
(на шкале D). Полученный в результате отрезок отвечает 
числу 6. 

Движок линейки позволяет складывать и вычитать подоб
ные отрезки, что заменяет умножение и деление чисел, соот
ветствующих определенным логарифмам, представленных 
отрезками. 

• 385. Обыкновенная установка для умножения. Сложение 
двух отрезков логарифмических шкал, например отрезков, 
соответствующих числу 2 и числу 3, даег отрезок, соответ
ствующий числу -6, т. е. дает произведение двух чисел: 
2 X 3 = 6. 

. В то время как умножение может быть произведено и при 
помощи так называемых обращенных шкал, которые будут 
рассмотрены ниже, приведенный способ можно применить 

' ) Шкалы С a D американской линейки тождественны по устройству 
с нижней двойной шкалой линейки системы Rielz'a. 

Прим. ред. 
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также и для умножения на числа, обратные данным; при этом 
мы получаем частное. 

Для того, чтобы в дальнейшем отличать описанный спо
соб от других, мы будем его называть обыкновенной уста
новкой для умножения. 

Итак, если индекс (цифра 1 на подвижной шкале линейки) 
подведен к какому-либо делению на неподвижной шкале, 

отрезок отрезоН ползУН вставлен на 
\±соот8етст8. 2 - Ц — соответствующий 3 - * | ™*°™Р™ ««сдо Движ-
I i \ка {подвижной шкалы), 
I i : ! а результат читают 
t-*——- отрезок соответстбующий 6 —*-\на неподвижкой шкале, 

р ^ то все эти действия, 
вместе взятые, мы 

будем называть обыкновенной установкой для умно
жения. 

386. Обыкновенная установка для деления. Вычитание 
одного отрезка логарифмической шкалы из другого, например 
отрезка, соответствующего числу 2, из отрезка, соответ
ствующего 4, дает отрезок, соответствующий числу 2, кото
рое является частным от деления 4 на 2. 

Деление может быть произведено также и при помощи 
так называемых обращенных шкал, пользование которыми 
будет объяснено далее (в п° 394). Чтобы различать описан
ный способ установки, будем в дальнейшем называть его 
обыкновенной установкой для деления. 

Таким образом: 
Если какое-либо число на подвижной шкале устанавли

вается против некоторого числа на неподвижной, а ответ 
прочитывается так же на * 
неподвижной шкале • против Ь*— отрезок соответстбующий 4 -»« 
индекса движка, то все эти \ ' 
действия, вместе взятые, бу- ! ~~~ ~ i : • ; 
дем называть обыкновеннойн- "npesoff - н - отрезок 
установкой, для деления. J 3 ^ 

Если выражение содержит Рис. 142. 
три числа, то сначала всегда 
следует применять обыкновенную установку для де
ления. 

Пример. Вычислить выражение; 
аХЬ 

X, 
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0[_Л г . .т I-
CF 

тате этого индекс 1 ? 3 4 5 6 7 8 9 . 
будет вблизи сере- Рис. 143. 
дины линейки. 

Если половина движка находится в жолобе линейки, то все 
деления шкалы CD могут быть прочитаны либо на передви
нутых шкалах CF и DF, либо на шкалах С и D, что делает 
ненужным выдвигание движка в другую сторону. 

' ) На линейках системы Rietz'a и вообще на линейках Faber'а и Nestler'a 
шкалы CF и DF отсутствуют. 

Интересно отметить, что наличие шкал CF и DF позволяет производить 
отсчет произведения во всех случаях, не передвигая движка вторично.-

В том случае, когда отметка по шкале С множителя выходит за предвлы 
шкалы D, вместо шкал С к D можно пользоваться шкалами CF и DF. 

Прим ред. 

Согласно указаниям п° 386, начинаем с вычитания лога
рифма с из логарифма а; к полученному результату прибав
ляем логарифм b на шкале С. 

D С D 
b = х 

с 
С 

Поставим ползун на а па шкале D, установим цифру с 
шкалы С или С / *) против волоска ползуна. Теперь поставим 
ползун на цифру b шкалы С или CF. 

Ответ читаем на шкале D или DF J) против волоска. 
387. Если окажется необходимым переместить движок 

таким образом, что индекс на одном конце заменяется индек
сом другого конца, то данное число умножается или делится 
на 10, отчего порядок значащих цифр не меняется. Необхо
димо только следить за правильной постановкой запятой. 

388. Запятая должна быть поставлена только после 
предварительного выяснения ее места или при помощи пра
вила, изложенного в п° 30. 

389. Сдвинутые шкалы х). За единицу длины при построе
нии шкал CF и DF принята та же самая величина, что и для 
шкал С и D, с той 
лишь разницей, что 
первые сдвинуты вле
во на расстояние,со
ответствующее лога
рифму тс; в резуль 
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Если взято некоторое число на сдвинутой шкале движка CF, 
то другое число, связанное с ним каким-либо действием, 
должно быть взято на неподвижной шкале DF (при условии, 
что число ~ не входит в выражение). 

В случае, когда при указанных выше действиях приходится 
прибавлять какой-нибудь отрезок, например соответствую
щий lg 5, и его нельзя найти на шкале С, то, не передвигая 
движка, можем сделать сложение отрезков, пользуясь шка
лой CF. 

390. Так как шкала DF передвинута по отношению 
к шкале D влево на расстояние, соответствующее lg я, то 
отсчеты на первой из этих шкал всегда будут больше отсчетов 

на шкале D на отрезок, рав
ный lg тс, т. е. на величину ее 
смещения. 

н«—отрвзоК Qoamuemcmti. ГС +• отрез, coomô. а -~*-\ 
1 I 
Ь«— Отрезок ооответста. ГС —»н i 

О 
t • '2 

Рис. 144. ' отрезок 1 

ооотвепютв а 

Такое же соотношение существует между шкалами CFnC 
Числа, явившиеся результатом вычисления на шкалах 

С и D, могут быть умножены на ~. Для этого следует про
извести отсчет не на шкале Д а на шкале DF. 

Таким же образом число на шкале DF, которое является 
ответом, может быть разделено на тс, если прочитать отсчет 
не на шкале DF, а на шкале D. 

Пользуясь шкалами С и CF, можно получать длины окруж
ностей по заданным диаметрам. Если диаметр найти на С, 
то длина окружности может быть найдена непосредственно 
на шкале CF. 

391. Для того чтобы у множить какое-либо выражение 
на.я, следует пользоваться шкалами С и D, но ответ при
дется читать н.а шкале DF; это и будет соответствовать умно
жению на к. 

Пример Пусть х = ahn — я Х 5 Х б . 
Установим индекс движка против цифры 5 на школе D. 
Установим ползун против цифры о шкалы С". 
Читаем ответ 94,3 нп шкале DF. 
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1) См. относительно шкалы C1F следующий параграф. 
Прим. ред. 

2 ) На линейке системы Rîetz'a, обычно употребляема»., нет обратной 
шкалы. На некоторых линейках Faber'a или Nestler'a имеется обратная 
шкала. 

Сдвинутой обратной шкалы у этих лииеек нет. Прим ред. 

Следует помнит*, что переход от меньшей шкалы к большей 
(сдвинутая шкала имеет деление, соответствующее числу it, там же, где 
начинаются шкалы С и D) должен означать, что наш ответ умножается 
на тс, 

392. Чтобы разделить выражение на я, пользуются шка.-
лами DF, CF и CIF1), но вместо того, чтобы читать ответ на 
шкале DF, его следует читать иа шкале D; при этом произво
дится деление нашего выражения на тс. 

_ ai, ' 12X21 
I l y C T b X = — = 

Ставим индекс движка против числа 12 шкалы DF. 
Ставим ползун против числа 21 на шкале CF. 
Читаем ответ 80,2 на шкале D против черты ползуна. 

393. Обращенные шкалы. Шкалы CI и CIF2) представ
ляют собой так называемые обращенные шкалы. 

Числа, проставленные на обыкновенных шкалах, возрастают 
слева направо, в то время как в обращенных шкалах они 
возрастают в обратном направлении (рис. 145). 

Обращенные шкалы взяты со шкалы L таким же точно 
путем, как и шкалы С и D, но только в противоположном 

С / 1 9 8 7 6 5 4 3 2 1 I—i 1, 1 — д 1 1 pj , \ , 1 1 
L 1.0 О О Q900 0.800 0.700 0.600 0.500 0400 0.300 0.200 О.Ш0 0 

Рис. 145. 

направлении. Иначе говоря, деления этих шкал можно полу
чить и из шкал С и D, если- откладывать их в противо
положном направлении, как это видно из рис 145. 

Отрезки, соответствующие логарифмам, складываются, 
когда числа на шкалах CI я D совпадают, и произведение 
получается на шкале D против индекса шкалы CI, 

394. Для деления индекс шкалы CI устанавливается 
против делимого, находящегося на шкале D; частное находится 
на шкале D против отметки делителя на шкале CI. 

Пример. Разделить 4 на 2 = 2. 
I g 4 - l g 2 = l g 2 . 
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Описанные приемы вычислений будем называть обращен
ными установками для умножения и деления. 

Умножение и деление с помощью обратных шкал хотя 
и приводится, однако пользоваться этими приемами не реко
мендуется, потому что сдай, отличаясь от обычных спосо-

Ы—отрезок соответ. 3 —«-I ^ 0 В ' МОГуТ затруд 
, i нить и запутать при 

Q j ;з 2 15 ^применении обыч-
ßrj -г-—'—'-̂  1—: 1 1 ных правил. 

i ! ; Мы предпочитаем 
\гь-отрез ооотй. 2-ч , , сводить все дейст-
I-*- -отрезок соотбетстбующий 6—Л пня к обыкновенным 

р ^ б установкам (пп° 385 
и 386). 

395. Шкала CIF, т. е- обращенная — смещенная шкала. 
Шкала С IF аналогична шкале CI, но является сдвинутой по 
отношению к шкале CI на -отрезок, соответствующий lg- тс, 
точно так же как шкалы rompes coomt 2*-i 
CF и DF смещены от- t ; 
носительно шкал С и D. , i i i i

 2\ • • • • U , J \ ' • • 

Шкала CIF должна 0\\ ; » (2 3 4 
употребляться совместно i . n > ! H - отрез со ото с-и с другими смещенными , н i 
шкалами (при условии, '<^—°тРезо,< соответствуют, 4~*-1 что тс не входит в данное п 1 Л „ ч и Рис. 147. выражение), Ьсли большая 
половина движка находится в жолобе линейки, вся шкала 
может быть найдена либо на CI, либо на CIF, причем отпа
дает необходимость перемещать движок в другую сторону. 

396. Шкала обратных чисел. Сравнивая числа на шкалах 
С и CI, видим, что первые обратны по отношению ко вторым. 
Таким образом, если мы устанавливаем линейку для сложения 
отрезка Ь шкалы С с отрезком а шкалы и посредством 
обыкновенной устаноаки (n° 3J5), то имеем: 

а X b ~ х. 

Если пользоваться шкалой CI, которая является шкалой 
обратных чисел по отношению к числам на шкале С, то ука
занное действие дает (рис. 148): 

1 а 
а ~Ь ~ * и л и ~~Ь ~" х' 
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Затем',, если число находится в знаменателе, мы можем 
умножить обратное ему число посредством обыкновенной 
установки (п° 385), поль
зуясь шкалой CI. С I ы-отрез, соотб 

С (-»— отрез. coomS. 6-«-) 

Q к - отрезок соотв. а 
Рис. 148. 

Пример. Вычислить = х. 

Рассмотрим данное выражение как проивведение (п° 385) 

4 7 1 х ш 
и воспользуемся для вычисления обыкновенной установкой. 

Устанавливаем ползун против числа 471 на шкале D. 
Ставим индекс движка против черты ползуна. 
Устанавливаем ползун на число 322 на шкале С / и читаем ответ 146 

на шкале D. 
После небольшего числа упражнений удается устанавливать индекс 

против указанного первого числа, не пользуясь ползуном. 

397. Функциональная зависимость ху — С. При вычерчи

вании графика ху — С, ордината , у = —. Устанавливая индекс 
шкалы CI против числа С на шкале DK можно найти значе
ния у для ряда значений х, не меняя установки, 

а 
398. Выражение X переменное количество = X. Так как 

а * 
частное от деления -с указывается индексом движка, то без 
изменения установки можно произвести умножение его на 
какое-нибудь число. Выражение примет вид 

а V/ 

Поставим ползун против числа а на шкале D. 
Подведем число b на движке под черту ползуна. 
Передвигаем ползун к числу с на шкале С. 
Читаем ответ против черты ползуна на шкале D. 
Пример. Найти , где о имеет значения 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, H 

Ставим полаун на 24, на шкале D. 
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Устанавливаем 33 на шкале С против черты ползуна. 
Последовательно устанавливаем ползун на числа 1, 2, Ъ, 4, 5, 6, ,7, 8, 

находящиеся на шкале С. 
Читаем ответы на шкалах DF и D. 
Имеем : 0,727, 1,45, 2,18, 2,9, 3,64, 4,36, 5,09, 5,81. 

399. Выражение - ï r 'X~ — Для 
о переменное количество 

итого случая может быть применена обыкновенная установка 
пп° 385 и 386). Имеем : 

a l а 
- г - X — — X И Л И —: = = Л". 

О С ОС 
В данном случае можем произвести вычисления, как при 

делении а на Ь, с помощью обычной установки (п°386). 
Передвигаем, как и ранее, ползун к числу с, но ищем его 

на шкале CI или на CIF, так как — есть число, обратное 
с 

числу с. 
Ставим b на шкале С против а на шкале D. 
Передвигаем ползун на число е, которое находим на шка

ле CI или CIF. 
Против черты ползуна находим на шкале D искомый ответ. 

25 
Пример. Найти значения ~g~^~еслн с 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. 

Ставим ползун на 25 на шкале D. 
Устанавливаем число 8 на движке С против черты поляу на. 
Ставим ползун последовательно на числа 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, которые 

находим на шкале CI или CIF. 
Читаем ответы на D или DF: 3,12, 1,56. 1,04, 0,78, 0,625, 0,521,0,440, 

.0,391. 

400. Выражение а X Ь X переменное количество —- х. 

5десь могут иметь место случаи 

а X b X с — х и а X Л X — .v, 
где с получает различные значения. 

JSo вселг случаях, когда в выражении содержится более, 
двух чисел, их следует расположить таким образом, чтобы 
сперва произвести обыкновенную установки для деления 
(см. п° 386). 

Произведение а X Ь, составляющее первую часть выра-
а , 

жения, можно рассматривать как — i причем 6 можно нахо-т 



Выражение aXbX переменное, количество — л- 305 

днть на обращенных шкалах CI и CIF. Таким образом мы 
производим обыкновенную установку для деления с той лишь 
разницей, что величины Ь отсчитываем на обратных шкалах. 

Наше выражение аХ bXc — х принимает теперь вид 

у - X с • 

т. е. приводится к случаю, уже разобранному в п° 398, но b 
берется на обращенной шкале. 

Пример 1. Найти 41 X 81 X с = х, где с = 1, 2, 3, 4, 5, 6. 
Ставим полвун на число 41 на D. 
Устанавливаем число 81 шкалы CI движка против черты ползуна. 
Ставим полвун последовательно на числа 1, 2, 3, 4, 5, б шкалы С. 
Читаем ответы на D или DF : 3320, 6640, 9960, 13 300, 16 600, 19 900. 
Пример 2. Найти величину выражения 36 X 51 X 72 = х. 
Ставим ползун на 36 на шкале D. 
Устанавливаем 51 на шкале CI против черты ползуна. 
Ставим ползун на 72 на шкале CF. 
Читаем ответ 132 200 против ползуна на DF. 

В случае аХ bX-j- — х или ~~~х поступаем как и ра
нее, т. е. пользуемся обыкновенной установкой (пп° 385, 386), 
но для С употребляем обращенную шкалу. 

Выражение представляем в виде 

1 с= 
т 

п 26 X 14 
Пример 3. Вычислить g *• 
Устанавливаем ползун на 26, пользуясь шкалой D. 
Подводим 14 шкалы CI под черту ползуна. 
Ставим ползун на 9 по шкале CIF. 
Результат 40 находим против черты ползуна на шкале DFi 
Действие с 9 приходится производить по смещенной обратной шкале, 

так как указанное число нельзя найти на шкале CI, ибо в жолобе линейки 
остается половина движка. 

Рекомендуется сравнить описанный прием с п° 398 и обра
тить внимание на различия между ними. 

Пример 4. Вычислить ^ 2 ^ 6 3 — л-, где с * = 1 , 2, 3, 4, 5 и т. д. 

Ставим полвун на 42 па шкале D. 
Подводим 63 шкалы CI под черту ползуна. 

20 CnpiiBfчлпк для инженер». 
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Ставим ползун последовательно на 1, 2, 3, 4 , . . на шкале OF и Cl. 
Читаем ответы: 2650, 1320, 832, 661, 529 и т. д. на D или DF. 
П р и м е ч а н и е . При установке какого-либо числа, например 63, на 

обратной шкале, следует наблюдать, чтобы отсчеты производились с соответ
ствующей стороны цифры 6, 

401. Выражение а X b Хс — Х , смещенная шкала. Другой 
метод нахождения произведения трех чисел заключается в том, 
что пользуются шкалами DF и CF одновременно со шкалой 
CIF. Этот прием совершенно одинаков с предыдущим, с той 
лишь разницей, что действия производятся на смещенных 
шкалах: 

а ХЬХ С ^ X. 

Ставим ползун на а, пользуясь шкалой DF. 
Подводим число b на движке под черту ползуна (n° 3S6). 
Передвигая последний на деление с шкалы CF, читаем на 

DF результат (п° 385). 
Если число с нельзя найти на CF без передвигания движка, 

то следует разыскивать его на шкале С, а х — на D. 
К этому приему следует прибегать, когда приходится де

лить выражение на тс (п° 392). 

402. Выражение — ^ ~Х. Выражения этого вида вы-
о X О X с 

числяются так же, как указано в n u 400 для случая а X b X с, 
причем в результате получают на шкале D числа, обратные 
искомому. Пользуясь обратной шкалой CI, находим самое иско
мое число. 

Прежде чем переносить отсчет со шкалы D на СУ, необхо
димо совместить их индексы. 
(Fi 1 

Пример. Вычислить g X 3 X <? ~ *' 
Поступаем как в случае » X ' X « t 1 1" 400), применяя обычную уста

новку (пп° 385, 386). 
• Ставим поляун 2 на D. 

Подводим деление 3 на CI под черту полауна. 
Устанавливаем ползун на число б шкалы С. 
Совмещаем индексы движка и шкалы D. 
Читаем ответ (0,0278) против черты полауна на шкале CI. 

403. Выражения, в которых имеется множитель я . Пусть 
имеем выражение 

i t X a X i « X 42 X б х — - с « — 3 J — . 
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Приведем это выражение к виду, удобному Для обыкно
венной установки для деления (п° 386): 

_1_ с Х"~~ Х Т Г Х -
ь ь 

Так как здесь тс входит в качестве множителя, то действия 
производим на шкалах С и D, а затем результат отсчитываем 
на смещенных шкалах, что соответствует умножению на тс 
(п° 391). * 

Ставим ползун на деление 42 шкалы D. 
Подводим 6 шкалы С/ под черту ползуна. 

. Ставим ползун на деление 11 шкалы CI. 
Читаем ответ (72) против черты ползуна на смещенной 

шкале DF. 
Перенесение ответа со шкалы С и D на смещенную соот

ветствует умножению на тс, 
404. Выражения, в которые % входит делителем. Пусть 

имеем: 
ab 37 X 5 

* • тс"с ~". 2 тс '• 

Приведем это выражение к такому виду, чтобы можно 
было воспользоваться обыкновенной установкой для деле
ния (п° 386): 

л . , х 1 v ! 
1 ' с ' 1 тс 

Так как тс входит в выражение в качестве делителя, то 
действия следует производить на смещенных шкалах, а полу
ченное в результате число перенести на шкалу D, что рав-

1 1 
носильно делению на тс (п° 392). Очевидно, что -г- , —об-

и С 
ратны числам b и с, поэтому пользуемся обратными шкалами, 
самые же действия производим посредством обыкновенных 
(пп° 385, 386). 

Ставим ползун на деление 37 шкалы DF. 
Подводим 5 шкалы CIF под черту ползуна. 
Ставим ползун на деление 2 шкалы CIF. 
Читаем ответ (29,5) против черты ползуна на шкале Д 

20* 
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405. Пропорция. Согласно сказанному в п° 386, можно написать 
С D С, £>, 
9 0 : 8 2 = 2 5 : * 

или 
С: £> = Ci : А , 

откуда 

= уг- или А" = 22,8. 
Q 

Если на линейке найдена величина отношения j j - , то Сх 

может быть каким угодно числом и Dx находится без даль
нейших передвижений движка. 

Необходимо помнить, что все числители находятся на 
движке, а знаменатели—на неподвижной шкале, т. е. они рас
полагаются на линейке один над другим. 

406. Обратная пропорция. Вычисление членов обратной 
пропорции может быть лучше всего пояснено на примере: 

Если 12 человек выполняют работу в 8 дней, то сколько 
времени она займет у 16 рабочих ? 

Очевидно, если число людей увеличится, то выполнение 
указанной работы потребует меньшее количество времени. 

Это соотношение „чем больше, тем меньше" называется 
обратной пропорцией. Таким образом 

1 2 : 16 = л-: 8, откуда л* = -^—^-===6. 

Соответствующие действия будут такие же, как и для 
случая прямой пропррции, но вместо шкалы С придется поль
зоваться обратной шкалой CI. 

Итак, для обратной пропорции 
CI: D = (CI)l : £», 

и л и CI__ (C/h 
D~ А ' 

407. Шкалы А и В ')• Построим новую шкалу посредством 
умножения всех логарифмов, нанесенных на шкале L, на 2. 
Как мы уже знаем, полученные величины будут соответство
вать логарифмам квадратов соответствующих чисел. 

*) Шкалы Ап С американской линейки соответствуют верхней двойной 
шкале линейки системы Rletz'a. 

Прим. род. 
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Таким образом получаем две шкалы, длиной 5 дюймов 
каждая. После умножения логарифмов, больших 0,5, на 2, 
получим: 1,2, 1,4 и т. д., т. е. будем иметь не только ман
тиссу, но и характеристику, Однако вследствие того, что на 
линейке мы рассматриваем только мантиссу, характери
стику отбрасываем. 

Надписывая вместо логарифмов соответствующие им числа, 
получим шкалы А а В. Отрезок, измеренный на шкале D или 
С и отложенный на А или В, дает квадрат числа. 

' ? 3 4 5 g 7g91 ? 3 4 g 6 7 88/ 
M*fl0 0.2 0.4 0.6 0,8 Q- 0.2 0.4 0.6 0,8 о 
' loi 0 0.100 0.200 0.300 0.400 0.500 0.600 Ü70Q 0.800 Ü900 1,000 

Рис. 149. 

Если один из множителей данного выражения должен 
быть возвышен в квадрат, то его следует найти на шкале 
С или D, а затем отложить соответствующий отрезок 
или произвести отсчет на шкале А или В, что соответ
ствует возвышению в квадрат. 

Все остальные числа должны отсчитываться на шкалах Л 
и В, иначе они будут также возвышены в квадрат. 

408. Числа на шкале С к D являются корнями квадрат
ными из тех, которые указаны на шкалах А и В, так как 
шкалы эти вдвое длиннее, а отрезки, соответствующие лога
рифмам, вдвое больше. 

Всякие вычисления, в которых данное выражение умно
жается на корень квадратный, должны производиться так: 
данный множитель находим на шкале А или В, а затем 
для автоматического извлечения квадратного корня разы
скиваем деление шкалы С или D, лежащие против указан
ного выше. 

Все остальные отсчеты следует производить на шкалах С 
и D. 

Числа можно возвысить в квадрат, устанавливая волосок 
черты ползуна на данное деление шкалы D и производя отсчет 
против черты на шкале А непосредственно. 

Точно также корень квадратный из данного числа нахо
дим, устанавливая черту на соответствующее деление шкалы 
А и производя отсчет на шкале/). Следует следить, чтобы для 
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указанного действия применялась надлежащая шкала, ибо 6 
не равен ] /б0 . 

Левой шкалой можно пользоваться в тех случаях, когда, 
в числе имеется нечетное число цифр,.а правой—когда оно 
четное. В данном случае, выбирая ту или иную шкалу, мы 
действуем точно таким же образом, как и при извлечении 
корня по обычному способу, где число предварительно раз
бивается на грани по две цифры в каждой. 

Пример 7. Найти квадрат 23,2. 
Ставим ползун на деление 232 шкалы D, 
Против черты находим на шкале А число 538 (ответ). 

Пример 2. Найти У 3129 . 
Ставим ползун на 313 на правой части шкалы А. 
Против черты находим на шкале D 56 (ответ). 

409. Шкала К ')• Если логарифмы, нанесенные на шкале L 
умножим на 3 и надпишем вместо логарифмов соответствую
щие им числа, то последние будут кубами тех чисел, кото
рые расположены на шкале D. 

Шкала К состоит из трех частей, длиной по З'/ц дюйма 
каждая. 

Если поставить ползун на какое-нибудь деление шкалы D 
и произвести отсчет на шкале К, то получим куб данного 

! 2 3 4 5 6 7891 ? 3 4 5 67891 2 3 4 5 6789t 
И " - - т - г " • ! "•!"1 i 'i' i V " V—)-'Г"•r-1-ГТТ"*-•——• Г—"-г—Г— \ • • | - Г Т т | 

Ig К О Q2 | 04 0.6 0.8 , 0 . (12 . 0,4 , 08 ,08 , Q | 0.2 , 0j4 , 0,6 | 0,8,1^ 
lg £ 0 0.1QQ 0.200 0.300 0.400 0.500 0.600 0700 Щ 0 Q.9QQ 1.000 

Рис. 150. 

чисЛа. Точно так же, если поставить ползун на какое-нибудь 
число шкалы К и произвести отсчет на шкале Д то получим 
кубичный корень из этого числа (рис. 150). 

Необходимо следить за^тем, Чтобы употреблять соответ
ствующую из трех частей шкалы К. 

•Если число разбить-на грани по три цифры в каждой, 
начиная с первого слева от запятой, как это делается в ариф
метики' при извлечении кубичного корня, например 

3'428,21, 

.*) Шкала К американской линейки соответствует ординарной верхней 
шкале линейки системы Rietz'a. 

Прим- pew 
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то, если слева останется одна цифра, следует употреблять 
шкалу первую слева, при двух цифрах — среднюю шкалу, 
при трех — правую шкалу. 

Пример 1. Найти (34,Г,В = х. 
Ставим ползун на число 341 шкалы D. 
Читаем на шкале К против черты ответ: 39 600. 

Пример 2. Найти т^/433 . 
Устанавливаем ползун на число 433 правой части К. Под волоском чи-

т а \ ч на шкале D ответ: 7,56. 

410. Шкала тангенсов ')• Шкала тангенсов получается из 
шкалы L точно таким же образом, как и шкалы С и D. 

yiO/l 6-' 

Ig tg g 
8' 10* 12*'M- 16* 20' 25' 30' 35* 40' 45* 

Wnr 
СП 1Я 
О О 

— °> rz 
О' ci 

|""1''|'Г|||"||^п|ч 

ТМтгг 1Ч1|"'И|'П| 

lg L о 0.100 0.200 0.300 0.400 0.500 0.600 0,700 0.800 0.900 1.000 

Рис. 151. 

.Вместо логарифма тангенса на шкале надписаны значения 
соответствующих углов (рис. 151). 

Если например взять отрезок от левого индекса до деле
ния 12° и прибавить или отнять его от отрезка, находяще
гося на другой шкале, то это соответствует умно
жению или делению на tg 12. 

Для того чтобы определить положение за
пятой, следует помнить, что tg45° равен 1 и что 
тангенсы углов меньших 5°43', для которых lg tg 
равен 0,10000, не даны. 

Пример 7. Найти 4 X tg 10° = .V. 
Ставим по\зун на число 4 шкалы D. 
Подводим индекс движка под черту ползуна. 
Ставим ползун на 10 шкалы 7Л 
Читаем ответ 0,704 на шкале D. • 

Пример 2, Найти л' в данном треугольнике (рис. 152 : 

tg 72° = • * "ЯГ 
- 2 0 — J 

Р и с 152. 

На шкале f tg 72° отсутствует, поэтому пользуемся формулой 
1 •tgA : tg(90° — А) 

_")Щквла тангенсов находится на обратной, стороне движка. лин«йки 
сиет'емы' Rietz'a. _ 

Грим. ред. 
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Тогда 
1 j _ 

t g l 8 ° Œ 20." 

Ставим ползун на число 20 шкалы D. 
Возводим 18 шкалы Т под черту ползуна. 
Читаем на шкале D ответ: 61,6. 

411. На шкале Тлинейки не указаны тангенсы углов, мень
ших 5° 43'; однако, имея в виду, что первые три знака у си
нусов и тангенсов таких углов одинаковы, можно в соответ
ствующих случаях пользоваться шкалой синусов, например 

tg 2° 20' = sin 2° 20' = 0,0407. 

412. Шкала синусов 1 ) . Шкала синусов получается из 
логарифмической шкалы L, но относится к шкалам А и В, 
а не к С и D. По этой причине логарифмическая шкала L 
должна соответствовать той же единице, что и шкалы А и В, 
т. е. для 10-дюймовой линейки — 5 дюймам. Благодаря ука
занному обстоятельству пределы, между которыми можно 
поместить значения функции синуса, возрастают. 

Так как метод нанесения шкалы синусов ничем не отли
чается от метода получения шкалы тангенсов, то повторять 
описание его не будем. 

Если в данное выражение входит в качестве множителя 
синус какого-либо угла, то все остальные множители следует 
брать на шкалах А и В, если они не являются степенями 
или корнями. 

Следует заметить, что, при переходе от шкалы синусов 
к правой части шкалы А, первая значащая цифра соответ
ствует первой цифре после запятой. 

При переходе к левой части шкалы А, первая значащая 
цифра соответствует "второму знаку после запятой. 

81 
Пример. Найти гтг— . 

^ г sin l ü J 

Ставим ползун на число 81 шкалы А. 
Подводим 10 шкалы синусов под черту ползуна. 
Индекс движка укажет на шкале А результат: 466. 

1) Устройство шкалы синусов линейки Rietz'a значительно отличается 
от устройства шкалы американской линейки. Шкала синусов линейки Rietz'a 
отвечает шкалам С и D. По этой причине на шкале синусов нанесены лишь 
углы от 90° до 5° 4 ' . 

Шкала синусов находится на обратной стороне движка. Для очень ма
лых углов синус и тангенс по величине совпадают. На обратной стороне 
линейки Rietz'a находится общая шкало синусов и тангенсов малых углов. 

Прим, ред. 
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Рассматривая линейку, замечаем, что за делением, соот
ветствующим 2°, отмечены также и минуты ('), а «за 1°1Û* 
указаны знаком (") и секунды. 

Если употреблять эти деления для малых углов, то про
тив индекса движка на шкале А можно найти значения соот
ветствующих синусов и тангенсов. Практически тангенсы очень 
малых углов равны их синусам. 

При определении положения запятой следует помнить, что 
одна минута = X' — 0,0003 
одна секунда = 1" = 0,000005. 

413. Косинусы. Косинус угла равен си
нусу дополнительного: 

'cos А = sin (90° — А). 
Пример. Найти длину основания прямоуголь

ного треугольника, показанного на рис. 153. 
л- = 26 X cos 63° = 

= 2 6 X s I n (90 — 63°) = 
= 26 X sin 27 ü , 

Ставим ползун на число 26 шкалы А. Подво
дим индекс движка под черту ползуна. | i 

Ставим'ползун на число 27 шкалы S. V- 1 H 
• Против черты ползуна • читаем на шкале А от

вет: 11,8, Рис. 153. . 

414. Логарифмы. Сравнивая шкалы D и L (п° 384), видим, 
что у нас имеется средство для нахождения логарифмов, 
соответствующих числам, или чисел, соответствующих дан
ным логарифмам. 

Чтобы найти логарифм числа, следует поставите ползу» 
на нужное деление шкалы D, а затем прочесть мантиссу 
на шкале L, после чего необходимо прибавить характери
стику. 

Таким же образом для нахождения числа, соответствую
щего данному логарифму, следует поставить черту пол
зуна на нужное деление шкалы Ь и произвести отсчет на 
шкале D, 

415. Выражения общего вида. Предыдущим п° заканчи' 
вается рассмотрение различных шкал и их устройств. Вместе 
с тем мы выяснили, каким образом путем механического сло
жения и вычитания отрезков различных шкал линейка позво
ляет умножать, делить, возвышать в стец&мй. и, извлекать 
корни из чисел. 
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Дадим теперь несколько простых правил, которые можно 
применять ко всем действиям, Производимым на линейке, при
чем рассмотрим для этого общее выражение 

aXbXcXd 
eX/Xg ' 

Если заданное выражение имеет другой вид по сравнению 
с написанным выше, то вместо недостающих множителей 
можем написать 1. Так как в числителе должно быть на один 
множитель больше, чем в знаменателе, то поступаем следую
щим образом: 

a X 6 X с = aXbXcXl% 

dXeXf dXeXf 
Точно так же 

а Х б Х с ^ а Х б Х с 
d " dX 1 

Правило состоит в следующем: 
1. Необходимо преобразовать числитель так, чтобы в нем 

было на один множитель больше, чем в знаменателе. 
2 . Первый множитель числителя и ответ будут находиться 

на неподвижной шкале. 
3. Все остальные числа берутся на движке независимо 

от того, входят ли они в числитель Или в знаменатель. 
4; Для каждого последовательного множителя знаменателя 

нужно передвигать движок. 
5. Для каждого множителя числителя следует передвигать 

ползун. 

П р и Ш р - D С С C C D 
_2_4,3 Х 6 1 2 X_25 i5_X9 !63>< 13_ 

1 ,65X7280X4 ,25 X 2,34" ~ " л . 
С С С С. 

Ставим ползун на первый множитель числителя 24,3 . . . . (2) и (5) 
Подводим 165 движка под ползун , (3). „ (4) 
Передвигаем ползун на число 612, т. е. на следующий множи

тель "числителя • (3) „ (5) 
Подводим 728 движка под ползун . . , . . .: . (3) „ (4) 
Передвигаем ползун на следующий множитель числителя, т. е. 

на 255 . . . . . . . , (S) . (5) 
Подводим множитель 425 делителя под ползун (3) „ (4) 
Передвигаем ползун на четвертый множитель числителя, 

т. е. на 963 . . , . - . . •" . -. •. . , . . . . . •; (3) в Г5) 
Подводим множитель 234 знаменателя (на движке) под пвляун. ( 3 ) - , ( 4 ) 
Ставим долзуи на .пятый множитель числителя 13 
•Читаем ответ против черты полауна на школе D . . . . . . . (2) 
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Указанный способ выполнения действий весьма прост, так 
как ползун передвигается соответственно каждому- множителю 
числителя, а движок— 
соответственно множи
телям знаменателя. 

На рис. 154 графи
чески представлено ре
шение данной задачи. 
Из рисунка видно по
следовательное приба
вление отрезков, соот
ветствующих множите
лям числителя, и вычи
тание отрезков, соот
ветствующих множите
лям знаменателя. От
вет представляет собой 
остаток, получившийся 
в результате сложения 
и вычитания. 

416. Обратные величины. 
Пример, 

1 

243 

165 

612 
728 

255 

425 

963 

234 13 
дающий i г> Чет = 397,4 

154. 

2,24 X 0,53 X 7,81 
Чтобы привести выражение к общему виду, вводим в числитель в качестве 

множителей единицы так, чтобы число этих множителей было на один больше, 
чем в знаменателе. Имеем: 

D С С С D 
1 X 1 X 1 X 1 

2,24 X 0-53 X 7,81 ~ л 

С С С 
Ставим ползун на единицу шкалы D, что соответствует первому мно

жителю числителя. 
Подводим число 224 (первый множитель знаменателя) шкалы на движ

ке под черту ползуна. 
Ставим ползун на 1 шкалы С. 
Подводим число 53 шкалы С под полвун. 
Ставим полвун на 1 шкалы С. -
Подводим 781 шкалы С под черту ползуна. 
Ставим ползун на 1 шкалы С. 
Читаем ответ 0,1075 против черты ползуна на шкале D. 

417. Выражения, содержащие квадраты чисел. 
Пример, 

2,53 ХДО*.3) 3 Х 341 
6,7 Х С Щ 3 
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Для того, чтобы возвысить в квадрат те члены, при которых стоит 
показатель степени 2, их следует перенести со шкал CaD на шкалы Au В, 
а остальные члены должны сразу отсчитываться на шкалах А и JS, иначе 
они также будут возвышены в квадрат. Итак, имеем: 

А С В А-
2,53 X (54,3)2 X 341 _ 

6,7 X (2°6) а л * 
В С 

Как и в предыдущем случае, поступаем так: 
Ставим ползун на число 253 (множитель числителя) на шкале А (пере

двигаем ползун). 
Подводим число 6,7 шкалы В (множитель знаменателя) под черту пол

зуна (передвигаем движок). 
Ставим ползун на число 543 (множитель числителя) шкалы С (пере

двигаем полвун). 
Подводим число 266 (множитель знаменателя) на шкале С под черту 

ползуна (передвигаем движок). 
Ставим ползун на число 341 шкалы В (передвигаем ползун). 
Читаем ответ 5,43 на неподвижной шкале А под чертой ползуна. 

Отметим, что ползун передвигается в тех,случаях, когда 
ставят множитель числителя, а движок — когда делят на мно
жители знаменателя. Все числа, за исключением первого мно
жителя числителя и ответа, разыскиваются на движке. 

418, Извлечение квадратного корня из выражений. 
Пример, Вычислить 

V 0,76 X 62 X 6,09 "-" Л ' -

Выполняя действия на шкалах А и В и перенося результат их на шкалу D> 
находим значение искомого корня 

А В В В D 331 Х42Х198Х 1 
, 76 X 62 X 9 " * 

В В в 
Ставим ползун на 331 шкалы А. 
Подводим 76 на В под ползун. 
Ставим ползун на число 42 шкалы В. 
Подводим 62 шкалы В под ползун. 
Ставим ползун на число 198 шкалы В. 
Подводим 9 шкалы В под ползун. 
Ставим ползун на 1 шкалы В. 
Читаем ответ 25,5 на шкале D. 

419. Выражения, содержащие квадратные корни. 
Пример. Вычислить 

135 X УШ X 563 ( 

21Х332Х"Гб38 



Выражения, содержащие тангенсы 317 

Для того, чтобы извлечь квадратный корень иа множителя, мы должны 
измерить их на шкалах А и В, а затем перенести результат на шкалы 
С и D. 

Остальные члены выражения отсчитываются на шкалах С и D. Итак 
имеем: 

D _В_ С С D 
135 X У"384 X 563 X I = . 

21 Х 3 3 2 Х У"638 " 
С С в 

Ставим ползун на число 135 шкалы D (передвигаем ползун). 
Подводим число 21 шкалы С под ползун (передвигаем движок). 
Ставим ползун на 384 по шкале В (передвигаем ползун). 
Подводим число 332 шкалы С под ползун (передвигаем движок). 
Ставим чголвун иа 563 шкалы С (передвигаем ползун). 
Подводим 633 шкалы В под ползун (передвигаем движок). 
Ставим ползун на 1 шкалы С (передвигаем ползун). 
Читаем ответ 8,46 на шкале D под чертой ползуна. 

420. Выражения, содержащие тангенсы. 
Пример. Вычислить 

2 5 X t g l 5 ° X 4 2 

ï , 6 5 X t g 2 0 ° X У""В~ Л ' 
Шкала тангенсов построена, исходя ив той же единицы измерения, что 

и шкалы С и О. 
Поэтому при вычислениях с тангенсами следует пользоваться шкалами 

С и D. 
D Т С С D 

2 5 X t g l 5 ° X 4 2 X 1 l,65Xtg20°X У"В 
С T В 

Ставим ползун на 25 шкалы £>, подводим под него число 165 шкалы С. 
Ставим ползун на tg 5° шкалы 7". 
Подвовим tg 20° школы Т под ползун, 
Ставим полаун на число 42 шкалы С. 
Подводим число 13 шкалы В под ползун. 
Ставим полаун на 1 шкалы С. 
Читаем ответ 130 на шкале D. 

Квадратные корни могут в случаях, подобных указанному 
выше, вычисляться весьма легко, так как подкоренные коли
чества разыскиваются на шкалах А и В, а затем перено
сятся на шкалы С и D, имеющие одинаковую единицу изме
рения со шкалой тангенсов. 

Квадраты чисел, входящие в выражения, могут быть вычис
лены только, если рассматривать их как произведения двух 
равных множителей.' 
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421. Выражения, содержащие синусы. 
Пример. Вычислить 

(2,66)3 X sin 10° _ 
14,2Х 0,0232 " Л -

Для решения задачи с помощью шкал А и В имеются два 
основания: во-первых, числа, возводимые в квадрат, берутся 
на шкалах С и Д а затем переносятся на шкалы А и В, а 
во-вторых, шкала, синусов имеет ту же единицу измерения, 
что и шкалы А и В, т. е. шкалу синусов можно рассматри
вать как аналогичную шкале В. 

D S В А 
(2,66)2 х sin IQ 3 X 1 „ 

14,2 X 0,0232 " х ' 
В В 

Ставим полвун на число 266 шкалы D. 
Подводим 142 шкалы В под ползун. 

. Ставим ползун на sin 10° шкалы S. 
Подводим 232 шкалы В под ползун. 
Ставим ползун на 1 шкалы В. 
Читаем ответ 3,73 под ползуном на А. 

Если в числе множителей имеется квадратный корень, то 
при вычислениях возникают трудности, ибо указанные корни 
приходится разыскивать на шкалах С и D, а шкала синусов 
построена в масштабе шкал А и В. В таких случаях, прежде 
чем перейти к дальнейшем вычислениям, рекомендуется либо 
найти отдельно значение синуса, либо вычислить квадратный 
корень. Конечно и то и другое следует выполнять при помощи 
линейки. 

422. Степенные множители. Если числа требуется возвы
сить в степень выше третьей, то приходится пользоваться 
логарифмической шкалой L, как это показано на нижесле
дующем примере. 

Пример, Вычислить 
* - ( 3 , 6 5 ) ' ' в 1 . 

\g х = 1,61 X 'g 3,65 =.= 1,61 X 0,5623 = 0,9053. 
Против 0,905 шкалы L читаем на шкале D 8,04. 

ь,— 
Пример. Найти ] / 2 6 1 . 

Igx « --lg 261 « 2 ~ ^ — » 0,4833. 

Против 0,4833 шкалы L находим на шкале D число 3,04. 
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423. Правило для вычисления степеней. Будем рассматри
вать шкалы А и В как шкалы квадратов, т. е. чисел с пока
зателем 2, шкалу К—как шкалу чисел с показателем 3, 
С и D — как шкалы чисел с показателем 1, С/ — как шкалу 
чисел се показателем ( — 1 ) . 

Если дано 
п 

сперва представляем показатель в виде дроби. Разыскиваем 
число а на шкале, соответствующей показателю, который 
равен знаменателю. Ответ читаем против черты ползуна на той 
шкале, которая соответствует показателю, стоящему в числи
теле. -

Короче говоря, следует разыскивать данное число на шкале 
знаменателя, а результат читать на шкале числителя. 

Пусть дано 
2 

п Т 
х — аи =•- а . 

Число а разыскивается на шкале D, соответствующей 
показателю 1, которой стоит в знаменателе показателя. 

Ответ читается на шкале А, соответствующей показате
лю 2, стоящему в числителе. 

Пусть дано 

. л Г— ' Г 

х —- у а —- а . 
Необходимо подвести ползун к числу а на шкале А (соот

ветствующей показателю 2). 
Ответ читается на шкале D, соответствующей показа

телю 1. 
Дано 

i 

8 , — "Г 
х ~- у а ~~ а . 

Ставим ползун на число а шкалы К (показатель 3). 
Читаем ответ у а на шкале D (показатель 1). 
Дано 

2 
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Ставим ползун на число а шкалы К (показатель 3) и читаем 
ответ на шкале А (показатель 2). 

Дано 
я 

х — ~\/ ал — а . 

Ставим ползун на число а шкалы А. 
Читаем ответ Va8 на шкале К под ползуном. 
Дано 

i_ — 1 _ 

х = • — = ~ a = s а 
Va 

Ставим ползун на число а шкалы А. 
1 

Читаем ответ у=^ П ° Д ползуном на шкале CI, т. е. на 
шкале, соответствующей показателю (—1). 

Индекс движка должен совпадать с индексом шкалы А. 
Дано 

i 

х = пУа~ к Х « * . 

Чтобы найти х = У а, ставим ползун на число а шкалы А 
и читаем ответ на шкале D. 

Чтобы умножить полученный результат на it, переносим 
отсчет со шкаль! D на DF. 

Дано 
s 

1 - а . -Т 
х — —г — а — а 

аР 

Ставим ползун на число а шкалы CI и читаем ответ на 
шкале К. 

Дано 

ъУ~а ' 11 

Ставим ползун на число а шкалы А. 
Читаем ответ под ползуном на CIF, 
(—1) указывает на необходимость применения обратной 

шкалы, а отсчет результата на кратной шкале соответствует 
делению на 
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424. Решение прямоугольных треугольников. Согласно 
закону синусов, имеем: 

[90] а Ь 

sin A sin В s in С 

Эта формула удобна как для решения прямоугольных, так 
и некоторых косоугольных треугольников. 

a b c • 
—;—- > — — 5 » —;;—~. равны между собой: по-
sm-A sm о sin С r J Отношения 

этому, если линейка установлена на число, соответствующее 

в 

значению отношения (п° 405), то этим самым она установлена 
и для остальных отношений. 

Пример. Пусть 

Найти п. г. и В-

Далее: 

А = 35 с 30' ; Ь = 1 .5. 

5 = 90— 35°30' •= 54°30 ' . 

шкала А 15 а с 

"шкала"~S ~ ITÎTSFW ~ sin 25°W ~~ sln~9ü° 
Пример. Дано: 

Шкалы 

а = 10,7, с - 1 8 , 4 , Я = 54° 30 ' . 

А = 21°, с - 20. 
В ~ - 9 0 ° - 2 1 ° = = 65° ' 

20 
S ~ sin 90° ~ sin 2 1 u ~~ sin 69° 

в = 7,17; 6 = 18,7. 

425. Косоугольные треугольники. Для решения косоуголь
ных треугольников удобно применять две тригонометрические 
формулы. 

21 СпрЯПиЧННК ДЛЯ ИН9К»Явр1|| 



322 Логарифмическая линейка 

Если даны два угла и сторона или же две стороны и угол 
против одной из них, то следует пользоваться законом сину
сов [40]: 

А а b с с 
sin А 

s 

sintf sin С sin {А В) 

Пример. Пусть 
а = 25, А = 42°, В = 27°. 

Найти Ь, с и С. 
С = 1,0° - (42 э + 27°) = 111°. 

А. _ 25 6 с _ 
S"~ sin 42° **" sin 27° sin 111 0 

25 Ь с 
sin 42° sin 27° sin 69° 

Ь = 17,0; с = 35,0. 

426. Если даны две стороны и угол, заключенный между 
ними, который больше 90°, то следует применять формулу 

[91] 
D 

и закон синусов. 
Пример. Дано: 

{а + Ь) (а-Ь) 

С — 116°, b = 2 1 , о = 51. 
Найти А, В и с, 
Применим указанную формулу [91]; 

1 / л i m 1 8 0 ° - 1 1 6 ° - у (A Ar В) == 2 = 32 3 . 

a -f- h = 72 

а - 6 = 30. 

Подставляя, имеем: 

• t g 3 2 ° _ t g T U " 7 J ) 

" 72 30" 

-~ (А В) = 32° 

~ ( Л ~ . В ) = 1 4 0 3 ' 

Л = 4 6 ° 3 ' 
J 3 « = 3 2 0 - - 1 4 o 3 ' « = 1 7 0 5 7 ' . 
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Из формулы 

имеем: А_ 
S 

sin Л sin С 

51 = с 
sin 46° 3 ' ~ sin 116°' 

с = 63,3. 

323 

[90] 

427. Если даны две стороны и угол, заключенный между 

ними, который меньше 90°, то ~^-(А~\-В) больше 45°, так что 

соответствующий тангенс на линейке отсутствует» 
Пользуясь формулой 

t g / 4 = = . t g ( 9 û 0 - ^ ) ' 

придаем формуле [91] такой вид: 

[92J 
tg ^{А-В) 

( а + 6) tg90°-f{A+B) (а-Ь) 

которой следует пользоваться вместе с 
а Ь с 

sin A sin В 
Пример, Дано 

С — 80°, а = 130, 6 = 100. 
Найти А, В и о. 

а + b = 230 
а - 6 = 30 

1 / и . D , 1 8 0 ° - 8 0 ° , п о - у (Л + В) == • 2 ^ 5 0 • 

sin С* 

ft 100 о = 130 

Из [92] 

2 3 0 X t g 4 0 ° 19J 

•—{А-В) = 8 °50 ' 

4 - ( Л + В ) = 50° 

- i - ( ^ ~ B ) = 8°50 ' 

А = 58°50 " 
В «= 50° — 8° 50' = 41° W. 

21* 
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Ш Ш g _ о 
sin A sin С 
130 ç_ 

sin 58° 50 ' sinBÖ 7 

с = 151. 

428. Способы введения поправок при вычислении на счет
ной линейке. Если одно из двух чисел слишком велико для 
того, чтобы разыскать его на линейке, то его можно разбить 
на две части й каждую из них умножить на второе число 
посредством одной установки линейки. Сложение двух произ
ведений увеличивает точность результата, которая оказывается 
выше точности обычных вычислений на линейке, при этом 
тратится столько же времени. Выражая сказанное в алгебраи
ческой форме, имеем: 

(a -f- /3) с = ас - j - be. 
Пример. Умножить 527,85 на 3,14. Число 527,85 нельзя найти иа линейке 

поэтому представим его так: 
( 5 2 7 + 0,85) 3,14 ==5,27X3,14-4-0,85X3.14. 

Ставим меньшее число 3,14 на неподвижной шкале D и подводим 
к нему индекс движка. Произведения 5 2 7 X 3 , 1 4 и 0 , 8 5 X 3 , 1 4 можно найти 
простым передвижением ползуна, причем в главную часть ответа вносится 
поправка при добавлении второго произведения, или 

1655 + 2 - 1657,00. 

П р а в и л о . В каждом числе следует брать три знача
щих и фры. Четвертая значащая цифра является сомни
тельной. Все цифры за четвертой — отбрасываются. 

429. Если оба числа таковы, что не могут быть найдены на ли
нейке, то ход действий может быть алгебраически пояснен так 

(а + Ь) (с •+• d) = (a -]- Ь) с + (а -1- Ь) d. 
Таким образом потребуется два таких действия, какие были 

описаны в предыдущем п". 
Пример. Умножить 45 681 на 38 266, пользуясь 20" линейкой. 
Имеем: 

(45 600 -I- 81) 38 200 + (45 600 + 81) 66. 
Индекс поставлен на 382 I 1 742 000 000 

„ на шкале D \ 3 000 000 
Индекс на 66 шкалы D 3 000 ООО 

1 748' 0ÜÖÖ6Ö 
В действительности произведение равно 1 748 029 146, 
Если бы мы производили умножен if на обычной линейке, то полу

чили бы: 
1750О;.0 00'.\ 
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Глава XVIII. 

БЕСКОНЕЧНЫЕ Р Я Д Ы . 

430. Бесконечные ряды. В п° 298 и в следующих за ним 
мы видели, что ряд есть совокупность членов, образованных 
по определенному закону. Ряды, о которых шла там речь, имели 
конечное число членов, для суммы которых мы и вывели фор
мулы. 

Теперь мы рассмотрим ряды, где число членов неограни
ченно. Такие ряды называются бесконечными.' 

431. В п° 313 было доказано, что сумма п членов геометри
ческой прогрессии Sn приближается к предельному значению, 
если г — знаменатель прогрессии — по численной величине 
меньше единицы и число членов неограниченно возрастает. 
Таким образом, взяв достаточно большое число членов геоме
трической прогрессии, можно сделать разность между их сум
мой Sn и ее предельным значением как угодно малой. 

В случае арифметической прогрессии, как это также было 
показано, такого предельного значения для суммы ее членов 
Sn не существует, и по мере возрастания числа членов послед
няя может возрастать или убывать беспредельно. 

432. Если щ, и 2 , и 3 . . . представляют собой совокупность 
положительных, отрицательных или вместе тех и других коли
честв, образующих ряд 

«i +• "а + " a - h - • • + • " , . " Г и„+х-Ь 

то мы обозначаем сумму первых п членов символом Sn: 

$п — lh + "a "I- Щ "f ' • • • И" 
Если п возрастает беспредельно, то могут быть два 

случая. 
С л у ч а й 1. Sn приближается к конечной величине как 

к пределу. 
С л у ч а й 2. 5„ к пределу не приближается. 
В первом случае мы будем обозначать предел, к которому 

стремится Sn) буквой S, или символически 

Hm Sn ~ S, 

и будем называть такой-ф-яд сходящимся. Этот вид рядов наи* 
более часто встрв'чаетоя в практических приложениях. 
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433. Расходящиеся ряды. Во втором случае ряд называется 
расходящимся. Здесь можно различать два класса рядов: 

7. Расходящимися рядами являются такие ряды, в кото
рых абсолютная величина Sn по мере увеличения числа чле
нов безгранично возрастает. 

2, Колеблющимися рядами называются такие ряды, в кото
рых Sn не обращается в бесконечность при увеличении п, но 
и не стремится к определенному пределу. 

Величина Sn колеблется, например, в случае ряда 

Sn = 1 — 1 - f 1 - 1 + . . . -f- ( - I f ~ 

Здесь Sn равно либо нулю, либо единице в зависимости 
от того, является ли п четным или нечетным числом. 

Пример сходящихся рядов. Рассмотрим геометрическую прогрессию 

Sn = a -f-аг + а г 2 + аг* + ... + агп~1 + ... 

о ( 1 - г и ) 

Положим а = 1, г = ~г\ тогда ряд примет вид 

1 - 1 • 
2 " 1 

1 "2 

При увеличении n до бесконечности yi-^L стремится к 0: 

lim Sn =s 2. n -
S± =» 1 

J 2 -
:l 4- —= . 

Очевидно, что no мере возрастания n Sn может быть сделано как угодно 
близким-к 2> т. е. оно может отличаться от 2 на сколь угодво Малую вели
чину. 
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Предел суммы первых п членов сходящегося ряда обозна
чают так: 

lim Sn — S 

и называют суммой ряда. 
435. Характер бесконечного ряда не изменится от добавле

ния или удаления конечного числа членов, т. е. ряд останется 
сходящимся или расходящимся независимо от того, увеличим ли 
мы или уменьшим число его членов на конечное количество их. 
Однако предел, к которому стремится сходящийся ряд.вообще 
говоря, от этого изменится. 

Встречаются ряды, для которых нельзя найти сумму их 
членов так, как мы это делали в случае геометрической про
грессии, и мы не сможем определить численного значения 
предела; однако при действиях над рядами всегда необходимо 
знать, существует ли вообще у данного ряда сумма. 

Для выяснения вопроса, является ли ряд сходящимся, его 
нужно исследовать, пользуясь следующими теоремами. 

436. Если, при беспредельном возрастании n, S„ постоянно 
возрастает, оставаясь все время меньше' некоторого определен
ного числа К, то Sn приближается к пределу, величина кото
рого не более К. 

437. Если,- при беспредельном возрастании n, Sn постоянно 
убывает, оставаясь все время больше некоторого определен-

Пример расходящихся рядов. Рассмотрим арифметический ряд: 

Sn 1 + 2 - j - 3 -f" 4 + . . . -f- n (1 -f- n). 

iSi = l 
^ a = l - 4 - 2 = 3 
Л 3 = 1 + 2 + 3 = б 
£,, = 1 + 2 + 3 + 4 = 10. 

Очевидно, что, при безграничном увеличении n, сумма членов также 
возрастает безгранично и ряд является расходящимся. 

434. Иногда бесконечный ряд характеризуют тг-ым или, как 
его называют, общим членом. В ряде 

общий или п-й член 
7Z + 1 

и„ = — ! 

п 
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ного числа К, то S„ приближается к пределу, величина кото
рого не меньше К, 

438. Ряды, состоящие только из положительных членов. 
Ряд, все члены которого—положительные, не может быть коле
блющимся. Sn в таких рядах всегда возрастает, и если можно 
доказать, что эта сумма всегда меньше некоторого конечного 
числа, то ряд должен быть сходящимся (п° 436). На этом прин
ципе основан следующий способ испытания рядов на сходи
мость. 

439. Определение сходимости путем сравнения. Пусть ряд 

состоит только из положительных членов, и мы хотим опреде
лить, является ли он сходящимся. Пусть, кроме того, известно, 
что ряд 

-|- vä -Ь fa 4 • • • (2) 

является сходящимся. Тогда, если каждый член (1) меньше 
соответствующего члена (2), то ряд (1) — сходящийся, причем 
его сумма не может быть больше суммы ряда (2). 

Пример. Доказать, что ряд 

2 + l + F + F + ¥ b . . + ~ i r r - b . . си 
сходящийся. 

Сравним его с геометрической прогрессией 

2 f l + f | - r } + | - + . . . + ^ f (2) 

Производя сравнение (1) со (21, мы видны, что, начиная с третьего члена, 
каждый последующий член ряда (1) меньше соответствующего ряда (*), 
После сравнения нескольких членов, мы должны сравнить между собой 
и n-ые члены 1 1 ) и (2). 

Если п > 3 , 

1 .„JL 
1 

В ряде (2) сумма членов, следующих sa третьим, не может превысить-j-Ü 

так как ряд стремится к 3-j . Сумма тех же' членов в ряде (1) меньше, 

чем во (2). Поэтому ряд (1) является сходящимся н его сумма меньше 3-g~» 
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1 - 2 ' 2 - 3 1 3 - 4 1 4 - 5 1 " ' 1 я ( п + 1 ) 

!) Убедиться в сходимости ряда при — 1 <] г <[ 1 

а -)— аг - j - аг'1 -(- ars - j - ••. -(- аг п ~~ 1 - j - . . . 

можно, рассматривая сумму первых п членов ряда 

f i i 9 i , и — 1 а — аг" оп— а -)- аг ~\- агг -)-.,-)- аг = • 
1 - г 

Эта сумма состоит из двух члеьов: 

0 H ^ T 7 ~ V " ' l - r ' 

В то время, как первый член остается постоянным, второй стремится 
к нулю, ибо г " -> 0 при беспредельном возрастании п, если — 1 < | г < ^ 1 . 

Сумма первых n членов ряда Sn стремится к ^ j ~ •- , и вта последняя 

величина есть сумма данного ряда. 
Прим, ред. 

2 ) Сходимость ряда 

-I _1_ 1 ! 1 - ± j I 

i . ' i ^ ^ . ' a " 1 3 - 4 1 4 - 5 1 n ( n - f - l ) 

можно установить так; 
1 . 1 , 1 , , , 1 S. » ~ " l - ^ ' ' Z - J 1 3 -4 ' • • • ^ n ( n - f - l ) . 

или 

^ = ( - 4 ) + ( i - 4 ) + ( } - ï ) + - + ( v r - ^ r ) -

откуда получаем 

5 „ - 1 
н-f- 1 

При беспредельном возрастании п сумма S.n стремится к единице. Ряд 
сходится и сумма его равна ,1,,, 

Прим, ред. 

440. Некоторые ряды, полезные'для исследования сходи
мости. Можно доказать, что следующие ряды являются сходя
щимися: 

а - j - аг-{- аг" ~\~аг$ ~\- ... -\-аг1"1 +• . ,. 1), 

где — 1 < /• < 1 ; 

~Ь 77ч ~Ь Ö~A. Н~ л . < "t" • • • ~Ь „ /„ ГТТ ""' " • • • ")> 
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где р > 1. 

441. Определение расходимости путем сравнения. Пусть 
ряд 

«l + « 3 + « 3 + « 4 + - . , - | - М „ - f . . . (1) 

должен быть испытан, не является ли он расходящимся; пусть, 
кроме того, мы имеем еще и другой ряд (2), состоящий только 
из положительных членов, причем заведомо известно, что он— 
расходящийся: 

t - i 4 - w a - j - u 3 - | ~ 0 4 + • • • - h ^ . + • • • (2) 

Если члены ряда (2) не больше соответствующих членов 
ряда (1), то ряд (1) — расходящийся. 

Наиболее важным для испытания на расходимость является 
гармонический ряд 

3 ) В сходимости ряда 
1 1 1 1 

1-4—=—(—=—i—=—1- . . . 4 — - ( - . . . 
2^ 3^ 4P п? 

при р "> 1 можно убедиться из следующих простых соображений. Члены рас
сматриваемого ряда остаются меньше соответствующих членов ряда 

2 члена 4 члена 8 членов 

i _ L J _ 4 - - L +JL_(_ _ L - f J _ ' J l - L JLJ_ 4. JL , . , . 
^ 2P 2p i p i p 4P 4P 8* & 

Этот последний ряд можно представить в виде 

сложив равные члены. 
Последний ряд есть геометрическая прогрессия 

1 / 1 . \а , / 1 \а 

1 

1 + - ^ + ( ^ ) 2 + ( - ^ Г + . . . 

со знаменателем _ у , который <"*1, если 

Так как последний ряд сходится» то сходится и данный ряд. 

л, 'рим. ред. 
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Vi / 3 / 1 / 5 / я 

Сравним ряд (1) с, гармоническим рядом 

£ + + £ + (2) 

Так как знаменатель каждого .члена ряда (1) меньше знаменателя соот
ветствующего члена ряда (2), то ряд (1) — расходящийся. 

442. Для испытания рядов на расходимость весьма важными 
являются следующие ряды: 

Геометрический ряд 
aArarArari-\~ar*-\-ari->r-*,..~{-агч~'х-{-- • •» 

где г > 1. 

Можно доказать расходимость этого ряда следующим 
образом: 

Сгруппируем его члены так, чтобы сумма их в каждой 

группе была больше т. е. 

В первой группе будет два члена, во второй — четыре, 
в третьей — восемь и т. д. 

1 1 
В первой группе > и сумма этих членов больше, 

чем -^j-, взятая два раза, т. е. -~- X 2 — . Во второй группе 

сумма ее членов больше, чем —-, взятая четыре раза, т. е, 

1 1 
X 4 = тг . Таким образом мы можем составить бесконеч-

8 2 
ное множество групп, причем сумма членов в каждой из них 

будет больше • 
Если же взять п достаточно большим, то сумма членов 

всего ряда может быть сделана как угодно велика, т. е. она 
может сделаться больше как угодно большого заранее задан
ного числа. Следовательно наш ряд — расходящийся. 

Пример. Выяснить расходимость ряда 
1 ' L ; + * + - ! - + . . ( 1 ) 
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Гармонический ряд 

Весьма полезно иметь для справок список всех рядов, 
о которых удалось выяснить, являются ли они сходящимися 
или .расходящимися. 

443. Исследование ряда при помощи отношения — ~ ~ ' 

Отношение (тг —|- 1)-го члена ряда к п-ому члену называется 
критическим отношением или отношением сходимости. Путем 

ип , i 

исследования отношения — о б ы к н о в е н н о можно опреде-
нп 

лить характер ряда и его изменение при беспредельном увели
чении числа членов- п. Для геометрического ряда это отноше
ние имеет постоянную величину независимо от числа членов п, 
как это было показано в п° 313 (где предел суммы был получен 
из прямолинейного графика). 

Рассмотрим ряд 

щ -|-щ-|- i h - J - . . . - | - tin - F - un . , - f . . . , 

члены которого могут быть все положительными или отрица
тельными, а также могут иметь и разные знаки. Возьмем отно
шение — i i ± ± . . и будем увеличивать п беспредельно. 

Абсолютная величина отношения " ( 1 - 1 - 1 при беспре

дельном возрастании п в большинстве случаев стремится 
к определенному пределу или беспредельно возрастает. Назо
вем такой предел, если он вообще существует, буквой р. 
Если 
р < 1, ряд сходящийся. 
Р > 1, ряд расходящийся, 
р — 1 не дает никаких указаний относительно to re , является ли 
ряд сходящимся или расходящимся. 
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" п + 1 

L + 2 + 1 
! т 2 ! 23 + А + , 

u?i + i ' 
_ " + 1 

u?i + i ' 2?» +11 

п + 1 2" п + 1 

2 " + ' ! ' 7 2п 

Игл - =»• Hm 1 
1 ->• (X) "п Л-»-ао \ 

- 1 1 h 1 - 1 + 1 

2п 2,1 2 2л 

i + I \ I 
% 2 ' 2п J ~ 2 

у < 1 > следовательно данный ряд сходящийся. 

Пример 2. Определить, является ли сходящимся ряд 

2 JL Ё- I 2 3 4 - Üi J • 2 " 

03 + 42 "Г 42 "Г" V ' ' ' ' 

28 1 З а 1 4.2 1 5* ' 1 (п + 1 ) 2 1 " 

" (п + 2)А 2« U + 2 / ' "и 

51 -> ТО "и 

2^>1, ' следовательно данный ряд расходящийся. 

444. Вывод признака сходимости Коши Рассмотрим 
ряд, состоящий из положительных членов 

и1-\-Щ + аа-\~Щ + - • • 
Испытаем данный ряд на сходимость. 
Разделив общий член ряда на предшествующий ему член, 

получим известное отношение 

Величина этого отношения, вообще говоря, будет стре
миться к некоторому пределу при безграничном увеличении п. 
Если указанное отношение не стремится к некоторому опре
деленному пределу, то при помощи рассматриваемого способа 
нельзя решить вопрос о сходимости ряда. 

!) Признак сходимости, приписываемый автором Коши, был установлен 
Даламбером и по этой причине обычно называется признаком Даламбера, 

Прим, ред. 

Пример 1. Определить при помощи отношения — х а р а к т е р ряда 

i . _i_ А _|_ А _|_ A + л-~А 
2 ' 2- 23 2 1 2 " " ' 

п и„ — — » 2 » 
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Таким образом 

п^пг —-— < г, ц „ н , < ит • г, 
"m 

n — m -f 2, - — ^ < r, «..., ,n < u , H , о • r < « m • r8, 
U »H-2 

„ = m - j - 3, _2±* < r , „ < ц . r < н,и • r 1. 
U/n-f-8 

Складывая p таких неравенств, получаем: 

< U m (r - f r2 - j - | Л + H + . . . + rv). 
Очевидно, что члены, заключенные в скобки, составляют 

геометрическую прогрессию, в которой г < 1 ; такая прогрес-

Пусть при безграничном возрастании n отношение стре
мится к некоторому определенному пределу, который мы обо
значим буквой р: 

um — р. 

Величина р может быть меньше единицы, более ее или 
равна ей, т. е.. р < 1, р > 1 или р — 1. 

445. С л у ч а й 1. Если при возрастании п предел отноше

ния .—ÎL+L^ равный р, меньше* 1, то величина самого отно-
шения может отличаться от р на сколь угодно малое число. 
Можно выбрать такое число г, лежащее между р и 1, которое 

11п - | -1 

будет больше любого из значений нашего отношения — , 
ип 

получающихся для последовательных п, начиная с некоторого 
значения этого п, например для п = т, а также и для любой 
величины n > т, 
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сия, как было доказано, представляет собою сходящийся ряд, 
причем сумма членов его постоянно будет меньше, чем 

г 

Следовательно, сумма членов ряда 

никогда не будет больше величины 

г 
"m j r > 

которая является конечным определенным числом. 
Поэтому этот ряд (и) ' сходящийся. 
446. С л у ч а й 2. р>1. Такой ряд можно исследовать 

таким же образом, как и предыдущий, где р < 1. В этом 
случае однако г больше 1, в результате чего данный геометри
ческий ряд будет расходящимся. 

447. С л у ч а й 3 . Для того чтобы доказать непригодность 
разобранного способа для случая, когда р = 1, необходимо 
рассмотреть следующий ряд: 

1 !" ~2i> "~Ь "gT "h "4F ~Ь 'cjjr ~\~ • • • ~f" ~Çjji> "by* W 

Положим p > 1. 
Группируя члены, имеем 

. L 4- Л . < !.. J_ J L = J 2 . - « ._L_ 
2? 3p 2 !' 2 ? 2'' 2^~ 1 

I j_ i 1.4.1. LA .+i.^a^Y-I—Y 
J L , . 4 . 1 . < i - ± + + ± I l_.i_i__Li._L 

g ? ~ • • ' ~ ^ » g p g ? I g?> ™ g P ~ g ? ' g*> 1 g ? 1 

http://l_.i_i__Li._L
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Продолжая далее группировку указанным образом и со
ставляя ряд из правых членов неравенств, получим 

При р > 1 ряд (2) является геометрической прогрессией 
со знаменателем, меньшим единицы, а мы уже видели, что та
кой ряд — сходящийся. Сумма членов ряда (1) меньше суммы 
ряда (2), как это видно из приведенных выше неравенств, 
следовательно ряд (1)—'сходящийся. 

При р — 1 ряд (1) превращается в гармонический ряд, ко
торый, как мы уже доказали, является расходящимся рядом. 

При р < 1 каждый член ряда (1) будет больше соответ
ствующего члена гармонического ряда, а следовательно ряд 
(1) — расходящийся. 

448. Возвратимся теперь к рассмотрению признака сходи
мости и к доказательству его непригодности для определения 
характера ряда в случае, если предел этого отношения р 
равен единице. Рассмотрим ряд (1): 

1 1 _1 _L ^ J i J ^ ! I ^ |_ ^ I 

J - - г у i - у -1- 4 г i - у - г - • • • .-- nj~f~(n.;,.ïy. - I - • • • 
Составим отношение 

*. -п _ / Ц_\р

 œ ( п ± 1 )~ р
 _ / j j . . . i . \ 

м„ \n~-\-ÏJ \ n j \ п 

um 
п -> со \ и ! п -> со 

- р = - . lim ( 1 ~| Ч г-.,(1 
п 

Отсюда видно, что для взятого ряда, независимо от зна
чения р, р ~ 1. Однако мы доказали выше, что при р > 1 
ряд сходящийся, а при р<С1 ряд расходящийся. А так как/» 

Ц | Н - Л * 
предел отношения 1 может быть равным единице как 

для сходящегося,- так и для расходящегося ряда, то отио-

шение —--- при р 1 непригодно для определения сходи-
а„ 

мости ряда. 
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449. Для того чтобы ряд, состоящий только из положи
тельных членов, был бы сходящимся, условие, заключающееся 

в том, что отношение — делалось и оставалось бы меньше 

единицы для всех значений п, вовсе не является достаточным. 
Так например, для гармонического ряда это условие выпол
нено, а все-таки этот ряд расходящийся. 

Предел указанного отношения должен быть меньше еди
ницы, в то время как для гармонического' ряда он равен 
единице; признак оказывается, как мы видели только что, 
неприложимым. 

450. Ряды, все члены которых отрицательны. Теоре
мы, доказанные нами для случая рядов с положительными 
членами, можно с некоторыми видоизменениями приложить и 
к рядам с отрицательными членами. При атом при доказатель
стве следует исходить из теоремы п° 437, а не п° 436, как мы де
лали ранее. 

451. Ряды, состоящие из положительных и отрицатель
ных членов. Если число отрицательных членов конечно, то 
их можно отбросить и испытывать сходимость рядов, как это 
сделано в предыдущих п°. Если число положительных членов 
конечно, то следует отбросить их и рассматривать ряд только 
с отрицательными членами. Очевидно, что такое отбрасыва
ние членов влияет на величину суммы, но факта существо
вания предела суммы изменить не может, поэтому если пре
дел существует, то ряд является сходящимся, хотя величина 
его суммы будет уже другая. 

Если в ряде имеется бесконечно большое число членов 
как .положительных, так и отрицательных, то можно иссле
довать его, применяя при этом следующую теорему: 

Ряд, состоящий из бесконечно большого числа как поло
жительных, так и отрицательных членов, является сходя
щимся, если другой ряд, составленный из абсолютных зна
чений всех членов первого ряда, сходится. 

Предположим, что данный ряд имеет вид 

и что ряд, полученный из данного путем сложения абсолют
ных значений его членов, есть 

и 

(D 

(2) 
22 Справочник для иижписря. 
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Ряд (2 )— сходящийся. Сумма его членов Sn приближается 
к некоторому пределу. Пусть это число будет S. Тогда 

lim Sn = S. 
U -> оо . 

Однако, Сумма членов первоначального ряда (1) по абсо
лютной величине всегда меньше чем S, так как сумма, полу
ченная в результате сложения одних положительных членов, 
меньше чем S. 

Предположим, что из п первых членов ряда (1) р — поло
жительны и q — отрицательны. Тогда 

где Рр — сумма р положительных членов, a Nt/ — сумма q — 
отрицательных.. С другой стороны 

Так как (2) — сходящийся, то его сумма никогда не может 
превосходить S, а так как и Рр и N4 — положительны, и их 
сумма не превосходит S, то Рр приближается к пределу Р, 
a JVj — к пределу Л', и ясно, что 

lim Sn [из (1)] = Р— N= определенному конечному числу. 

Поэтому ряд (1), согласно определению, является сходя
щимся. Ряды этого вида, которые оказываются сходящимися 
не только сами по себе, но абсолютные величины членов ко
торых образуют сходящиеся ряды> называются абсолютно 
сходящимися. 

Ряды, содержащие положительные и отрицательные члены, 
могут быть иногда сходящимися и в том случае, когда абсо
лютные величины их членов образуют ряд несходящийся. 
Ряды такого вида называются условно сходящимися. 

452. Способ определения характера ряда по величине 
отношения членов (см. 443 и след.) может быть применен 
к рядам с -положительными и отрицательными членами сле
дующим образом: 

Ряд: , . , 

(ип или положительный или отрицательный) будет сходящим
ся, если . 

lim ( Щ < 1, 

«то следует непосредственно из n°45L 
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Ряд будет расходящимся, если 

И со \ U 

В случае, если предел отношения больше единицы, ип не 
может приближаться к пределу, равному нулю, и следова
тельно ряд не может быть сходящимся, так как основным 
условием для сходимости является стремление ц„..к нулю. 

Способ неприменим, если 

Ii« = 
71 •> со \ U„ j 

Доказательство этого положения аналогично приведенному 
в п°448. 

453. Ряды знакопеременные. Так называются ряды, члены 
которых попеременно положительны и отрицательны. Теоремы, 
выведенные для случаев рядов с положительными и от
рицательными членами, конечно применимы и в данном 
случае. 

Кроме того, для знакопеременных рядов имеем следую
щую теорему: 

Если ии щ, щ. . . положительные члены знакопеременного 
ряда 

Щ — " 3 + ü.j — " 4 + " с — Ио"1- • ' • -|-( — 1)п~*ии-\- . . 

причем каждый из них по абсолютной величине меньше пред
шествующего, и если 

lim и„ = 0, 
11 -> со 

то р я д — сходящийся. 

Су_мма 2п (четное число) членов ряда равна 

S.in = (щ — ц а) - f (и 3 —- щ) + (u 8 — щ) - |- . . . -f- [щп~.г — и а J 0) 

или 

S.2„ — щ — ( « о — и 8) —• (u 4 •— u 6) .— u a„. (2) 
Величины, стоящие ß скобках, все положительны, каждый 

член по абсолютной величине меньше предыдущего, поэтому 
величина S.în является положительной и увеличивается с воз-
оастанием п. 

22* 



Бесконечные рядь1 

*) Из сопоставления того обстоятельства, что SSn все время возрастает 
при возрастании-m с тем, что S^n остается меньше uv следует, что Sin 

имеет предел. 
Прим. ред. 

.Кроме того, из (2) мы видим, что _»2„ в с е г д а м е н ь 
ш е % ')• 

Сумма нечетных членов ряда 

*^2П + 1 ~ Sm ~Ь И 2 л + . 1 • • " 

Отсюда lim 5 2 л „|_ 1 — lim 5 2 n - j - lim u2v ^\. Но предел « 2 « + i е с т ь 

нуль по условию. Следовательно S2n + i имеет тот же предел, 
что и S2lt. Поэтому сумма любого числа членов, четного или не
четного, имеет один и тот же предел. 

'Пример. Ряд . 

1 2 i 3 4 1 5 6 + " • + l ' л ' ' 

является сходящимся, так как каждый его член по абсолютной Величине 
меньше предыдущего и 

lim и = lim (—) = 0. 
П -» со " п -> со \ П / 

Если рассматривать только положительные значения членов, то ряд — , 
расходящийся, так как в таком случае он — гармонический. Таким образом 
втот ряд — условно сходящийся. Ряд 

является абсолютно сходящимся, так как ряд 
1 1 1 1 

1 + - р - + " 3 ! Г + - р - - - г - - . ' + - ^ г — сходящийся. 

454. Указания для исследования рядов. Положим, что мы 
имеем ряд: 

" L + « 2 + И 8 + . . . + " « + • • • » 

который желаем исследовать на сходимость. Если ряд знако 
переменный, в котором каждый член по абсолютной величине 
меньше предыдущего и 

Hm н„ = 0 

то ряд сходящийся. 
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Если ряд не знакопеременный и удовлетворяет этим уело» 
виям, то выясним законы образования его членов, составим 
отношение un + l:un и найдем 

'Il -> со 
«n + t 

Если р < 1 (по абсолютной- величине), то ряд'—сходяг 
щийся. 

Если р > 1 (по абсолютной величине), то ряд расходя
щийся. 

Если р — 1, то способ не годится и ряд следует сравнить 
с каким-либо заведомо сходящимся, например: 

а -\- ar-{~ аг9- - j - . . . -[- arn ~1 -j- . . . , где г < 1 

1 + у~]-у^гу + • • • +^Н~ • • •> где р>1. 

Если есть основания предполагать, что ряд—-расходящийся, 
то следует сравнить его с заведомо расходящимся рядом,, 
например 

н 4 + т + т + т + • • • + £ + • • • 
а -|- аг-]- аг2 - j - а/3 -]- •••-(- а г1 ~~1 - |- . . . , где г > 1 

1 -jr у 4~ у -b у - г • • • -|~ у + • • •, где р<1, 

455. Ряды, члены которых являются функциями х. Часто 
встречаются ряды, члены которых являются функциями какой-
нибудь переменной х. Такие ряды, как мы покажем далее, 
имеют большое практическое значение. 

456. Степенной ряд. Простейший й наиболее важный из 
рядов этого типа есть степенной ряд имеющий вид: 

Й О + a i * - !" ° 2 Ï 2 - | - <*а ^ + • • • 4~ а „ * " + • • • 

Здесь коэффициенты «о, аи а 2, и т. д. не за!и;ят от х. 
Из дальнейшего будет видно, что такие ряды имеют в ана
лизе б о л ь ш о е значение. Степенной ряд является сходящимся 
при одних значениях х и расходящимся — при других. Опре
деление значений л:, при которых ряд сходится, может быть 
сделано лишь путем его исследования. 
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Если по данному ряду составим отношение 
1п + 1 

и заме

тим, как изменяется это отношение при вырастании п до 
бесконечности, то сможем определить интервал сходимости, 
т. е. те предельные значения х, между которыми ряд сходится. 

Если отношение приближается к какому-нибудь опреде
ленному конечному числу как к пределу, или другими словами, 
если соотношение между коэффициентами таково, что 

то при 
\х\< 

um i °" ' i - 1 

« > оо ч а, 

ряд — сходящийся, 

при 
ряд — расходящийся. 

Если IX j : , то о сходимости ряда ничего сказать 
нельзя. 

Если г—0, то ряд сходится при любых значениях л-. 
В случае степенного ряда, сходящегося при х — Ь, он 

является сходящимся для любого значения х, численно мень
шего, чем Ь, т. е. для — 6 < х < Ь. 

Пример: 
х , 2 V 3 ^ 8 4 M 

а — „ _ ( _ J - U 3 

° н + 1 2 w + l 

lim 
•и -> со 

а п + 1 
— Ilm 
» 71 -> со 

(«+«» 
" 2п:-' 

i , ( и 2 , 2п , 1 \ 1 
" »-Г«> \2ni i _ 2^i + 2ni) "2 • 

Данный ряд является сходящимся при всех значениях х, численно 
меньших % 

1 . 
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457. Биномиальный ряд. В п° 84 и следующих за ним 
мы показали разложение бинома. Разлагая согласно этому 
методу выражение (1~\~х)п, получим: 

(1 + ху = 1 Ar пх + ^ > * + ^ f c i ) , з + 

п(п — 1)(п~2)(п-3) . , 
1 - 2 - 3 - 4 * - ! - • • • » 

где п может быть целым, дробным, положительным или отри
цательным. 

Если мы имеем (аАух)", то выражение примет вид: 
/ i su n i . , 1—1- i n(n 1) n — 2 о i 

(а \-х) —а -[-па х~\ j—~- a xi~\-
п{п — 1)(п — 2) п - з - , 

1 " ( " — !) ("—-2) (п — 3) „ - .t , j 
1 - 2 - 3 - 4 

Всякий такой ряд, .состоящий из бесконечно большого 
числа членов и полученный для' дробных или для отрицатель
ных значений п, будет сходящимся, если х по численной 
величине меньше чем а. Поэтому сумма членов ряда может 
быть найдена с любой степенью точности. 

Если х численно больше чем а, то ряд—расходящийся, 
но в этом случае величина (а-\~х)" может быть найдена 
с любой степенью точности посредством разложения бинома 
(х А~ а)п, так как разложение последнего даст сходящийся ряд. 

Рассмотрим выражение: 

(1 Ar * Г = 1 -I- тх Ar ?S^Vx* Ar "fr-Wn-zV ; la + ( ( , 

_ m{m — l ) ( m — 2) .. . (m — n) 
an + , - иТ1Г777 n A~ l 

m ( m — - l ) ( m — 2 ) . . . (m — n ~ M ) 
: Г- 2 - 3 . . . n 

a„ n - | - l 
_ i 

»->СП\ Я „ / « -> о о \ П -\- 1 / n - * c o ^ j J _ 
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_— 9 10 
— 19 

= 0,1 ( - - = - 0,045 

1J — 1 9 
C ; l _= с 2 —у- = - 0,0 D X - зо =* 0,0285. 

Разлагая, получим: 

(1 - л-) 0 , 1 == 1 - ОД л- + 0,045л-2 - 0,0285л» -(- . . . и т. д. 

Пример 2, Разложить (1 — 3,v) ~" 3 . Находим коэффициенты: 

- 3 

= - 3 X - 2 = -I- б 

— 3 
С1 1 ~ 

„ 4 
2 

с» — 
- 5 

е з . _ 

с.= 
- 6 

С з ' 4 - 1 0 X = 15. 

Разлагая, имеем: 

(1 - 3*) - 3 - [1 + ( - 3.v)]- 3 - 1 + ( - 3) ( - Зл-) f 
+ 6 ( - 3_)s - f ( - - 10) ( - 3*)» + 15 ( - 3*)« -I- . . . -

» 1 I 9.x 4 - 54л-2 4 270л* -|- 1215,v< -I- . . . 

Ряд сходится, так как—'1 < х < 1. 
458. При разложении бинома (а - ] - дг)"' его можно написать 

в виде ,(п° 123): 

Разлагая, имеем 

4 + f ) " - » i 1 + » f + ! ! T T 1 ) ( i ) ' + - " ) -
Ряд сходится, если 

-̂ 1 < 1 а I 

Интервал сходимости есть промежуток от — а до -| а. 
Пример 1. Разложить (1 - л-) 0 ' 1 (см. о° 87). 

Имеем: 
_1 

c.t = - x ~ 1 0 " = = 0 , 1 
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Пример 3. Найти первые пять членов разложения бинома х) 
•3 

_3_ 

ci — -

— A 2 — 4 л 8 ~ 32 

V - î - - 21 V " П - ~77 
сз — с аЛ з 32 A. 12 — 1 2 g 

- 1 5 
4 _ _ — 77 . - _ 1 5 _ И 5 5 

С з Х 4" ~ " 123 X 16 " 2 0 1 8 • 

Таким образом 
8 

Заметим, что нечетные степени x имеют отрицательные коэффициенты. 

459. Некоторые-биномиальные ряды. 

[93] d ± л - у = i ± n t + , l ( ' ; r 2

L ) *" ± ^ " T f f i r - А'!,+• • • 
сходящийся, если x2 < 1. 
[94] (1 _Ь*)-" = i=F п г + ^ - ± ^ i « ^ ) i f L _ J . W . . . 
сходящийся, если л-2 < 1. 

[ 9 5 ] ( ( 1 _ и - . _ 1 ( н . * ! + „ * + _ £ + _ * ? + . . . ) , 
1 J 4 7 а \ 1 « 1 а- 1 а" 1 а* 1 / 
сходящийся, если Ь'2х3 < а". 
[96] (1 ± *) ~ 1 = 1 й= * -1 - .г» н- Л * ** =р Л"» -I - лг" _р л-7 -|- . . . 
сходящийся, если л-у < 1. 
[97] (1 ± дг)-а = 1 _р 2* + Зл-2 й= 4л-» + 5л:* =j= бл-5 -•! 
сходящийся, если х - < 1. 

[93] ( 1 ± л - ) 4 = 1 ± : - | - , - 1 - • | д - - | . 4 4 ^ -

1 _1_ _3 _5 4 

Y ' 4 " б " 8 ' * ' ~ '"' 
сходящийся, • если х 3 < 1. 



346 Бесконечные ряды 

[99] ( i = t * ) ~ T = 1 н = 4 - * + 4 • • f * a = ï = 4 • т ' 4 * 4 

i__L A A А л — 

" h 2 ' 4 " 6 ' ~8 л 

сходящийся, если х 2 < 1. 
i 

[ ю с ] ( 1 = t J f ) T = i = ± = 4 - . - — 4 - • - § - » ± - 4 . 1 • 
3 б. 9 12 ' ~" "*' 

ходящийся, если д г - < 1 . 

[ Ш ] ( 1 ± , Г ^ 1 з р 4 л - Ь 4 • p ^ - l £ • 
, 1 _4_ Т 10 4 _ 
h 3 ' ' 6 * 9 " 1 2 - Л " н ' " 

сходящийся, если х 2 < 1. 

460. Полагая в выражении ^ 4 ~ " ~ ) величину -—равной. 

(п° 123), получим (1 - j - -t)". Рассматривая абсолютные значе 
ния х, меньшие единицы, найдем 

(1 -1- жу = 1 -1- с,х -|- вяж* + с„л я -1 • . . . 

Отсюда можно получить некоторые важные формулы: 

[102] ^ = (1 •• - v ) 1 - 1 - х -!• х 2 .г< - !•-

[103] -L- = (i-x)-i = i..\.x. 
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Заметим, что для •— х) нечетные степени х имеют знаки, 
противоположные знакам соответствующих членов разложения 

Приближенные формулы, получаемые и а биномиальных 
рядов. 

461. Если а представляет собой величину малую по сравне
нию с 1, и п—-тоже величина сравнительно малая, и например 
находится между — 2 и - |- 2, то члены разложения (1 -\- а)" 
быстро уменьшаются. 

Для первого приближения имеем: 
[108] (1 + а Г » 1 + пв 
[109] (1 — a f f t i l — па 
[110] ( l - f - o ) - " » * ! — пи 
[111] (1 — а)"п^1-\-па. 

Если требуется большая точность, то получим: 

[112] (1 -[- а)" « 1 + па + ~ (п -1) а 1 

[113] (1 — а ) ч » 1 — п а - | - £ ( п —1)а* 

[114] (1 -f а)"" « 1 — па -f- у (п + 1 ) а 2 

[115] (1 - а) -" Ä 1 -1 - «а -I- J- (n + 1) а2. 
В ф-лах (108) — (111) взяты лишь два первых члена раз

ложения, а в (112)—(115) добавлен еще и третий член. 
;i 

Пример, Найти первое приближение 
Ближайший точный куб есть 216. 

а 1
 л -L L 

УШ == (216 -I- 4)" а" = 6 ( l -I- а - б (1 -I- - 5 | ) T - 6 (1 + па) ; = 
- ö ( l -f 1 ( } ) 2 ) б (1 + 0,00617) = 6,037. 

462. Показательные ряды. Показательным называется 
ряд, представляющий разложение по возрастающим степеням 
л' х-й степени некоторого постоянного основания. Этот ряд 
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может быть получен следующим образом из разложения би
нома, если I n I > 1 

1 + ± Г = 1 4 . nx+nx(nx-l) 2! 
пх (пх — 1) (пх — 2) + • 

Если х = 1, то (1) обращается в следующий ряд. 
(1) 
( 2 ) 

= 1 + -

или 
п 

_|_ i _ L rc(tt--.l) i я ( п — l ) ( n —2) j _ 
ri1 2! n 8 3! —^ 1 * " ' 

— 1 J_y_L nx(nv — l) , nr(/i*—-l)(rtf— 2) i ~l~*~ r " n 2 2! . -, n» 3! 
(3) 

В равенстве (3) при беспредельном увеличении п мы мо
жем придать х любое конечное значение. Пусть п численно 
возрастает до бесконечности. Тогда из равенства (3): 

'п(п-1У lim 
Л - или hm 1. 

Hm 
« со гс(п—.1)(п —2) 

Кроме того 

Um 
П -» со 

плугах—1) 
или lim I 1 

11 со\ 

или Hm I х и 

, « - > о о \ 

Зп-
= 1. 

л: /г 
lim 

n -> со 
nx(пх — 1) (пх — 2) 

П' 
3 или lim! л X" 

и т. д. Таким образом для всех конечных значений х ряд (3) 
принимает вид: 

2!" 1 4 - l + 4 + i + i + ... ) = 1 - f H - ^ r 
х 8 х 4 

+ З Г + 4 f H ~ 
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Предел этого выражения при безграничном возрастании п 
равен нулю. Поэтому, согласно п° 454, ряд сходится для 
всех конечных значений х. 

Показательный ряд 
2 л;3 хп ~1 

1 + Н _ £ 1 _ | „ ; £ _ + . . . . . . 

сходится для всех конечных значений х. 
Величина е является основанием в натуральной системе 

логарифмов-

В [116] основание степени есть постоянная е, равная (ср. 
п° 343) сумме ряда 

i - f H - 2

1

I - + ^ r + i - + . . . , 
d 

имеющей величину 2,7182818. . . , а показатель х есть перемен
ная, могущая принимать конечное значение. Так как в 
выражении ех неизвестная является показателем степени, то 
е: называется показательной функцией x, а ряды, полученные 
из этого выражения, называются показательными. 

463. Выведем формулу, применимую для любого положи
тельного основания а. 

Положим 
lg,a = k, 

тогда 
ft x 1;х (It* а)х 

а = е и а == е = е

1 В е ' -

Отсюда, по' формуле [116] имеем: 

а . = 1 + ( , г а ) , + ( № + ( № + .... 
где \ga = \o;ea. 

Это и есть показательный ряд, где показатель е равен 
QSe а ) х - Р ЯД сходится для всех конечных х. 

Составим критическое отношение ряда; согласно 

п° 443 имеем: 

te 
(«-I-D1 " _ (ка)П+ п\ lg g 
(lg «)" (lg «)"(« + !)!" nj-r 
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464. Логарифмический 'ряд. Логарифмическим рядом на
зывается разложение функции lg„ (1 -f- х) по возрастающим 
степеням х. 

[117] lg f ( l + = — + ^ 

В логарифмическом ряде 
1 

"h 

lim * ï ± i . 1. 
?i ОО Я „ 

Ряд сходится, если | x | < 1 . 

Глава XIX. 
ОПРЕДЕЛИТЕЛИ. 

465. Выражения вида а^^ — аф^ где а и я 2,/>,, 6 2 суть 
какие-нибудь числа,. встречаются в математике весьма часто 
и называются определителями. 

Соотношение ayb2—афу, написанное в форме 

называется определителем второго порядка. 
Определитель п-го порядка состоит из п а элементов, рас

положенных в /i строках и n столбцах. Так, указанный выше 
определитель состоит из четырех элементов, расположенных 
в двух строках и двух столбцах. 

Для разложения определителя второго порядка следует 
вычесть из произведения элементов, лежащих на главной диаго
нали, произведение элементов, расположенных на другой ди
агонали, например 

а. Ьу 

а. Ь_ 
4 7 
3 - 6 

= Й1 К—-щ k 

= <( — 6) — 3 - 7 - . 2 4 - - 21---= — 4 5 . 

Каждый член разложения содержит только один элемент из 
Каждой строки и один—из каждого столбца, 
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466. Система уравнений с двумя неизвестными: 

avx - j - byy — сг 

а2к - j - Ьчу = с 2. 

Решая эти уравнения посредством обычного аналитического 
метода подстановки, имеем: 

х — C l b ' 2 ~ C i b i _ (h с, — a. c t 

Написав числители и знаменатели в форме определителей, 
получим 

ci Ъх Ol Сд с 9 5 2 

a ä 6 2 

Определители, находящиеся в знаменателях, одинаковы. 
Они составлены из коэффициентов при х и у в данных урав
нениях. 

467. Каждый определитель, стоящий в числителе, полу
чается из определителя, стоящего в знаменателе, путем за
мены коэффициентов при искомых неизвестных постоянными 
членами. Чтобы найти числитель выражения для х, следует 
заменить коэффициенты при х (т. е. а : и а 2 ) постоянными чле
нами Су и с 2. Точно также для нахождения величины у нужно 
заменить Ь, и 6 2 членами су и с 2. 

Пример. Решить посредством определителей систему 

2х — у = \ Здг + 2у = 3. 

Определитель для знаменателя будет иметь вид: 

12 - 1 
[3 2 

как для л-, так и для у. 
Для получения числителя дроби в выражении для х следует заменит» 

коэффициенты пря л* постоянными членами 1 и 3, тогда найдем: 

1 . - 1 
3 2 

« 1 &1 

а 2 6 2 
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Поэтому 

Точно так же найдем 

468. Определитель третьего порядка. Определитель, со
стоящий из 9 элементов, расположенных в трех строках и трех 
столбцах, называется определителем третьего порядка. Так 

ау by Су 
а2 Ь-> с а 

а3 bä Cj 

есть.определитель третьего порядка. 
Он является весьма удобным обозначением выражения: 
ay b. Су - |- a 2 b3 Cy -|- a& by c 2 — ax bä c 2 — a 2 by ca — as b2 с y. 

Заметим, что здесь каждый член представляет собой про
изведение трех элементов по одному из каждого столбца и по 
одному из каждой строки. 

Написанное выражение может быть преобразовано таким 
образом: 

ах ( 6 9 с 3 — bQ с 9) — сц (by с„ — ba Су) -\- aä (bx с а — 6 а c.v). 

Члены, заключенные в скобках, являются развернутыми опре
делителями'второго порядка, поэтому определитель третьего 
порядка может быть представлен так: 

ay by Су 

k Су 
% с 2 «а ^з с з 

ь. с а Cl 
ъй 

с 8 *8 

469. Итак, мы установили весьма важный способ получе
ния определителей второго порядка из определителей третьего 
порядка. 

Составим произведение из каждого элемента первого 
столбца и определителя второго порядка, который получается 
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после вычеркивания того столбца и строки, в которых распо
ложен данный элемент. 

Взяв а, отбросим (зачеркнем) первую строку и первый 
столбец: 

h Ca 

Взяв а.2, отбросим вторую строку и первый столбец: 

a» bi с, 
-Ое-Ьг-бг 
Фз Ь3 Сз 

bi Ci 
Ьз Сз 

Взяв а а , отбросим третью строку и первый столбец: 

Ьг d 

Чтобы получить разложение определителя третьего порядка 
на определители второго порядка, следует изменить знак вто
рого члена, т. е. произведения элемента, находящегося во вто
рой строке и первом столбце, и соответствующего определи
теля второго порядка. 

Определитель следующего низшего порядка, получающийся 
путем вычеркивания строки и столбца, в котором стоит из
вестный элемент, называется минором этого элемента-

Так например, в определителе 

ах Ьг сх 

а а Ы с-2 
аа Ья с 8 

минор члена а х есть определитель 
Ь-2 с а 

Если минору приписан надлежащий знак, то его называют 
алгебраическим дополнением соответствующего элемента, 

23 Справочник для инженер». 



354 Определители 

470. Элементы второго и третьего столбца, а также вто
рой и третьей строки также могут служить для разложения. 

•ai\ Су 

ö'2 h с 2 

а3 Ь& с 3 

Точно так же 

а.> b.2 Со 

«в bä
 с з 

а 2 с 2 ai ci — Ь а 

« 1 с х 

« 3 С 8 а3 с 3 а.> с 2 

&2 С 2 

* 3 С3 
Ьу 

6*2 С 2 flf2 i g 
«з h 

Пример 1, Разложить определитель 
2 3 

Име 
2 3 S 1 4 3 5 
7 1 4 = 2 2 3 — 7 2 3 Ч - б 
6 2 3 

= 2 ( 3 - 8 ) - 7 ( 9 - 1 0 ) -I- 6 ( 1 2 - 5 ) = - 10 + 7 + 42 = 39. 

Пример 2. Разложить определитель 
3 2 1 

Имеем: 
2 1 

- 6 2 
0 1 

• б 2 
0 1 

= 3 
- б 2 2 1 

+ 1 
2 1 

0 1 _ 4 0 1 + 1 - б 2 

= 3 ( ~ б - • 0) - 4 (2 - 0) - f ( 4 . 4 - б) = - 18 - 8 -I- 10 = - 1 6 . 

471. Решение системы трех уравнений первой степени. 

« 2 х-\-Ку -|- с 2 z = d2 

а» х-{-Ьву~\~са z = rfa. 

Предполагая, что коэффициенты при неизвестных, входя
щие в определители, не равны нулю, получим для каждого из 
этих неизвестных частное двух определителей, точно так же 
как и в случае системы Двух уравнений (см. п° 466). 
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Исключая из (4) и (5) неизвестную у, имеем: 

0 = 

dy Ь-г с 3 -— c/i с 2 из + с, с?2 bR — ei d,2 c 3 - | - с._> d3 

— Cj i 2 

6 2 с 3 -— ах С 2 £>8 + с 1 «2 — Ьх а 2 c-, - h 6Х с 2 а 3 — су b2 ö a 

а 1 с?а с 3 -— O j Со d3~\-cl а 2 с?я — c/j а 2 с п - | - c?i Со а ч ~Су, с?2 а 8 

«1 è 2 с 8 -— ai с 2 + * 3 — Л «2 с 8 + £>1 с 2 а 3 
— Ci ô a "в 

«1 с-2 da — а, с?2 b3-\~dy а 2 с-3 — -Ьх а 2 e/jj + ô i с?2 а 3 - < 4 * 2 
а» 

«1 b* е „ -- « i с 2 i g - j - C i а 2 £ 3 — Ьх а2 ca + 6j с 2 а 3 «в 

Заметим, что для системы трех уравнений с тремя неиз
вестными число членов в выражениях для этих неизвестных 
как в числителе, так и в знаменателе равно шести или 3!, 
т. е. 1 • 2 - 3 . 

Значения х, у и z могут быть получены путем приведе
ния уравнений к общему виду и подстановки в формулы 

dy by Су 
d<i b2 с 2 

d3'bs cä 

x — 
Oy by Су 
a% b2 c 2 

aa bä c 0 

473. Знаменателем во всех приведенных выражениях слу
жит один и тот же определитель, называемый определителем 
системы. Он составлен из элементов, являющихся коэффи
циентами при неизвестных в заданных уравнениях. 

ay dy Су ax by dy 
а 2 с/ 2 с 2 

aa d3 с 8 as b3 ds 

-; у — albyùy ; z —- ax by Су 
а 2 t>2 с а a 2 b.2 c a 

с 8 b3 cä a 3 b3 cs 

472. Всякая система трех совместных уравнений пер 
вой степени с тремя неизвестными может быть приведена 
к общему виду 

axx-\-bxy-\-ciz = dl (1) 
а2 x-\-b.2yArc2z-=-d2 (2) 
а3 x-\~bäy-\-c3 z = d3 (3) 

Исключая одно из неизвестных, например z, из (1) и (2), 
получим 

( « i с 9 — С] а а ) х - f (£•! с 2 — с х &2) г/ = ^ с а — Cj cf ï f (4) 

исключая z из (2) и (3) 
(а 2 с а — а 3 с 2 ) х - j - (ô a с 3 — bs с>) у = c/ a с 3 — с?, с 2 . (5j 

23* 
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Каждый определитель числителей получен путем замены 
в определителе системы коэффициентов искомого неизвест
ного постоянными членами, совершенно так же, как это мы 
делали при решении системы двух уравнений (п° 466). 

Пример. Решить посредством определителей систему: 
х — 2y + 3z = 2 

2 х - — 3z = 3 
х Н~" Ц-\- г — 6. 

Определитель системы будет иметь вид: 
1 - 2 : 
2 0 — 3 = 1 9 . 
1 1 1 

Отсюда 
2 - 2 3 . 1 2 3 I 1 - 2 2 
3 0 -- 3 2 3 -- 3 2 0 3 
б 1 1 1 б 11 1 1 6 

19 , у — 19 Z 19 

следовательно х ~ 3, у = 2, z = 1. 

474. Злаки алгебраических дополнений. Если элемент 
расположен в /э-ой строке и в т-ом столбце, то его минор, 
умноженный на ( — 1 ) т + р , называется алгебраическим допол
нением элемента. 

Возьмем, например, минор элемента с в в определителе 
^ г о порядка a i b i - d i 

<Хг &2 V2 $ 8 

0 4 £>4 С?4 

Алгебраическим дополнением с 3 будет: 
а, 6 г ^ 
а а ^ 2 с̂ а 
« 4 ^ 4 

Здесь 

( - 1 ) 
3 + 3 + 

а у b{dy 
а 2 6 a с/3 <*i h d/y 

m — 3, так как c 8 стоит в третьем столбце 
р = 3, так как с 8 стоит в третьей строке. 

Алгебраические дополнения аи а2, а8 обычно обозначаются 
буквами: Ах, As,. Аъ а определитель системы буквой D, 
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Таким образом 
D = a1A1 - f а 2 Л 2 - f ав Л%. 

475. Определители л-ro порядка. До сих пор мы рас
сматривали только определители второго и третьего порядка. 
Для решения системы п линейных уравнений e n неизвест
ными, необходимо составить определитель, в который войдут 
все п 3 коэффициентов при неизвестных из заданных уравне
ний. В таком случае получим определитель п-го порядка, обо
значаемый обыкновенно буквой А (дельта): 

ßi h <7i 
а 2 b-i, <7a 

••7» 
Этот определитель заменяет собой алгебраическую сумму 

произведений п множителей, каждый из которых может быть 
получен, если взять один элемент из каждой строки и один 
элемент из каждого столбца. Соответственно правилу, указан
ному в п° 474, каждому такому произведению нужно припи
сать знак плюс или минус в зависимости от его расположе
ния в определителе. 

476. Свойства определителей. Разложение определителя 
я-го порядка дает п\ членов. 

477. Если все элементы столбца или строки суть нули, 
то определитель равен нулю, ибо, разлагая по элементам этого 
столбца или строки, получим все члены равными нулю. 

478. Если все элементы столбца или строки, кроме од
ного, равны нулю, то определитель равен произведению этого 
элемента на его алгебраическое дополнение. 

«i *i ci О 
« 2 Oj j С 2 О 
а 3 о„ с 8 da 

a. h ci О 

at bt c t 

а 2 &a c 2 

o 4 h Ci 

479. Величина определителя HÔ' изменится", если заменить 
строки столбцами или наоборот. Это можно доказать, произ
водя разложение определителя. 

480. Всякая теорема, справедливая для столбцов опреде
лителя, справедлива и для его строк, и обратно. 
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481. Перестановка двух строк или столбцов одного на 
место другого изменяет знак определителя. 

482. Если две строки или два столбца определителя оди
наковы, то определитель равен нулю. 

483. Если элементы какого-нибудь столбца (или строки) 
умножить на алгебраические дополнения соответствующих эле
ментов другого столбца (или строки), то сумма их произведе
ний равняется нулю. 

Так например, 

а2Ау + Ь, Ву+сС^ 

+ /3,Л 7 ( = 0 

- 4 - ^ = 0 . 

484. Если все элементы одного из столбцов умножить на 
какое-либо число, то этим самым и определитель умножается 
на это же число. Действительно, 

таи by Су... ky 
та.,, Ь2 с 2 . . . &а 
тап bs с 3 . . . &s 

та Н П v'9t 

may Ay -J- m a 2 A 2 -f- maäAs -f- . . . 

. . . + т а , Л : = 
m(ауАу ~\~ a 2 /4 a +• . . . -j - a,A-) — 

: m 

ax bx Cj . 
ai c 2 . 
a<i К 4 • 

ky 

û «
 lj» c„ 

485. Только-что доказанная Теорема справедлива и для 
случая деления, так как деление на m равносильно умно-

1 
жению на 

m 
486. Если каждый элемент одного из столбцов определи

теля представить в виде суммы двух количеств, то данный 



Разложение определителей '359 

определитель, можно заменить суммой двух определителей 
того же порядка 

a-x-rdi h C i - • • к х 

an - j - d2 6 2 c.,. .. к a 6, • Ä 9 

dx bx cx 

do b., c 2 

• • h 

d„ b„ 

487. Если умножить каждый элемент столбца (или строки) 
на одно и то же число и произведение прибавить (или отнять) 
к соответствующим элементам другого столбца (или строки), 
то определитель по величине не изменится. 

488. Разложение определителей. Посредством применения 
принципа, изложенного в п" 487, можно обратить все элементы 
столбца (или строки), кроме одного, в нули, причем порядок 

. определителя может быть понижен на единицу (см. п° 478). 
Этот процесс можно продолжать до тех пор, пока не полу
чится определитель второго порядка. 

Перед понижением порядка определитель во многих слу
чаях можно упростить п у т е м сокращения на множители, 
общие для всех элементов столбца или строки. Кроме того 
можно уменьшить абсолютные величины членов, вычитая со
ответствующие элементы других столбцов (или строк) или 
их кратные. 

Пример. Определить величину определителя 

Преобразуем этот определитель посредством способа, указанного 
в п° 487, таким образом, чтобы сделать все элементы строки или столбца, 
кооме одного, равными нулю. Особенно удобен для этой щ ли второй столбец. 

Прибавим учетверенную ' первую строку ко второй, тогда цифра 4 во 
второй строке обратится в нуль. 

Затем прибавим удвоенную первую строку к третьей, а затем — первую 
к четвергой. Эти действия, как доказано в предыдущих пп°, не изменят 
величину определителя, но в результате их определитель примет вид 

2 - 1 
9 О 
8 'О 
S ^0 

5 
26 
17 
' 7 

26.. 
...17 

7 



360 Определители 

Вычитая элементы последнего столбца на первого, получим; 

2 26 7 
2 17 б 
1 7 6 

Прибавим удвоенную третью строку к первой, а затем удвоенную 
третью ко второй, тогда найдем: 

О 40 19 
0 31 18 
1 7 6 

40 19 

31 18 

Вычитая вторую строку из первой, имеем: 

- (162 - 31) = - 1 3 1 . 
40 19 
31 18 

9 1 
31 18 

Задача. Даны три числа. Сумма половины первого, трети второго 
и одной четверти третьего равна 12. Сумма одной трети-первого, четверти 
второго и одной, пятой третьего равна 9. Сумма всех трех чисел равна 38. 
Найти эти числа. 

х + у + z = 38 
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12 

9 

38 

9 1 12 J _ 12 А.-
4 9 

5 3 4 + 1 
5 

38 1 38 1 9 
1 
5 

тот же, что и для х. 

10 6 ^ 20 

36 Т 240 

:12. 

Так как х-\- у -f- z = 38, 

_ L 
40 

то г = 20. 
Таким образом искомые числа суть 6 , 12 и 20. 

489. Разложение определителей на множители. Если 
определитель обращается в нуль при 
элемента Ь, другим элементом а, то 
является множителем определителя. 

Пример, 
' 1 

1 
1 

замене какого-нибудь 
разность чисел а и & 

D-. 

Если 

а 3 

Так как две строки в этом определителе одинаковы, то D — 0 и (а — Ь) 
является его множителем. По той же причине (6 ~ с) и (с — а) также 
являются множителями данного определителя. • 

Произведение этих трех множителей имеет ту же степень и может от
личаться от D только коэффициентом к. Поэтому 

D = k(a — b){h--c)(c-a). 
Член, полученный из главной диагонали первоначального определителя, 

равен ЬсК 
Оа должзн быть равен соответствующему члену в выражении 

к{а—о)(Ь — с ) ( с — а ) или kbc2, 
отсюда 

Ьс2 = kbc\ т. е. к = 1. 
Следовательно 

В; = (or - 6) (Ь - с) (с - à). 
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Глава XX. 
СОЕДИНЕНИЯ. 

490. Если для изготовления какой-нибудь вещи требуется 
произвести два; действия, причем первое может быть выпол
нено только одним способом, а второе г способами, то 
указанную вещь можно изготовить, сочетая первое действие 
с любым из г возможных способов осуществления второго дей
ствия. Таким образом данную вещь можно сделать г способами. 

Пусть в предыдущем примере первое действие можно 
осуществить уже не одним, а двумя способами, второе же по-
прежнему г способами. 

Тогда каждый из двух способов выполнения первого 
действия можно сочетать с любым из г способов для второго 
действия, следовательно вещь может быть изготовлена 2г 
различными способами. 

Положим, для изготовления предмета нужно выполнить 
гри'.'действия, причем для первого существует п ^способов 
осуществления его, для второго —• г. и для третьего—s спо
собов. Рассуждая подобно предыдущему,. найдем, что всего 
возможно n-r-s способов, для того, чтобы изготовить дан
ный предмет. 

Точно таким же образом, если на должлость директора 
предприятия могут быть приглашены 4 человека, а на долж
ность его помощника б человек, то существует 6 X 4 — 24 
способа замещения указанных вакансий. 

п различных вещей можно раздать X мужчинам и а жен
щинам (x-j-а)" способами, так как первую, вещь можно 
раздать (х~\~а) способами, вторую—также (*- | -а) способами 
и т. д. Следовательно, для га вещей существует 

(л: -f - а) (х ••-{- a) (x ~f- а)... или (x - j - а)'' 
способов распределения.. 

491. Всякое расположение предметов, отличающееся по
рядком их расположения, или самими предметами, называется 
размещением. 

Перестановкой называются размещения, .отличающиеся 
только порядком расположения предметов, а не самими пред
метами. 

492. Всякое распределение предметов в группы независимо 
от порядка, в котором они расположены в этих группах, 
называется сочетанием. Например: 

ab, ас, ba, be, са, cb, 
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ab и ba суть различные перестановки в одном и том же соче
тании. Если рассматривать все три буквы, взятые вместе, то 
получим б перестановок, а имен; о: 

abc, acb, bca, bac, cab, cba, 

но только одно сочетание: abc. 
493. Число размещений п различных предметов, взятых 

одновременно, равно произведению 

п(п— 1)(п — 2)(гс — 3 ) . . .3 • 2 • 1. или л! 

Предположим, что у нас имеется п различных вещей и мы 
хотим знать, сколькими способами можно расставить их по'п 
местам. 

Можно поставить любую из вещей на первое место, любую 
из оставшихся п—1 вещей на второе место. Первые два 
места могут быть заняты п(п — 1) различными способами. 
Продолжая действие в том же порядке, найдем, что последние 
два места можно заполнить только двумя способами, а ло* 
следнее лишь одним. 

494. Число размещений п вещей, взятых по г за-раа, будет 
равно 

ni 
( n — г ) ! 

Пусть имеется ряд из г стульев и мы желаем знать, сколькими 
способами можно рассадить на них г из n человек. 

Каждого из людей можно посадить на первый стул. После 
того как он будет занят, можно занять второй стул любым 
из (п— 1)'оставшихся людей. Таким образом число возможных 
размещений на двух стульях равно п(п — 1), если г 4^. п. 

Последний /-ый стул можно занять столькими способами, 
сколько осталось стоящих людей. Следовательно, если мы 
захотим выбрать человека, могущего занять r-ый стул, имея 
уже ( г—1) сидящих, то найдется п — ( г — 1 ) или (л—• г —1) 
людей, не имеющих места. 

Итак, общее количество способов рассадить г людей.из п 
на г стульях будет: 

п(п— 1)(гс — 2)(п — 3 ) . . . ( д — r + l )== 
_ п(п — 1)(п—<2)...3- 2 - 1 ni 
~~~'(n — r)(n~r — 1 ) . . . 3 - 2 - 1 " (n - r)!' 
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(п-г)\ 

или 

Глава XXI. 

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ. 

Разложение дробей на простейшие. 

496. Неопределенные коэффициенты. Коэффициенты, ве
личины которых в начале решения задачи неизвестны, но 
определяются впоследствии, называются неопределенными 
коэффициентами. 

Если, например, мы хотим разложить выражение (х — 1) -
•(х~\-1)(х—2), не производя самого перемножения, то можем 

вообще написать: 

(х — 1) (х ~\~ 1)(х — 2) = л-8 -f- Ах% ~|- Вх -(- С. (1) 

С целью определения коэффициентов А, В я С из тож
дества, которое должно оставаться справедливым для всех 
значений х, положим в (1) * = 0. В этом случае С — 2. 

Если х~1, то выражение (1) примет вид: 

0 = 1 4 . 4 + 

Условились обозначать число размещений ия п предметов 
но г символом: 

Г* "> 
( Л — >•)! 

495. Число сочетаний из п различных вещей по г одновре
менно равно 

С* n! 
" ~~ И (п — /•)!"" 

В предыдущем случае имелось г людей и И перестановок 
из них, но только одно сочетание. Таким образом там было 
в И раз больше перестановок, чем сочетаний. 

Если число сочетаний равно л:, то х • И есть число воз
можных размещений 

. п\ 
X • Л 
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Если лг = — 1, то из (1) будем иметь 
0 = ~ 1 + Л — ß + C. 

Решая совместно два последние условные уравнения, 
имеем: 

Л = — 2, ß = — 1 , С = 2 . 

Следовательно 
(* — 1 ) ( * + 1) — 2) = д : 8 — 2х2~хАг2. 

497. Разложение дробей. 
Пример. 1. Разложить дробь 

1 +J2* 
l - f - A - - | ~ A - a " 

Первый член разложения получается посредством обыкновенного деления 
и равен, очевидно, 1 : 1 , т. е. ] . Так как число не делится нацело на знаме
нателя, то результатом деления явится бесконечный ряд, начинающийся 
членом 1. Последующие члены представляют собой выражения с возрастаю
щими степенями х. Для определения коэффициентов при этих степенях 
положим 

_ i ± ^ L 9 = 1 + Ах 4- Вх* 4- Cxa + 4-' 14- * 4 " х (D 

1 4 - ix = 14- А ' *4- в x*-j-D 

+ 1 4- А 4-5 4-
+ 1 + А 4-5 4-

Это равенство будет справедливо для всех значений ,v, которые обра
щают ряд в сходящийся. 

Умножая все члены ряда на знаменатель и упрощая его, получим: 

(2) 

Применяя принцип неопределенных коэффициентов (п° 496), можно 
приравнять коэффициенты в этих двух рядах. Совокупность членов, стоя
щих по левую сторону от знака равенства, можно рассматривать как бес
конечный ряд 

1 + 2х 4- Ол-а + Ол-з 4- Ох* f . . . 

Сумма членов этого ряда имеет определенную величину для любых зна
чений х, в то время как ряд, стоящий по правую сторону знака равенства, 
имеет определенную величину суммы лишь для тех значений х, которые 
делают этот ряд (1) сходящимся. Так как равенство (2) имеет смысл для 
значений х, обращающих ряд в сходящийся, то неопределенные величины 
А, В, С можно определить сравнением коэффициентов при одинаковых 
степенях х в обеих частях равенства. 

Следовательно 
= 2 

ß -J- А + 1 = 0 
А = 0 
В-0 

С + В 
В + С 

и Л = 1 
В=*~ 2 
с=>4-1 
£> = 4 1 , 
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Таким образом дробь 
1 + 2х 

Неопределенные коэффициенты 

1+X — 2XÏ + х* + х*+... 
1 + х + х* 

Разложение может быть также получено делением. 

Пример 2. Разложить дробь 
2-х + 2хг 

Хг.-2х* " 
2 *> 

Так как первый член разложения есть очевидно •^5- или 2х~", то по

лагаем, что дробь после разлоа:ения принимает вид: 
2~^+%£- = Ах~а + Вх - 1 + С + Dx + Ex"- -\- ... 

Освобождая от знаменателя и умножая обе части на х-, имеем: 

2 — х + 2х'- = А + В х + С Д.-2-fZ) х* + Е .v-Ч 
-2А — 2В - 2 С - 2 D 

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях л и решая уравнения, 
•наЧдем: 

..4 = 2, Я = 3, С = 8 , £> = 16, £ = 32, 
откуда 

- ^ 1 Г 2 ^ ~ = 2 * ~ 2 + З Л " ~ 1 + 8 + 1 Б ' Г + 3 2 X 2 + ' ' • 

498. Разложение иррациональных выражений. Чтобы 
разложить выражение У^а-\~х по методу неопределенных ко
эффициентов, положим 

Vlt~+x = А-\-Вх~\-Сх* + Dxs-\-Ех" -]- ...' 
Возвышая обе стороны в квадрат, найдем: 
,e..rf-..r = i49 + 2 i 4 ß * + 5» 

+ 2АС 
x*-\-2AD х*-\-С2 х* +. 

-+2ЯС -Г2АЕ 
+ 2BD 

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, 
находим: _ 

Аъ = а, откуда A —Y а _ 
1 Va 2АВ~1, 

5 3 + 2ЛС = 0, 

2 Л £ + 2 £ С = 0, 

В: 

С = 

2/i 2д 

' во* 
I / o 
16а»' 
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и наконец, 
С 2 + 2Л£-J-25Z) п о 

следовательно 
р — 5 V a 

~ * Ша?' 
Таким образом 

Заданное иррациональное выражение может быть также 
разложено посредством извлечения корня или по формуле 
бинома. Следует, однако, заметить, что, независимо от приме
ненного способа, полученный ряд будет равен данному ирра
циональному выражению только при тех значениях х, которые 
делают ряд сходящимся. 

499. Простейшие дроби. При сложении дробей получается 
одна дробь, у которой знаменатель равен наименьшему крат
ному знаменателей слагаемых. 

Так например, 
5 _ _ 7 б _ £ + 4 

'2(Х—ХУЧ(Х—Ъ) х—2 4 ( * 3 — 6л:Н-"5*-~6)" 
Часто бывает необходимо произвести обратное действие, 
а именно разбить данную дробь на сумму или разность 
дробей, имеющих знаменатель более низкой степени и более 
удобного вида. 

Здесь мы будем рассматривать только такие дроби, у ко
торых числитель имеет более низкую степень, чем знаме
натель. В противном случае, произведя деление, получим 
целый многочлен и правильную дробь указанного типа. 

Число простейших дробей, на которые разлагается данная> 
зависит от числа простых множителей, на которые можно 
разложить ее знаменатель. 

Рассмотрим следующие случаи разложения: 
500. Случай 1. Знаменатель разлагается на множители 

первой степени (линейные), которые являются действитель
ными, но различными. 

Рассмотрим дробь 
* 4 - 4 

( * — 2 ) ( * — 3 ) . 
и разложим ее на простейшие. 
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Подставляя корень х~2, имеем 
6 = 0 - 5 + 0, 

т. е. 
.5 = - б . 

Положим 
х + 4 А , В С 

(л—1)(лг —2)(х-~-3) x — l " 1 " * — 2 " 1 " * — 3 ' 

Умножая обе части равенства на (л: — 1)(л" — 2) (х-—3), по
лучим: 

х 4 - 4 = А (х — 2) (х — 3) + В(х — 1) (х — 3) - f С(х — 1 (* — 2 ) = 
= (Л - f 5 - f С) x*—(5А + 4 5 - f ЗС) * -I- 6Л + 3 5 + 2 С . 

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х 
имеем: 

0 = А-}-В~\-С, 
~ 1 = 5Л + 4 5 + З С , 

4 = 6А- |~35 + 2С. 
Решая уравнения совместно, находим: 

А = - | , 5 = - б , С = - | . 

Составим теперь уравнение 
х + 4 ^ 5 б__ 7 

—1)(лг—2)(лг —3) 2{х — 1) х — 2~~]" 2{х—3)*" 

Другой способ разложения состоит в рассмотрении от
дельных множителей знаменателя, а именно, {х — 1), (х—2) 
и (х — 3), как это указано в п° 266, а затем в подстановке 
корней х = 1, 2 и 3 вместо х. 

Остаток во всех случаях будет равен нулю. В этом случае 
после упрощений будем иметь 

х^.4^А(х— 2 ) 0 — 3)-\~В(х — 1) {х — 3 ) - [ -С(х — 1)(х — 2) 

Подставим значение корня х = 1г 
5 = a 2 i 4 - f - 0 + 0, ' 

откуда, как и ранее, 
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501. Случай 2. Знаменатель разлагается на действительные 
линейные множители, некоторые из которых повторяются, 
как например в дроби 

5л:2 — б* — 5 
— 1 ) Ч * + 2 ) * 

В этом случае знаменателями отдельных дробей будут не 
только (л: — I ) 3 , но также (х— 1J 3 и (х — 1). В -случае, если 
они не входят в состав дроби, числители равны нулю. 

Рассматривая вышеуказанную дробь, имеем: 
5 л : 2 — 6 г — 5 А _|_ В , С , D 

(лг—l) s {х-\-2) (* — 1 ) . 1 (* — 1) а 1 (*— D 3 1 (* + 2 ) ' 

Упрощая выражение путем умножения на (л: — I ) 3 (лг-{-2), 
находим: 

5л-Е — 6л- — 5 = А (х — I ) 2 (х 4- 2) H-
-1- Я (* — 1 ) (* + 2) 4 - С (х + 2) + D(x — 1)з. 

Положив здесь х =— 2, находим, что D — — 1. 
Положив л: — 1 , находим, что С = ' — 2 , отсюда 

А = 1, В=% 
следовательно 

5л- а— 6х — 5 1 . 2 _ 2 _ 1 _ 
' (* —1) ! ) (х + 2) i — 1 " h (л— I ) 2 (л: — Г)"8 . 

Впрочем здесь можно было бы применить и метод, описан
ный в n 0 5Q0. 

П р а в и л о . Если в знаменателе имеется множитель 
(х — а)"> то данная дробь разлагается на сумму простейших 

Л , В • С • • N 
х — а Г(х — а)*^(х — а)" ^ п (л: —а)"" 

24 Справочник дли пнжакега. 

Наконец, принимая л: — 3, получим: 
7 = 0 + 0 + 2С 

С — ~2 к а к и раньше. 

Правило таково, что множителям (л-— а) соответствует 
простая дробь вида 

А 
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502. Случай 3. Знаменатель содержит множители второй 
степени, которые не повторяются и не могут быть разло
жены на линейные. 

Таков, например, знаменатель дроби 

Зл- 2 ~-2 

Положим, что 
З * 9 — 2 = Ах А,-В j С 

( л - 2 + х Ar 1) {х Ar 1) х*АгхАг1~^~х + Т 

Упрощая, имеем: 
— 2 = (Л* -I- Я) (* + 1 ) + С (> 2 + х + 1) = 
= (Л + С)дг2 + ( Л - | - 5 + С)х + 5 Н - С . 

Применяя способ, приведенный в п°500, и сравнивая коэффи
циенты, находим: 

Л + С = 3 
АА,-В~\-С = 0 

ВАгС = — % 
отсюда 

Л = 2, £ = — 3, с - - ; . 
Следовательно: 

З* 2 — 2 ^_ 2лг — 3 1 
(л:2 + XAr 1) (л- + 1 ) X»-f X-\-L^X~|~ 1' 

Числитель -для дроби со знаменателем второй степени 
берется равным Ах Ar В, так как знаменатель имеет два 
корня. 

П р а в и л о . Если один из множителей знаменателя 
является многочленом второй степени, то следует предпо
ложить, что соответствующая дробь будет иметь вид 

Ах Ar В 
ах1 - j - BX Ar с ' 

503. Случай 4. Знаменатель содержит одинаковые множи
тели второй степени, как например дробь 

* Ч - * 8 — 2х* — 5х — 4 
(х — Щх*-\-х-\-1)* "* 
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Для разложения дроби на простейшие положим, что она 
равна сумме 

_А , ВхЛ-С , РхА-Е 

Решение находим точно так же, как и в предыдущем случае. 
П р а в и л о . Если в знаменателе имеется множитель 

(ах"2 - j - Ьх Arс)п, то дробь следует представить как сумму 
простейших: 

Ах Ar В ! CxA-D . MxA-N 
ax^ArbxArC ' (ах'А'ЬхАгсУ " ' f (ax'À - j - Ьх-\-с)" ' 

Во всех случаях степень числителя каждой простейшей 
дроби должна быть на единицу меньше, чем степень соответ
ствующего знаменателя. 

Глава XXI/. 
ГЕОМЕТРИЯ. 

504. Угол называется дополнительным другого угла до 
прямого, если их сумма равна прямому углу. 

505. Угол называется пополнительным другого угла до 
двух прямых, если они в сумме равны двум прямым. 

506. Два угла со взаимно перпендикулярными сторонами " 
или равны между собой, или пополняют один другого. 

507. Два угла со взаимно параллельными сторонами или 
равны между собою, или пополняют один другого. 

508. Прямоугольные треугольники. Если обозначить бук
вами а и b длины катетов, а буквой с — длипу гипотенузы, 
то имеем: 

[118] л* + Аа = с я 

[119] а = У(с-\-Ь) (с — Ь) 
[120] а — с sin А = b tgA 
[121] а = У~т~с~~ 
[122] 6 = У ( с + а).(с — а) 

[123] b-=ccosA~--jÂ 

[124] Ь = УпТ 
24* 



M 

[125] 
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c= Ya?-\-b* 

11341 : т.п. 

161. 

509. В прямоугольном треуголь
нике, два острых угла которого 
равны соответственно 30° и 60°, ги
потенуза вдвое длиннее меньшего 
катета. Больший катет в V 3- раз 
длиннее меньшего. 

510. Если треугольник вписан в полукруг, то он — прямо
угольный (рис. 161). 
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511. Теорема Пифагора. В прямо
угольном треугольнике квадрат гипоте
нузы равен сумме квадратов катетов 

Квадрат, построенный на катете а 
равновелик прямоугольнику со сторо
нами тис. 

Квадрат, построенный на другом 
катете, равновелик прямоугольнику со 
сторонами n и с. 

512. В прямоугольном треуголь
нике перпендикуляр, опущенный из 
вершины прямого угла на гипоте
нузу, есть среднее пропорциональ
ное между отрезками гипотенузы 
(рис. 163). 

m р 

Рис. 162. 

[135] или р тп. 

а/ Р 

/ т 
п 

с 

Рис. 163. 

513. В прямоугольном треугольнике катет есть среднее 
пропорциональное между проекцией" этого катета на гипоте
нузу и самой гипотенузой: 

Ь 

~ с ' 
m 
а 

а — — и с 
откуда 

а • V тпс 

V~nV 
[121] 
[124] 

514. Равносторонний треугольник 
(рис. 164). 

[136] А^В = С=60° 

[137] Площадь = - ~ ah 

[138] = | - а"- / " Г = 0,43301 а 2 ' 

[133] Л -|~ а 1 / Т = 0,866а 

а/ 
\h \ ° \h 

А j Л 

164. 
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515. Какой угодно треугольник на плоскости. 
[140] А-\-В-|-С = 180° = я радианов; 180 — А=ВС. 

Последнее равенство показывает, что внешний угол равен 
сумме двух внутренних, с ним не смежных. 

Обозначая буквой s полусумму всех сторон (полупериметр), 
имеем: 

[141] . = « ± * ± £ . 

Радиус вписанного круга равен 
(рис. 165): 

[142] . / " ( s — a) (s—h) G •с) 

Радиус описанного круга можно 
найти по формуле: 

Рис. 165. 

[143] Л = ^ 1 г . Т = 21и7Ж^2ьчг7С : 

[144] Площадь треугольника = - у 6Л = ] / s ( s — a) (s — 6) (s — с). 

516. Прямые, соединяющие вершины 
треугольника с серединами противолежа
щих сторон, называются медианами. Они 
пересекаются в точке G, являющейся 
центром тяжести площади треугольника 
(рис. 166). Указанная точка лежит на ме
диане в расстоянии одной трети ее 
от соответствующего основания. 

517. Перпендикуляры, опущенные из 

вершин на противолежащие стороны, на

зываются высотами. Они пересекаются 

Рис, 167, в точке О (в ортоцентре) (рис. 167). 

Рис. 166. 
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518. Перпендикуляры, восставлен
ные из середины сторон, пересекаются 
в точке С, являющейся центром опи
санного круга (рис. 168). 

Точки О, С и G лежат на одной 
прямой, причем G делит отрезок ОС 
на две части, из которых одна вдвое 
больше другой. 

519. Прямая, делящая угол на две 
равные части, называется биссектри
сой. 

Биссектрисы углов треугольника 
пересекаются, в точке Н, являющейся 
центром вписанного круга (рис. 169). 

520. О пропорциональности -
линий в треугольнике. Прямая, 
параллельная одной из сторон 
треугольника (например МЩАС), 
делит две другие стороны на ча
сти пропорциональные (рис. 170). 

AM CN 
MB 1MB 

Биссектриса делит противолежа
щую сторону на части, пропорцио
нальные двум другим сторонам (рис, 
171): 

ВМ ЛВ 
MC лС ' 

521. Два треугольника равны ме
жду собрй, если две стороны и угол, 
заключенный между ними в одном 
треугольнике, соответственно равны 
двум сторонам и углу между ними 
в другом. 

522. Два треугольника равны, 
если сторона и два прилежащих 

Рис. 163. 

Рис. 169. 

Рис. 170. 

Рис. 171. 

Рис 172. 
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к ней угла в одном из них соответственно равны сто
роне и двум прилежащим к ней углам в другом. 

523. Если три стороны одного треугольника соответствен
но равны трем сторонам другого, то треугольники равны 
между собой. 

524. Подобные треугольники. Два треугольника подобны, 
если углы одного из них равны углам другого, а сходствен
ные стороны пропорциональны. 

525. Прямая, параллельная одной 
из сторон треугольника, образует 
с двумя другими треугольник, по
добный данному 

Д ОСЕ подобен Л АСЕ, 
Рис. 173 если DE II AB. 

526. Два треугольника по
добны, если два угла одного из 
них соответственно равны двум 
углам другого, Так, например, 
если А равен А' к С равен 
С, то треугольники ABC и 
А'В'С подобны (рис. 174). 

в л 

Рис! 174. 

527. Графическое умножение и деление посредством 
подобных треугольников. Пусть требуется графически пере
множить а и Ь. 

П р а в и л о . Начертите треугольник (лучше всего прямо
угольный), сторона которого равна одному из данных чисел, 

а высота—единице. Продолжая 
ею стороны, построим вто
рой треугольник, подобный 
данному, таким образом, что
бы его высота равнялась вто-

"\ рому числу. Основание этого 
треугольника дает искомое 
произведение. 

Доказательство. Вследст
вие подобия треугольников 

-х ab 

Рис. 175. 

X ! а — Ь : 1 или х — ab, 



Прямоугольник 377 

Если а < 1 , треугольник примет вил, изображенный на 
рис 176. Если же а < 1 и b < 1, треуго льники будут иметь 
вид, показанный на рис. 177. т"Г' -> 

I 
з 

I. 

Рис. 176. Рис. 177. 

Пусть требуется разделить графически а на Ь. 
П р а в и л о. Начертите прямоугольный треугольник, осно

вание которого равно делителю, а высота равна единице. 
Продолжая стороны его, постройте треугольник, подобный 

Ь-делитвпь 
й-делимое > 

Рис. 178. 

• а-делимое — 
Ь- делитель —г» 

Рис. 179. 

первому, таким образом, чтобы основание новою треуголь
ника равнялось делимому. Высота его будет равна частному. 

Доказательство: х : а = 1 ; /л 
Следовательно 

а 
х = : = Ь' 

Если делимое меньше делителя, то получатся треуголь
ники, показанные на рис. 179. 

528. Прямоугольник (рис. 18С). 
[145] Площадь = ab 

[146} = у d* sin U, 
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[U7] 
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диагональ d***V d1 ~|- ô'j 

[148] U — острый угол между диагоналями =» 2 arctgf •. 

529. Параллелограмм. 

[149] Площадь = bh 

[150] =ab sin С. 

Противоположные стороны этой 
фигуры параллельны и равны ме
жду собой. 

Диагонали делят ее на треугольники, соответственно рав
ные друг другу. 

Углы, примыкающие к каждой стороне, в сумме составляют 
два прямых. 

Диагонали делятся точкой пересечения их пополам. 

Рис. 181. 

[151] Площадь : di • d.2 sin U, где dx и а*3 — длины "диаго

налей, a U—острый угол между ними. 
Центр тяжести площади параллелограмма лежит в точке 

пересечения диагоналей. 
530. Ромб. Параллелограмм с равными 

сторонами называется ромбом (рис 182), 
[152] Площадь = а'л sin С, где С — угол 
между соседними сторонами. 

di • rf9 

Рис. 182. 
[153] Площадь : 

2 -, где di и d 2 — 

длины диагоналей. 
531. Трапеция. Четырехугольник, две стороны которого 

параллельны, называется трапецией (рис. 183 — 184). 
а 

Т' 
ч - -

медиана 

Рис. 183. 

[154] Площадь = 

1 
Рис. 184. 
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[155] Площадь = -AlA_ s in £/. 

[156] (t/O2 + (c/ 2) 2 = r* - f S 2 - f 2a6. 

Прямая, проведенная через середины непараллельных сто
рон трапеции, называется медианой. Длина медианы равна 
полусумме параллельных сторон. 

Площадь трапеции равна произведению медианы на вы
соту. 

Для нахождения центра тяжести трапеции следует разбить 
ее на два треугольника и найти их центры тяжести. Прямая, 
соединяющая середины параллельных сторон, пересекаясь 
с прямой, проведенной через центры тяжести треугольников, 
дает искомый центр тяжести площади трапеции. 

532. Четырехугольник. Всякая фигура, имеющая четыре 
стороны, называется четырехугольником. 

[157] Площадь =» ^ ' у, ̂ 3 sin U. 

[158] a 2 + б 2 + с 2 - f & = W + Ш2 + 4 т 2 , 

где m — длина прямой, соединяющей середины диагоналей. 
Для определения площади четырехугольника его обычно 

разбивают на два треугольника и находят сумму их площадей. 

Рис. 185. Рис. 186, 

Сумма внутренних углов четырехугольников равна 360°. 

[159] Площадь А , Г д е / - д л и н а диагонали, А — ширина 

в направлении, перпендикулярном к диагонали (рис. 186), 
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533. Правильные многоугольники. В правильном много
угольнике все стороны, а также все углы равны между собой 

(рис. 187). 
Если обозначим буквой п число сто

рон этой фигуры, то 

[160] LA 180°: 
п 
радианов. 

Рис, 187. [161] LB-
360° 2-_ 

п 
радианов. 

Между числом сторон, длиной стороны, радиусом вписан
ного круга и площадью существуют следующие соотношения: 

n а г /г Площадь 

3 
4 
5 
6 
7 
8 

1,732/? 
1,4147? 
1,1756/? 
1,ооо/г 
0,8677/? 
0,7653/? 

0,2887а 
0,5я 
0,6882а 
0,8бба 
1,0383п 
1,207Ь 

0,5773d 
0,7071я 
0,8506я 
1,0000а 
1,1524(7 
1,3066(7 

0,433(1^ 
1,000 в2 
1,7205e'-! 
2,5981a-* 
3,б339 в2 
4,8284c»a 

n 2 # s ! n А~ 
а / i 

— cosec — -
M —* 

na> . L В 

534. Построение правиль
ных многоугольников. Всякий 
правильный многоугольник мо
жет быть построен следующим 
образом. 

Пусть требуется начертить 
семиугольник. Проведем полу
окружность HGB радиусом А В, 
равным стороне семиугольника. 
Разделим ее на семь равных 
частей и через точки деления 
проведем радиусы, продолжив 
их за пределы полуокружно
сти. Поставим ножку цир
куля в точку G и радиусом, 

равным стороне семиугольника, сделаем засечки F, Е, D и 
Ç, Соединив их прямыми, получим искомую фигуру (рис. 188), 

188 
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Рис. 189. 

Круг 

Рис. 190. 

537. Круг (рис. 191). 

[162J Длина окружности == дна 
метру X 3,1416 — ради 
усу X 6,2832. 

[163] Площадь круга = 
= u X (радиус) 2 — 

длине окружности X радиус 

длине окружности X диаметр 

— -r* X (диаметр) 2 = 

— 0,7854 (диаметр) 2 Рис. 191. 

535. Подобные много-
с. 

угольники. Два много

угольника подобны, если 

их стороны пропорцио

нальны, а углы равны 

между собой (рис. 189). 
536. Построение подобных многоугольников со сторо 

нами, находящимися в данном отношении. Из каждой вер
шины проводим диагонали и 
продолжим их, как показано 
на рис. 190. 

Из точки В' проводим пря
мую В'С, параллельную ВС. 
Продолжая построение подоб
ным же образом, получим мно
гоугольник A B'C'D'E'F, по
добный данному. 

Подобные многоугольники 
можно диагоналями разбить на 
треугольники, подобные друг 
другу и одинаково расположен
ные. 
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[164] S = г А = 2r arccos-

165] с = 2 / г 2 — =2jrsi'n y = 2 c / t g y = 2</ tg-^-

}166] d = V 4 i ,2 „ , . 2 V D 8 — с 2 Л _ = г с о з т 

c A 

e T c t s f 

_5_ 

5 с/ с 
[167] Л ( в радианах) = — = 2 arccos — — 2 arctg ^ : 

Рис. 192. 

= 2 arcsin 
7J 

538. Вписанный угол А измеряется 

половиной дуги, заключенной между его 

сторонами. Он равен половине цен

трального угла В, опирающегося на 

ту же дугу (рис, 192). 

539. Все вписанные углы, опираю

щиеся на одну и ту же дугу, равны ме

жду собой (рис. 193). 

Р и с 193. LA~-LB=r-LC 

Если А — угол в радианах, то 



Круг 

540. Вписанный угол, опирающийся 

на полуокружность, равен 90° или —-

радианам (рис. 194). 

541. Если дуга, на которую опи

рается вписанный угол, меньше полу

окружности, то угол'—острый (рис 195). 

542. Если же эта дуга больше полу

окружности, то угол — тупой (рис. 196). 

543. Угол, между, хордой çd и 

касательной cb измеряется полови

ной дуги dac. 

Он равен половине центрального 

угла А, опирающегося на эту дугу 

(рис. 197). 
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544. Угол между касательной сЬ и 

хордой cd, проведенной через точку 

касания, равен любому вписанному 

£ углу (например В или С), опирагоще-

Рис. 198. муся на ту же дугу cd (рис. 198). 

545. Если две. хорды пересекаются 
с внутри круга, то каждый из двух по

лученных углов измеряется полусуммой 
дуг, заключенных между хордами (рис. 

99). 

/_А—-~(ас-\ db) 

LB-=-\(ad-\-cb). 
не. 199. 

546. Если две секущие ab и 

cb пересекаются вне круга, то 

à полученный .угол измеряется по

луразностью дуг, заключенных 

между сторонами (рис, 200). В 

самом деле 

547. Угол, образованный касательной 

и секущей, пересекающимися вне круга, 

измеряется полуразностыо дуг, заклю

ченных между его сторонами (рис. 201). 

[168] 1_А измеряется половиной дуги s 

минус половина дуги п, или 

Рис. ли, LA=*LD—LC 



Круг 

548. Угол, образованный двумя ка

сательными к окружности, измеряется 

полуразностью дуг, заключенных ме

жду ними (рис. 202). 

549. Если две хорды, проведенные 

в круге, пересекаются между собой, 

то произведение отрезков одной из 

них равно произведению отрезков дру

гой (рис. 203). 

[169] AD • DC — ED - DB. 

550. Если произвольная прямая, 

проходящая через точку А, пересекает 

окружность в точках Р и Q (рис. 204), 

то прризведение 

[170] AP-AQ-- const. 

551. Если произвольная прямая про

ходит через точку А, лежащую вне 

круга, и пересекает окружность в точ

ках Р и Q (рис. 205), то 

[171] AP-AQ = AT\ 1 

где AT—длина касательной, прове

денной из А 
25 Справочник дош ипимиора. 
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552. Если иа точки А, лежа-
'щей вне круга, провести каса--
тельную и секущую, то длина ка
сательной AD есть среднее про
порциональное между всей секу
щей AD и ее онешним отрезком 
(рис. 206). 

Рис. 206. 
[172] АС 

AD 
АР 
AB 

Рис. 207. 

553. Если из точки С, ле
жащей вне круга, провести две 
секущие, то произведение дли
ны секущей на ее внешний 
отрезок равно произведению 
второй секущей на соответ-

• ственный ее отрезок (рис. 207). 

[173] AC-BC=CD-CE. 
554. Кольцо (рис. 208). 

[174] Площадь = ~ (R3 — г*) • 

[175] 
2 Ь I- d : 

_^ Q И 

Рис. 208. [176] b => R—r. 

555. Сектор (рис. 209). 

Обозначая длину хорды буквой С, имеем: 

S ' А 
[177] C = 2r sin-r- (А выражен в радианах). 

Рис. 209. 
[178] C—2r sin 905 

Til' 
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где S—1 длина дуги, 

S = -гА 
выражен в градусах) 

S = г А (А — в радианах). 

[179] Площадь rS -г*А 
360° (А — в градусах). 

556. Площадь части кольца (рис. 210). 

[180] Площадь — тс А(№ — г*) 
360" • '. 

где А — угол в градусах. 

Рис. 210. 
557. Сегмент (рис. 211)., 

А 
[181] С — хорде = 2/- sin -~у (А выражен в радианах или 

в градусах). 

[182] S — длине дуги = 

= -JIQÔ- (А — в градусах), 1 

A M 
S — 2r ~~- = г А {А — в радианах). 

А 
[183] Л = » — - d = г ^1 —cos. y 

(А — в радианах или гра 
дусах). Рис. 211. 

[184] , А V. № — d-=rcos - у = g 

(здесь А — в радианах или градусах). 
558. Площадь кругового сегмента. Площадь сегмента 

равна площади сектора MÖNS (рис. 211) минус площадь 
треугольника MON, 

25* 
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здесь arc cos — в радианах. 

r — h 
Площадь — г2 arc cos — (r — h)}/ 2rh — л - , 

r—h 
здесь arc cos — в радианах. 

[186] Площадь = L f c l Q r h ^ . = ^ a r c s i n £ -

. С 
где arcsin-^r- — в радианах. 

Последняя из приведенных формул действительна для сег
ментов, меньших полукруга. Если же он превышает полу

круг, то его площадь можно получить пу
тем вычитания меньшего сегмента из пло
щади круга. 

Площадь сегмента равна площади круга 
минус площадь сегмента MNS. 

Площадь между сторонами квадрата и 
вписанной в него четвертью окружности 

Рис. 212. (рис. 212) находится из формулы: 

[187] Площадь = - 0 , 2 1 5 г 2 « ~ г* 1 ) . 

*) Истинное выражение площади, ваключенной ' между сторонами ква« 
драта и вписанной в квадрат четвертью окружности, дается формулой 

11 - г2 а* (I • - 0,785) /-a а ; 0,215/-" 

Прим- ред> 

[185] Площадь = --- (А — sin А) = S— /• sin - ~ 

л S 

где А и— • в радианах. 

Площадь = i:i arc cos d У r2 — d" , 
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559. Эллипс. Эллипс есть кривая, для которой сумма рас
стояний от точек ее до двух данных точек (называемых фо
кусами), есть величина постоянная (рис. 213 и 214). 

Рис. 213. Рис. 214. 

[188] Длина кривой?^ а [ 4 + 1,1 m + 1,2 m 2 ] , 
b 

где m = — . 
а 

[189] Площадь = тс ab. 
[190] Площадь заштрихованного сегмента — ху + ab aresin -—. 

560. Парабола. Параболой называется кривая, каждая 
точка которой находится в одинаковом расстоянии от задан-

Рис, 215. Рис. 216. 

ной прямой (директрисы) и заданной точки, называемой фо
кусом (рис. 215 и 216), 
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[191] Длина дуги АОВ — 

= \ [ у^+г+-jUg, (К"^=ЙГ+». ) ] -= 
= -тН]/" л'2 -|- 1 - j - - a r c sinh n ] , 

4A где n — —. с 
Площадь сегмента, отсекаемого хордой С или С", равняет

ся Ch или -g- C'A'. 
Площадь сегмента эквивалентна двум третям площади пря

моугольника со сторонами С и h. 
561. Гипербола. Гипербола есть кривая, разность расстоя

ний всех точек которой от двух заданных точек (фокусов) 
есть величина постоянная (рис 217 и 218). 

[192] Заштрихованная площадь = ab 1р;„ 

Ряс. 217. 

В равнобочной гиперболе а -= Ь. 
[193] Заштрихованная площадь — а 2 lg 

Рис. 218. 

"Я 

- а" lg f — --- -~- a- arc sh -™ а 3 arc ch - . 
' \ v //,/ а а 
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562. Циклоида. Кри
вая, которую описывает 
точка окружности, ког
да последняя катится 
по неподвижной пря
мой, называется цикло
идой (рис. 219). Рис. 219. 

[194] Длина дуги 5 = 8г. 
[195] Площадь = 3 - А 

563. Площади неправильной формы. Для определения 
площадей неправильной формы применяется способ Симпсона, 
заключающийся в следующем: 

Разделим данную фигуру на четное число полос одинако
вой ширины. Чем меньше будет эта ширина, тем точнее ока-
ж.тся результат (рис. 220). 

Затем пользуются формулой: 
А 

[196] Площадь = - у [(Уо + У п ) + 4 ( у ( - f у я • 

Соответствующие обозначе
ния указаны на рис. 220, при
чем приведенную формулу мо- у. ул % у у у » 
жно выразить так: 5 б У; у- J° 

Площадь равна произведе
нию одной трети ширины вви
той полоски на сумму следую
щих величин: первой и послед
ней ординаты, учетверенной суммы ординат с нечетными знач
ками и удвоенной суммы ординат с четными значками. 

Из последней суммы исключается первая и последняя-
ординаты. 

Поверхности и объем тел. 

564. Куб (рис 221). 

[197] Объем = а». 

[198] Полная поверхность = ба 2 . 

[199] Диагональ = aV 3. 

Рис. 220. 

-a—H 4 

Рис, 221. 
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[205] Площадь основания = 

= - — [ / " З а 2 = 2,6 а». 

[206] Полная поверхность---

= ба А •а j = 6 « (Л~|-0,866а). Рис. 223. — у - . 2 

567. Правильная восьмигранная призма (рис. 224). 

[207] Объем = 2 ( УТ+ 1)я аЛ = 4 ,83я2/ г = 

= 2 d + У 2 ) ^ = ^ 
1 + 2" | / 2 + 2 У 

[208] Боковая поверхность - - 8яА — 

[209] Площадь основания ~ 
= 2(1 + J / T ) а 2 = 4,828 « а . 

[210] Полная поверхность — 

Рис. 224. -8«{А+(4 + Т ^ ) а } - 8 я <Н-1,Я07а). 

~£ 565. Параллелепипед (рис- 222). 

[200] Объем = площади 
основания X высоту. 

[201] Полная поверхность= 
Рис .222 . = 2(/6 + /Л + М). 

[202] Диагональ d = V 6 а + Р - | -Л а 7 

56 î. Правильная шестигранная призма (рис. 223), 

[203] Объем = ~ - / 3 «аА = 2,6 аЧ = ~У~3 fVx == 0,866/»А. 

< 3 Ч \ - - - 1 [204] Боковая поверхность = баА — 
/ \ / \ 1 = 2 1 / 3 /А ==3,46/Л. 



Любая призма или цилиндр 

568. Прямой круглый цилиндр ( p H C i 225). 

[211] Объем = гсг2А = 0,7854 d*h. 

[212] Боковая поверхность == 2тггА. 

[213] Площадь основания — it/-2. 

[214] Общая поверхность = 2тс/- (А4 ')• 

393 

569. Полый цилиндр (рис. 226). 

[215] Объем = ich (/?2-/-2). 

[216] Внешняя боковая поверхность= 
= 2it/?A. 

[217] Внутренняя боковая поверх
ность 2кгh-

1_- /7——*4 

Рис. 226, 

570. Любая прие
ма или цилиндр (рис. 
227). 
[218] Объем = 

— Л X площадь 
основания. 

[219] Боковая 
поверхность — 
= / X периметр 

перпендикулярного 
сечения. Рис. 227. 
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228, 

571. Усеченный прямой круглый 
цилиндр (рис, 228). 

[220] h — средняя высота = --'-LA:, 

[221] Объем = vr*h = h X пло
щадь основания. 

[222] Боковая поверхность = 2тт;7г. 

572. Усеченная призма или цилиндр любого вида. 
[223] Объем == расстояние между центрами тяжести основа
ний X площадь перпендикулярного сечения. 
[224] Боковая поверхность = периметру перпендикулярного 
сечения X расстояние между центрами тяжести двух пери
метров. 

573. Правильная пирамида или 
конус (рис. 229). 

[225] Объем — -g- (площадь 

основания X высоту). 

[226] Боковая поверхность 
=полупериметру основа

ния X апофему S. Рис. 229. 

574. Любая пирамида или ко
нус (рис. 230). 

[227] Объем = -g- (площади 

основания X расстояние 

от вершины до плоскости 

основания). 
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Рис. 231. 

Г228) Объем = — (А_ ~|~ Л + У " ~Äl~7A), 

где Ах и А2—площади оснований, параллельные между собой. 

576. Шар (рис. 232). 

[229] О б ъ е м а - у кг» = 4,1888 r s = 

* = ~ D 3 = 0,5236 /3 s -6 
[230] Поверхность = 4*г 2 = 

= 12,5664r9 = itZ?a. 
Поверхность шара равна боковой по- ^ _д 

верхности описанного вокруг него ци
линдра. Рис. 232. 

577. Полый шар (рис. 233). 

[231] О б ъ е м — - T T ( Ä 3 — tä) — 

= 4,1888 (Rs - , r 8) = ~ (D« — d*) = 

= 0,5236 (Ds — d&) = AvRyH -|- -j fi, 

R-4-r 
где /?!•—средний радиус, равный •—-—, h*' D 
a t — толщина оболочки. Рис. 233, 

/ \ -, 
/ Ч 

' ^ ч / 1 
\ 1 

\ 

ч 
/ 1 

575. Усеченная пирамида или конус (пис. 231). 
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Рис. 234. 

578. Сферический сегмент (рис. 
234). 

[232] Объем сегмента с одним осно

ванием =~ (3r 2 +A 2 )=0,5236 (А 2 +Зг 2 ) . 

! s' 

Р и с 235. 

Рис. 236. 

579. Шаровой слой (рис. 235). 

— г [233] Объем шарового слоя — 
ft 

[ 3 ( ^ + 1 « ) + Л 2]. 

[234] Поверхность — 2^Rh. 

"Л I 
о -Y-—L 

1 236) 
580. Сферический сектор (рис. 

[235] Объем = ~ тг/-9Л. 

[236] Полная поверхность = 2it/7i-| 
-f - тега == ~г (2А ~\~ а). 

581. Эллипсоид (рис, 237). 

1 1 

\ * -
/ 

1 

t 
\ •- г—•—г 

1 
\ 

\ 
ч 

ъ. 

/ ^ . - ^ .й——~~ 

[237] • Объем — — каЬс = 

Рнс. 237. •~ 4,1888 abc. 



Кольцо (тор) 

582. Параболоид вращения (рис. 238), 

397 

тс 1 
[238] Объем — --- iäh — --- объема опи

санного цилиндра., Рис. 238. 

583. Параболический слой 
(рис. 239). ' 

[239] Объем = -j T.h № -f- r a

B ) . 

Рис. 239. 

584. Кольцо (тор) (рис. 240). 

[240] Объем = 2v*R гК 

[241] Поверхность 4:~~Rr. Рис. 240. 
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[242] 

Формулы для призматоидов *) 
585. Для нахождения объема призматоидов, имеем: 

L 
б 
С 

Объем = (А-\-В - f 4M), 

где L—расстояние между па
раллельными гранями, А и 
В — площади этих граней, 

'О M—площадь среднего сече
ния, проходящего на одинако-

t вом расстоянии от параллель-
0 ных граней. 

Эта формула очень полезна 
для определения вычисления 
объема выемок. 

Рис. 24 В случае рис. 241 имеем: 

Площадь Л = 60, В = 108,' M = 84, 1 = 18. 
1 R 

Объем = - ~ (60 - f 108-(- 4 • 84) = 1512. 

586. Клиновидное тело. Формула для призматоида может 
быть применена к выемке клиновидной формы (рис. 242). 

30 X 16 240. 

в = в 5 0 Х 2 0 в 5 0 0 > 

М--

2 

4 0 X 1 8 

[243] Объем : 60 

= 360. 

(240 -1-500 -I-

Рис. 242. Ar 4 -360) = 21800 

В железнодорожной выемке с уклоном откосов 5 : 1 с той 
и другой стороны 

площадь ABCD == k (2a-\-hS), 
!) Призматоидом называется тело, ограниченное двумя параллельными 

основаниями и произвольным числом боковых граней. Прим. ред. 



Клиновидное тело 399 

где 2а—-основание выемки, h — высота 
от гребня до основания выемки. 

Применяя формулу для призматоидов, 
получим (рис. 243): 

Объем = — (А + В + Ш). [242] 

Для случая, показанного на рис. 244, 
Рис. 243. 

[244] площадь сечения= 

Уклон откоса, как и 
в предыдущем примере, 
равен 5 : 1 . 

Для определения объ
ема здесь также можно 
применить формулу [242]. 

Эту. же формулу при
меняют и для железно
дорожных насыпей. 

тп-

на Клон 

Рис. 244. 

!) Формула [244] для площади сечения получается из формул для пло
щади трапеции и треугольника. Площадь данного сечения можно рассма

тривать как разность между площадью трапеции с основаниями 2т, 2а 
„ m — а о „ т - я 

и высотой — - j - - и треугольником с основанием 1т и высотой.—g—. 

Разность площадей этих фигур равна: 

2m + 2а m — а 2т m — п 
Т ' ~~S~ 

win — а3 

Прим. ред. 
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587. Правило Симпсона для определения объемов. Для 
нахождения объема неправильной фигуры следует вычислить 
площади А0, Alt Л 2 и т. д. и подставить их в формулу 

[245] Объем = -~- [ (А0 + Ап) + 4 (Л + А, + Д ' - f . . . ) - f 

+ 2 ( Л + Л + - . . . ) ] • 
Необходимо брать чет

ное число слоев одина
ковой толщины. 
[245] А0 — площадь пер
вой, Ап — последней по-

'st" верхности, Av А3, Аъ-— 
площади с нечетными знач
ками, А%, Ait Ав„.—'пло
щади с четными значками. Рис. 245. 

Рие. Ш. 

588. Объем воды (в прудах) может 
быть вычислен по формуле Симпсона, 
для чего предварительно необходимо 
найти площади сечения по горизонталям 
(контурам) (рис. 246). 

Глава ХХШ. 

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ. 

589. Угол характеризуется величиной поворота прямой 
около неподвижной точки. 

Если это вращение производится в направлении против 
часовой стрелки, то угол считается положительным. 
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При вращении по часовой стрелке угол считается отри
цательным. 

Величина угла не ограничена никакими пределами. 
Наиболее распространенными единицами для измерения 

величин углов являются градус и радиан. 

В градусной системе за единицу принимается пол-

ного поворота ^т. е. -щ- прямого угла^. 

590. В радиальной системе измерения за единицу принят 
центральный угол, дуга которого имеет длину, равную ра
диусу. Такой угол называется радианом. 

Длина окружности = 2 « г, следовательно, ей соответствует 

2 - г 
= 2 я = 6,2832 радианов. 

С другой стороны, окружность соответствует 360°, по
этому 

2 ~ радианов = 360° 

•к радианов = 180° 

1 радиан = = 57,29578° = 57°17'44",8 

71 

1 градус = — 0,0174533 радиана. 

591. При изучении тригонометрии мы будем рассматривать 
во-первых, соотношения между различными функциями угла 
при определенном положении его подвижной стороны, а во-
вторых, самые углы .как меру, поворота указанной стороны 
при ее,непрерывном вращении.' В последнем смысле, прихо
дится рассматривать углы, когда идет речь о скорости-вра
щения. 

26 Справочник для инженера. 
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592. Пусть дано несколько концентрических окружностей 
и центральный угол АОВ (рис. 248). Как известно, 

дуга PXQX дуга P„Q2 дуга P3QS 

Of\ ~ ОР2 ' ' ОР3 ' 

т. е. для дуг, заключенных 
между сторонами одного и 
того же угла, отношение их 
длины к соответствующим 
радиусам есть величина по-

д стоянная. 
.Центральный угол, у ко

торого это отношение равно 
единице, весьма удобен для 
измерения углов и, как ска
зано выше, называется ра
дианом. 

В одном и том же круге 
или в равных кругах два 

центральные угла относятся друг 
к другу как соответствующие им 
дуги (рис. 249): 

1_АОВ дуга AB 
/_AÖC дуге А С 

Таким образом, если угол АОС 
равен единице, то дуга АС равна 
радиусу г: 

Рис. 249. 
L A O B ~ ~ ^ I ^ 

или вообще (см. [164] и следующие) 

где 0—'центральный угол, выраженный в радианах, S — 
длина соответствующей дуги, проведенной радиусом г. 

Отгода S == г 0, т. е. длина дуги равна произведению ра
диуса на центральный, угол (выраженный -в радианах). 
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593- Координаты. Положение точки Р на плоскости можно 
определить прямоугольными координатами л: и у, что не тре
бует пояснений, или полярными 
координатами. 

В- последней системе положе
ние точки определяется длиной 
прямой г, соединяющей ее с на
чалом координат и называе
мой радиусом-вектором, и углом 
А, который называется поляр
ным углом (амплитудой) (рис. 
250). 

Радиус-вектор обычно обозначается буквой р, а полярный 
угол—буквой 0. 

594. Функции угла. Расположим вершину угла в начале 
координат, а неподвижную (начальную) сторону его совме
стим с положительным направлением оси X. Пусть подвиж
ная сторона угла занимает различные положения относи
тельно неподвижной. Обозначим координаты произвольной 
точки Р на этой стороне буквами х и у, а расстояние от на
чала координат—буквой г (рис. 251). 

У 

Р 

и 
X 

0 X 

Р и с 250. 

0 - - U 

р 
{о) (Ь) р и с . 251. 

Отношения между x, у и г будут называться тригономе
трическими функциями угла А. 

Знак г будет всегда приниматься положительным. Знак же 
самой функции определится знаками координат точки Р, т. е. бу
дет соответствовать квадранту, в котором эта точка находится, 

Указанные отношения имеют следующие названия; 

[246] Синус A (sin А) — ~; [247] Косинус A (cos А) = 

[248] Тангенс A (tg А) г 

[250] Секанс A (SQCA)--

26* 

Л 
х 
г 

[249] Котангенс A (ctg А) «-j 

Y 
[251] Косеканс A (cosec ^4) = —« X 
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Полагая длину радиуса равной единице, получим: 
[252] sin А—у [253] cos А = х 

[254] sec А = — [255] cosec А = —. 
х ff 

Из геометрии известно, что х2 -\- г/2 — г3, поэтому 

[256] г ^ У ^ Т ? - 9 Х sin Л cos Л 
= x sec А — у cösec А. 

[257] : = V г* — у2 = г cos А — -У-г — у ctg A — - - - v . t g , 4 J ь sec Л 

[ 2 5 8 ] ^ у н - - * » - = г « „ л = , tg ^ - ^ ^ ^ 

595. Из формул [246] — [251] получим следующие соотно
шения между тригонометрическими функциями: 

[259] sinA = 

[261] c o s ^ = 

[263] t g 4 = 

1 
cosec А 

1 

[260] cosec А =. 1 
sin Л 

1 
sec A 1 J cos Л 

c ^ 4 № ^ A - i x -
596. Функции некоторых углов. Из геометрии известно, 

что в прямоугольном треугольнике, один из острых углов 
которого равен 30°, катет, лежащий против этого угла, рав
няется половине гипотенузы. Полагая у равным единице, по
лучим из формул [246]—[251] 

1 sin 30° 

cos 30° 

"^30" tg30° 

Уз ctg 30° 
Рис. 252. ' sec 30° 

cosec 30° 

Ys 

2 
VT 

Аналогичным образом можно вычислить функции углов 
45° и 60°. 
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597. Если угол равен 90°, то, выбирая точку Р на его подвиж
ной стороне в расстоянии а от начала координат, получим г == а. 

Координаты точки Р будут 0 и г = а, следовательно, 

sin 90° = У 
r 

a 

a 
= 1 

cos 90° = X 

r 

0 
a 

= 0 

tsrJ90o = j_ 
X 

a 

~ "Ô 
= со 

ctg 90° = 
X 

У 

__ 0 
a 

= 0 

sec 90° = r 

X 

a 

~~ "0 
= OD 

cores 90' = 
r 

У 

a 

a 
г = 1 . 

Y 

(Q.o) 

X 
0 

Рис. 253. 

Обозначения t g 9 0 ° = c o и sec 9 0 ° = со имеют тот смысл, 
что для данного положения стороны эти функции не могут 
получить конечное значение. 

598. Для угла 120° можно получить соотношение между 
сторонами из уже рассмотренного случая угла 30°, но так как* 
во второй четверти отрицателен, то он будет равен (—1). 

Y 

Ï20* 

1 0 

sin 120° = У 
r 

V3 
2 

cos 120° = X 

»• 

— 1 
2 2 

t g l 2 0 = У_ 
X 

У"3 
— 1 - У з 

ctg 120° = 
X — 1 i 

ctg 120° = 
У Уз Уз 

sec 120° = r 
X 

2 
— 1 

— 2 

cosec 120° = r 
У 

2 2 
cosec 120° = r 

У " У з ~ 1 / з . 
Рис. 254. 

Рассуждая таким же образом, можем составить таблицу 
значений тригонометрических функций для часто встречаю
щихся углов. 
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0 6 е 

в гра в ра
диа

sin 0 cos 6 ctg 9 sec 8 cosec 0 Хорды 

дусах нах 

0 0 0 1 0 го 1 со 0 

30 
к 

Т" 
1 

2 

V T 
2 

У? Уз" 2 У 1 

3 
2 / 2 - УУ 
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-
т 

у у 
2 

у T 
2 

1 i У 2 V2 Уа - у у 

СО 
тс 

~г 
YT 

2 
1 

2 vT Уз" 
" 3 

2 
2 У Т 

3 
i 

90 
тс 

~2~ 1 0 со 0 со 1 у т 

г.о 2 т с 

3 
У Т 

2 
1 

2 - У з - У з " 
3 

— 2 
2 У З " 

3 
У Т 

135 
з-
4 

У Т 
2 

~ у т 
2 

— 1 - 1 — у т . у т V2 + у т 

150 
.5 я 

6 
1 

2 

- у т 
2 

-Уз" 
3 

-Уз"" - 2 УЗ 
~ " 3 

2 V 2+ у у 

1 : 0 ТС 0 - 1 0 со - 1 со 2 

2 1 0 
7 7t 1 - У з ' Уз" * у т - 2 У З 

2 V 2+ у у 2 1 0 6 2 2 3 
* у т 

3 
V 2+ у у 

225 
57t 
4 

- / 2 

2 

-Y2 
2 1 1 - У * - У 2 " У 2 - f f'ï 

240 
4 тс 
3 

- У з " 
2 

1 

2 

Уз" 
3 - 2 

- 2 У З 

3 у у 

270 
Зтс 
2 

- 1 0 со 0 со - 1 у т 

300 
5т: 
3 

- у Т 
2 

1 

2 
- У з " - У з " 

3 
2 

- 2 У " 3 

3"'"" 
i 

315 
7тс 
4 

~ / 2 

2 
У 2 " 

2 
- 1 - 1 У 2 - y i у 2 - у т 

330 
Ик 1 Уз -VI - У з 2 УЗ" 

- 2 У 2 - У ? 330 6 2 2 3 
- У з 

3 - 2 У 2 - У ? 

360 2 т с 0 1 0 со 1 со 0 
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599. Графическое изображение тригонометрических функ
ций во всех четырех квадрантах при радиусе, равном еди
нице: 

Рис. 255. Рис. 256. 

-•versing l-.versln.-4 

257. Рис. 253. 

В качестве единицы можно взять отрезок любой длины, 
например 10 см. В таком случае величина функции будет 
равняться частному от деления длины соответствующей ли
нии (т. 'е. линии синуса, линии косинуса и т. д.), измеренной 
в сантиметрах, на 10. 

http://l-.versln.-4
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600. Дополнительные углы. Во всяком прямоугольном 
треугольнике сумма [_ А и L В равна 90°, т. е. каждый из них 

является дополнительным другого до 90°, 
поэтому любая тригонометрическая функ
ция одного из этих углов равна функ
ции другого угла с приставкой „со" „(ко)". 
Таким образом, косинус, котангенс и ко
секанс являются синусом, тангенсом и 

x J секансом дополнительного угла (рис. 259): 

Рис. 259. sin А = cos (90 — А) ~= cos В. 

601. Знаки тригонометрических функций. Для опреде
ления знака функции рассмотрим знаки координат точки Р 
на подвижной стороне угла (рис; 260а) 

-У 
i _ 

4-
4-1 о 

} - -А. 

Рис. 260а Рис. 260Ь. 

tgA = —^(знак + ) 

и (рис. 260Ь) 

tS А = ----(. знак 

sin 
CSC 

На рис. 261 показано, 
какие функции в данном квад
ранте положительны. Так, 
например, если угол нахо
дится в I или IV квадранте, то 

tg 
ctg 

ßee положительны 

х 

cos 
SBC 

Рис. 261. 

если—во И или III, то косинус отрицателен 
его косинус положителен, а 
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602. Функции отрицательных углов. Начертим углы А и 
— А. Пусть ОР— положение подвижной стороны угла А, 
а ОР'-—положение подвижной стороны угла — А во всех 
четырех квадрантах (рис. 262). 

Рис. 262с. Рис. 262d. 

Если обозначим координаты точек Р и Р' через (.v, у) и 
(л-', у') соответственно, то получим: 

х-=х', у-= —у', г=г, 
следовательно 

sin( — А) = -^- = --^-=~. — sin А ' г г 

cos ( — А ) — -% — —-— — cos А 

ctg ( - А) = 4 = - ~ ; = - ctg А 
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sec (— А) — — т = = sec А 
х х 

c o s e c ( — А ) = — — = — c o s e c A 
У —У 

603. Функции углов | n y ± 0 j , например, sin(90°-f-b), 

cos (180°— ö), sin ( 8 — 90°) и т. д. 
Для приведения этих углов к соответствующим острым 

(меньшим 90°), следует выразить данный угол в виде суммы 
ТС 

угла кратного 90°, или - - , и угла, меньшего 90°, например, 

п ~ ± 6 или n - 9 0 û ± : 6 . 

Если п—четное, то названия функций данного угла будут 
одинаковы с названиями функций соответствующего острого. 
Если же n — нечетное, то название функций острого угла 
следует изменить на обратное, т. е. добавить приставку „со" 
(см. п° 600). В обоих случаях функциям острого угля Q сле
дует приписать те знаки, которые соответствуют знакам функ
ций первоначального угла. Если, например, угол | л - ^ - - | - о | 
лежит в III квадранте, то координаты точки в этом ква
дранте определят знак функций (см. п° 601). 

Пример, sin 680° = sin (7 X 90 -f- 50). Так как п—число нечетное и си
нус в IV квадранте—отрицателен, то 

sin 6 8 0 ° = — cos 50°. 

604. Соотношения между тригонометрическими функ
циями угла. 
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sec Л = — 
х 

cosec А = — 
У 

[250] 

[251] 

• = V х*-{-У* s i n . COS 
-д = x sec А = у cos А [256] 

X — Y г 2 — у 2 = ' 'cos А •• У — 

У 

[265] 
[266] 
[267] 
[268] 
[269] 

ïg А 

= Y r* — *2 ~rs'mA = x t g Л = 

= yctgA-= sec A 
r 

[270] 
[271] 

ctg-Л cosec Л 

sin 2 Л - | - c o s 2 Л = 1 
sec 2 Л — t g 2 4 = l 

cosec 2 Л — ctg-2 Л = 1 
sin>4-cosecy4 = l [259], [260] 
cos Л •весЛ = 1 [261], [262] 

[257] 

[258] 

Рис. 264. 

tg Л - c t g 4 = 1 [263], [264] 
sin A<A<tgA (если 0 < Л < 90°). 
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/ l + t g M ] / 1 4 ~ ctg 2 Л sec Л 

= 2 s i n ^ c o s - y = ± | / -
L — cos 2Л 

L273] cosA = ^ = ^ = s i n A . c t g A ^ 

— V 1 —sin 2 Л = 1

 g EJgji = 
V l+tg^A V 1 + ctg 2 Л 

/ c o s e c 2 Л — 1 „ Л . , i4 / 1 -|- cos2 Л 
cosec 

— cos a - 7 ; sin 2 — = _ l~ /1 ~ w e 2 

[274] tg A = ^4 = - i - , = sin Л • sec A = У sec* Л — 1 = 1 4 cos Л ctg Л 

sin A V1 — cos 2 Л 
У 1 — sin 2 Л cos Л / c o s e c 2 Л — 1 

2 t g T ; sec Л 
ч , о Л cosec Л ' 
1 - t g - y 

[275] ctg А — ° ? S ^ = . ^ ., • = cos Л • cosec Л = smA t~A 

, / -л--, - у 1 — sin 2 Л cos Л 
=• К cosec 2 Л — 1 = ;— = — ; - r s 

sin Л ] / 1 — cos 2 Л 
1 cosec Л 

~ Vs<^rÂ~^-J~~ sec Л 
r « , „ , t a Л 1 1 

[272] sin А = г4^4 = — ='со8 Л • t g А = ]/"1 — cosM 
ctg Л cosec 
t g A 1 ] / sec 'M — f 
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I q = t g i 4 t g 5 • 

[281] ctg ( Л ± B) = i i ^ M ï l , 
1 J s • ' ctgi?-:±: ctg,4 

[282] sm Л + sin 5 ==2 sin cos 

[283] 5 ш Л — sin В = 2 c o s — ^ — ' s l n —?>—'* 

[284] cos Л-f -cos ß = 2 c o s • cos-^—~-. 

[285] cos Л — cos B=—2 sin • sin ? ^ . 

™ 
[288) c t g / l + c t s r B = 5 ! ° ( / ^ Д ' . 
L J a i e sin Л • sm # 
[289] с ^ , 4 - ^ д Д = 4ПУ~Л2-L J sin А • sin £3 

[290] sin 2 Л = 2 sin Л cos Л . 

[291] cos 2 Л = cos 3 Л — sin 3 А — 1 — 2 sin 2 А = 2 cos 2 Л — 

2 t g Л 
[292] . t g 2 i 4 l - t g 2 4 - ' 

r«w«l л ctg А 1 1 
[277] cosec Л = — 2 - — = - — - = - 7 = = = = = i = = r = = 

cos Л sin Л ] / 1 — c o s 2 Л 

tgi4 K s e c M — 1 
[278] sin (Л =£ В) = sin Л cos В d= cos Л sin 5 . 
[279] cos (Л =t 5) = cos Л cos В qz sin Л sin 5 . 

[280] t ^ ± * , e - ^ & * - -
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. А ,_, / 1 — cosA 

Л / И - c o s / Г 
« « Т = ± 1 / " 2" 

Л , -, / 1 — cos А 1 — cos Л 

sin л 

sin 2 A = 

cos 2 A = 

l + cosA ' 

1 — cos 2Л 
2 

1 -I- cos 2Л 
2 

sin 2 A — sin 2 В = sin (Л - f B) sin (Л — B). 

cos 2 Л — sin 2 5 = cos (Л + Я ) cos (Л — 5) . 

1 — cos 2 Л t g 2 A : 1 - j - cos 2 Л 

ctg 

, 1 + c o s 2 A 
Ctg 2 Л = -. ! j r - T j - . 1 — cos 2 А 

Ad-В sin А ± sin В 
2 cos A -f~ cos 5 ' 

A±B sin Л =ь sin В 
cos 5 — cos. 

sin Л cos 5 == -i- [sin (Л - f B) -[- sin(A — 5) ] . 

cos A sin В = - | [sin (A + 5 ) — sin (A— B)\. 

cos A cosB = - | [cos ( A - j - ß ) - j - cos(A — B)]. 

sin Л sin В = — — [cos (A -4-51 — cos (А — B)] 

- » - . . , / 1 
2 V l - j - c o s A sin А 
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605. Если 6 есть малая величина, то sin 0, tg 6 и угол Q 
приблизительно равны между собой. 

Пример. 
sin 2° = 0,0349 (из таблиц); 
tg 2° = 0,0349 (из таблиц)! 

угол 2°, в радианах = 0,0349 (иа таблиц). 

Если угол несколько больше, то в таблицах будет иметься 
некоторая разница между значениями указанных величин, 
однако с известным приближением этой разницей можно пре
небречь. 

Удобства от замены угла его синусом или тангенсом— 
очевидны, так как при этом избегается утомительная опера
ция с нахождением десятичных знаков его выражения в ра
дианах. 

606. Если х есть величина малая, то, выражая угол в ра
дианах, можем считать, что 

н 1 о 

cos х — 1 —2 х"' 
Пример. 

cos 0,006 = 1 - 0,000018 = 0,999982. 

Глава XXIV. 
ГРАФИКИ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ. 

607. График синуса. Рассмотрим функцию 
у = sin х, 

где х—радиальная мера угла. 
Вычертим график этой функции в прямоугольных коорди

натах, откладывая по оси абсцисс число радианов в угле, 
а по ординатам—синусы соответствующих углов (рис. 265). 

Кривая пересечет ось X в точках, где 
х = 0, тс, 2тс, Зтс, 4it, . . , Jc-Kj 

а также в точках, где 
—w, — 2 тс, — З я , — 4«,. . . — 

причем k обозначает здесь любое целое, положительное или 
отрицательное число, или же нуль. 

• тс 

По мере увеличения угла х от 0 до h if возрастает от 

О до 1. 



416- Графики тригонометрических функций 

По мере увеличения угла х от -у до тс, у убывает от 
1 до 0. 

L. увеличением угла х от тс до у убывает от 0 до 

— 1. 

Рис. 265. 

С увеличением угла л: от до 2тс, _<у возрастает от 

— 1 до 0. 
Из графика ясно видно, что для действительных значе

ний х величина j / не может быть больше 1 и меньше — 1 . 
Значений х, которые делали бы у по абсолютной величине 
больше единицы,—не существует. 

Синус является периодической функцией с периодом 2 тс 
или 360°. Это значит, что график функции, после каждого 
поворота подвижной стороны угла, повторяется, и что у имеет 
одинаковую величину для всех значений х, разнящихся друг 
от друга на величины, кратные 2 тс. 

608. Построение графика синуса (синусоиды). Будем от
кладывать на оси абсцисс углы, а на ординатах — соответ
ствующие значения синусов, как это показано на рис. 266. 

Согласно п° 599, где дан график функции sin А, отрезок 
PB для каждого положения Р дает величину sin А в соответ
ствующем масштабе. 

609. График функции sîn (х Ц~ В). Пусть имеется вычер
ченный график у = sin л-, в системе прямоугольных коордиг-
нат с началом.в точке О х и пусть нам необходимо перенести 
это начало в точку О, а затем написать уравнение, связывающее 
х н у в новой системе (рис. 267). 

Из рисунка видим, что хг — х -(- В. 
Подставляя, эту величину в уравнение у — sin xlt получим: 

# = sin (х-\-В). 
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27 Справочник для штисвяел», 
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Таким образом замена хх на (х-\-В) соответствует про
стому перенесению начала координат на расстояние, соот
ветствующее углу В, по оси X. При этом мы получаем гра
фик функции у = sin (л; -\~ В). 

Из сказанного ясно, что для построения графика задан
ной функции следует начинать с уже имеющейся кривой 
у — sin д:. 

Если В — положительно, то начало координат нужно пере
нести в положительном направлении оси X, в противном же 
случае — в отрицательном направлении. Расстояние, на которое 
приходится переносить начало координат, определяется ве
личиной В. 

Рекомендуется всегда иметь под рукой вычерченный гра
фик функции у = sin х. Передвигая начало координат, легко 
получить график для у = sin (х -\- В), 

Если /_B~=i то имеем: 

sin ==s in (x+90°) , 
ч 

но так как косинус угла равен синусу дополнительного, то 
можем написать 

s i n ( * - f 90°) = c o s * 1 ) , 

откуда видно, что графики синуса и косинуса — одинаковы, 
но для последнего начало координат в первоначальном гра
фике синуса следует передвинуть на отрезок, соответствую-

щий углу 90° или -r j радианов (см. п° 622 и 624). 

610. График функции у — sin пх, при п — положитель
ном. Пусть имеется график функции y = smxv Положим хх 

равным пх, тогда 
у = sin пх. 

Коэффициент п при х влияет лишь на величину абсциссы, 
н о н е изменяет значений ординат. Если п — 2, то ху—^х, 
т. е. х в два раза- меньше чем хх. Таким образом подстановка 
вместо хх величины л: укорачивает абсциссы в отношении 
1 : 77. 

!) sin (х -f- 9(Р) = sin [90° - ( - - * ) ] = соя ( - * ) = cos* . 
Прим, ред, 
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На рис. 269 показаны графики функций у~&тх и у — 
~ sin Зл\ 

Если п < 1, то кривая будет более растянутей, чем 
у — s in X. Y 

^ s l n X y = sin 3 j : 

l/ \ % 1 ' n A / 3 n \ ^ П / 2 t 2п X 
Q 

К У1 

1 w 1 
П ' П , L 
3 - 1 — y — t * 

1 

Рис. 269. 

Аналогичные результаты можно получить, изменяя мас
штаб абсцисс на основном графике функции y — s'mx 
в п раз. 

611. Рассмотрим изменение значений у в уравнении у = 
тс 

= sin 2л-, при возрастании х от 0 до или от 0 до 90 е . 
х 0° " 9° 18° 27° 36° 45° '54° 63° 72° 81° 90° 
2х 0° 18° 36° 54° 72° 90° 108° 126° 144° 162° 180о. 

ij 0 0,309 0,588 0,809 0,951 1,00 - 0 , 9 5 1 - 0 , 8 0 9 - 0 , 5 8 8 - 0 , 3 0 9 0,00 

Заметим, что два угла х, имеющие одинаковые синусы или 
значения у, отличающиеся лишь знаками, являются пополни
тельными, т. е. в сумме составляют 90°. Таковы, например, 
углы 9° и 81°. 

В ряде углов 2 .• углы, имеющие одинаковые синусы, 
равны в сумме 180°, например 18° и 162°. 

Из приведенной таблицы видно, что значения у при из
менении л* от 0 до 90° образуют две волны: одну положи
тельную, а другую—отрицательную. 

612. График функции y = s\n(tix-\-В). Пусть имеется 
график функции y = s'mnxv построенный по правилам, ука
занным в п° 610. 

Положим х, = х-\-—, 
п 

Нам требуется передвинуть начало координат указанного 
графика из точки О, в точку О и написать уравнение, даю
щее зависимость между х и у в новой системе координат. 

27* 
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Из чертежа имеем: 

i В 

Подставляя в уравнение y — smnxy, получим: 

у = sin ni^x ~ h ~ j — s\n(nx-\-В). 

Рис. 270. 

Переход от у = sin /г*! к г/ = sin (n* - f -5) соответствует 
перенесению начала координат графика первой из этих функ

ций (т. е. у=~ sin пхх) на расстояние, соответствующее 
В 

углу — . 
Если на вычерченном графике f/==sinA: изменить масштаб 

абсцисс в отношении 1 : n, а затем перенести начало коор

динат в точку в первоначальной кривой или в точку 
(В, 0) в графике с измененным масштабом, то получим иско
мый график функции у — sin (лг* -f- В), отнесенный к новому 
началу координат. 

Если В — число положительное, то начало следует пере
двинуть в направлении положительных х, если же оно отри
цательное, то в противоположную сторону. 

613. График общего уравнения у~а sin (пх-\-В) 
(рис. 271). Так как ординаты этой кривой, т. е. значения у, 
увеличены по сравнению с ординатами графика у=~ 
= sin (пх-г В) (который был разобран в предыдущем п°), в а 
раз, то мы сразу же можем построить кривую функции у — 
= asin(nr-j-iS). 

Постоянный множитель а изменяет высоту волны в а раз. 
Возьмем основной график ^ = sin лг. 
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.Изменим масштаб абсцисс в отношении 1 : п. Перенесем 

начало координат в точку I — , О I, если абсциссы измерены 

в первоначальном масштабе, или в точку (В, О,) если они 
взяты в измененном масштабе. 

Умножим каждую ординату на а или изменим масштаб 
ординат так, чтобы каждая единица в первоначальном мас
штабе отвечала а единицам в новом. 1 

Выполнив указанные операции, получим график функции 
у = a sin (пх-\- В), отнесенный к новому наиалу. 

614. Элемент времени в синусоидальных функциях. Если 
и х и у соответствуют измеренным расстояниям или длинам, 
то график синуса может изображать форму волн, получаемых 
при колебаниях струн и т. д. 

Пусть у обозначает линейное расстояние, а х—время 
в секундах, тогда график синуса может изображать периоди
ческие колебания,. например колебания пружины, звуковые 
волны, проекции кривошипа на координатную ось, проходя
щую через центр вращения, и т. п. 

Обозначим буквой <о (омега) угол в радианах, описывае* 
мый прямой ОР в одну секунду, при равномерном движении, 
начатом из положения OA. 

Через i секунд прямая ОР займет положение ОР', описав 
при этом угол -Ö. 

Будем откладывать время в секундах по оси абсцисс, 
а синусоидальную функцию—по оси ординат. 

Раз прямая ОР поворачивается в одну секунду на а> ра
дианов, то по истечений / секунд полный угол поворота 6 
будет равен <М радианов (другими словами угол 9 возрастает 

У у-as\n{nx + В) у=$\п[пх + В) 

Рис. 271. 
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на о) радианов в секунд' ) и основное уравнение"^ = sin х при
мет вид 

у = OP sin ®t. 

Здесь ш представляет собой угловую скорость в радианах 
в секунду и поэтому угол на который повернулась точка за 
i секунд, равен u>i. 

Пример. Точка Р (рис. 272) движется в направлении против часовой 
стрелки по окружности радиуса в 10 см. Движение начинается в точке А 
и происходит равномерно с угловой скоростью, равной одному обороту 
в 10 секунд. 

Требуется начертить кривую, показывающую изменение расстояний 
проекции точки Р на вертикальный диаметр от центра О в зависимости 
от времени, а также написать уравнение движения. 

Рис. 272. 

Р е ш е н и е . Если один оборот совершается в течение 10 секунд, то, деля 
окружность на десять равных частей, видим, что каждая такая часть представ
ляет собой путь, проходимый точкой в одну секунду. Каждое деление соот
ветствует углу со, равному ~ — 0,6283 радиана, так как целая окруж
ность соответствует 2 я = 6,283 радианов. 

Выберем удобный масштаб абсцисс и отложим на оси х десять рав
ных частей, как это показано на рисунке. 

Будем проектировать положение точки Р на соответствующие орди
наты. Соединяя полученные точки плавной кривой, получим искомый гра
фик синусов (синусоиду). 

Угловая скорость ш равна 0,6283 радиана в секунду. Радиус ОР равен 
10 см, а РВ= OP sin 0,62831. 

Поэтому 
S = 10 sin (0,6283 if). 

Расстояние OP представляет собой длину кривошипа или 
величину максимальной деформации пружины, колеблющейся 



Элемент времени в синусоидальных функциях 423 

около своего среднего положения, или, наконец, максималь
ное отклонение маятника. Оно называется амплитудой гра
фика. 

Если вместо угловой скорости задано число оборотов кри
вошипа п в секунду,- то эту скорость можно легко найти, 
имея в виду, что тело поворачивается на 2 т;и радианов в се
кунду, т. е. 

о» = 2 теп 
и наша синусоидальная функция примет вид: 

y~-OPs'm2~nt. 

615. Для преобразования графика функции y = sinx в гра
фик синусоидальной функции времени, рассуждаем следую
щим образом. Пусть у — г sin Ы, тогда 

у . . 
Г 

Обозначим -у буквой Л (лямбда), в таком случае 
у = 'кг. 

Полагая х = получим : 

На рис. 273 показана кривая у *= sin х с дополнительной 
горизонтальной шкалой, на которой отложено время, и до-

основной ерафиН синуса 

щНала бремени 

Рис. 273. 

полнительной вертикальной шкалой амплитуд, соответствую
щих различным моментам времени. 
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Пример. Требуется преобразовать основную кривую у ~ sin х в гра
фик санкции ,£/ = 0,5 sin At. 

Имеем: 

y i j = л или у = 0,5 X. 

Полагая, х = 4 г*, получим 
л 4 ' 

Если теперь начертить вертикальную шкалу" с делениям»», вдвое боль
шими, чем для имеющейся кривой, а также гориаотальн^ю шкалу для вре-

основной график синуса 

0.25 0.50 0.75 1.0 1.25 1.50 1.75 2.00 2,25 

новая шкала бремени 

Рис. 274. 

мени с масштабом, вчетверо большим, чем на основном графике, то и по
лучим искомый график функции 

у = 0,5 sin 4 /. 

Пусть угловая скорость, выраженная в радианах в се
кунду, равна <в. Условимся считать отрезок оси, соответ
ствующий числу секунд, в течение которых совершается пол
ный оборот, равным отрезку на оси абсцисс, соответствую
щему углу 2 т: на основном графике. Тогда последний можно 
легко разделить на нужное число частей. 

616. Пусть п есть число оборотов кривошипа в одну ми
нуту. Угловая скорость будет равна 

2 - п 

а уравнение примет вид 

OP sin Дтг^- i. OU 9 s 
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Угловая скорость ш определяет период графика. Периодом 
в случае равномерного вращения будет являться время, нуж
ное для одного оборота. Заметим, что на рис. 272 кривая 
имеет период, равный 10 секундам, так как один оборот про
исходит в течение 10 секунд, после чего кривая повторяется. 

Если равна 1 радиану в секунду, то период равен 2 тс 
секундам и у = sin t." 

Для любого значения а> период будет равен 

Длина волны есть расстояние между двумя одинаково 
расположенными точками на графике. 

В случаях быстрого вращения часто бывает необходимо 
рассматривать периоды времени в десятые и даже в сотые 
доли секунды. 

617. Рассмотрим движение точки тела, вращающегося со 
скоростью 180 оборотов в минуту. В секунду происходит 
3 оборота или, как говорят, частота равна 3. Таким образом 

время, потребное для одного оборота, равно --• секунды, 

а угловая скорость 
2 тс 

ш = - у - = 18,85 радианов в секунду. 

3* 
Уравнение, соответствующее кривошипу радиусом в 15 см, 

будет 
у = 15 sin (18,851). 

618. Частота равномерного вращательного движения есть 
число оборотов в секунду или 

m частота = -=— = числу периодов в секунду. /, тс 
Частота есть величина, обратная периоду, т. е. 

1 
частота = •—; . период 

На рис. 275 эта величина равна-3, так как в одну секунду для 
точки, делающей 3 оборота В секунду, получаются три волны. 

619. Если отсчет углов должен начинаться не от горизон
тальной оси X, а от какого-нибудь другого положения не
подвижной стороны, то. 

у = г sin («tf-j- с). 
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Здесь с—угол между не
подвижной стороной и по
ложительным направлением 
оси X. Этот угол будет счи
таться положительным или 
отрицательным в зависимо-

с^ 

•а 

& сти от Tui 'o , измерен ли он 
от оси X против часовой 
стрелки или в сторону ее 

• и вращения. 

у = г sin («»г-|-с) 

- — = sin ( < о / с ) . 
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Положим — — 1, тогда # = ч г. 

Обозначим величину (u>t-\-c) буквой X, тогда 

£ X с 
ш Ш 

Новые шкалы для отсчета переменных показаны на 
рис. 276, где вычерчен график основной функции # = s i n A - , 

Если с задано в угловой мере, то располагаем начало коорди
нат, откладывая с непосредственно по угловой шкале. 

Если же с дано в единицах времени или в частях ш, 
то следует пользоваться шкалой времени, относя начало 

с 
в точку — . 

Пример. Требуется вычертить график функции 

у — rsin(u)/ — 1Д), 

причем максимальная амплитуда равна 0,5, а ш = 4 радиана в секунду. 
Имеем: 

у — 0,5 sin (4 t — 1,1) 

Положим 

^ = sin ( 4 * - 1 , 1 ) 

т ^ Ol ' т о г д а 9 = 0 , 5 Y > 

Если ПОЛОЖИТЬ X*=^t— 1,1, т о 

4 ^ 4 " 
Отсюда 

1 1 
- j - = 0,275 секунд на один радиан 

или 
4 

= 3,63 радианов в секунду. 

Отложим на оси, времени от нового начала 1 секунду 
в таком масштабе, чтобы этот отрезок соответствовал от
резку 3,63 радиана по угловой шкале, и « разделим его на 
доли секунды, как это показано на рис. 277 и 278. 

Постоянный угол с передвигает лишь кривую вдоль оси 
X (или оси t в данном случае), но не меняет самого вида 
графика. 
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У У 

.0.5. . 
-0.4 

-0.2 
-0.1. 

-1 ,0-
-0.8 
-0.В 
-0.4 
-0.2 

.основной ' ерафиК 
/ " "^"NT синуса / 

/ шНала\ радианов / 

0 ' \ / 
' радиана • 

J шкала времени [ 

0 0,5 сен UeH 1.5ce/Y. 2 сеИ 

Рис. 277. 

( pPfA \ о . г 

У 

7 
Y 

?~\ 
\^ шкала радианов 

V У 
0 —i 1 

~ .i —. V / 
—-с *— 

J X 
U) 

шкала бремени 

w ш 

Рис. 278. 

Пример. Кривошип ОР (рис* 279), длиной 60 см, начинает двигаться 

из положения, образующего угол 30° или ~~J" ~ 0,5236 радиана с гори; 

вонтальным направлением. Время t в начале движения равно нулю. В одну 
секунду происходит 2 оборота. 

1 1 
Так как время одного оборота равно — секунды, то, деля окруж-

J. 
ность на 12 частей, находим, что каждая часть соответствует времени 
0,0417 секунды. 

Кривошип делает два оборота в секунду, т. е. поворачивается на угол 
2 • 2 п радианов. Следовательно ш = 4 тс. 

Если рассматривается движение кривошипа, то а предста
вляет собой его длину. 
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30° = -g радианов, поэтому согласно сказанному в п° 613, следует пе-

В 
редвинуть начало координат на величину —, равную в данном случае 

7С 

т 
= —г = 0,0117 секунды, 

4 л: 24 

что совпадает с одним из сделанных на окружности делений. Уравнение 
движения будет иметь вид: 

у = 60 sin 

Рис.. 279. 

620. Переменный т л к . Сила переменного тока возрастает 
до некоторого положительного максимума, уменьшается до 
нуля, а затем до отрицательного минимума, после чего опять 
возрастает до нуля, чем и заканчивается цикл. 

Эта изменяющаяся сила тока i является синусоидальной 
функцией. Такова например, 

z = 10 sin (2001), 

где f—протекшее время, а величина 200 t есть число радиа
нов в соответствующем углу фазы. . i 

Так как график зависимости есть синусоида, а максималь
ное значение синуса равно единице, то в данном случае наи
большее значение i равно 10 единицами Это значение функ
ция имеет в точке, за которой ординаты кривой начинают 
уменьшаться. В течение одной секунды происходит несколько 
циклов. Полный цикл изменений заканчивается после того, 
как угол 2001 достигает величины 2* , т. е. когда 

200* = 2* , * = 0,01 * = 0,0314. 
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Рис. 280. 
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Так как х и у заменяют друг 
друга, то графики данных функ
ций следует строить не на оси 
X, а на оси У", как это и пока
зано на рис. 281, где изображен р я с . 281. 
график x = c 7 s i n (,пу-\-В). 

622. График функций. Рассмотрим функцию y=*c^sx, 
где л- — угол в радианах. Пусть имеется система прямоуголь-

Таким образом продолжительность цикла равна 

1 
или о к о л о с е к у н д ы и ток изменяет направление примерно 
60 раз в секунду. 

Расстояние между точками, в которых кривая пересекает 
горизонтальную ось, показывает время, необходимое для ка

ждого изменения направ
ления тока. Очевидно оно 
равно половине того вре
мени, в течение которого 
совершается полный цикл 
(рис. 280). 

В данном случае время, 
нужное для каждого изме
нения направления, равно 
0,0157 секунды. 

621. Функции вида x = aslt\(fiy-\-B). Эти функции сходны 
с уже рассмотренными функциями вида у = asm (пх-\- В), но 
отличаются от них тем, что пе
ременные, входящие в формулу, 
поставлены одно на место дру
гого. Вследствие этого поло
жение осей необходимо соот
ветственно'изменить. 

Что касается уравнений 
х — sin у, х — sin (y-f-Б) и * = 
•= sin пу, то Для них справед
ливо все сказанное в предыду
щих п° об уравнениях 

у = sin х 
у = sin (x - f В) 
у = sin rix. 
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ных координат, причем по оси абсцисс отложены величины 
углов (в радианах), а по ординатам — соответствующие им 
значения косинусов. 

Кривая пересекает ось X в точках, где 

JL $1 ^1 
2 ' У ' Т ' ' х = 

а также где 
тс 
У 

3jt 
" 2 ' 

5jc 
' 2 тс. 

Здесь k — лю
бое целое, положи
тельное число или 
нуль. При х = О, 
у = 1 (рис. 282). 

623. Построе-
ние графика ко 
синуса. Так как 
cos; t=sin (90°-{-х), 
то график коси
нуса представляет Рис. 282. 
собой синусоиду, 
передвинутую вдоль оси X на 
расстояние, соответствующее 

тс 
углу - у и л и 90°. 

На рис. 283 точка О есть 
начало синусоиды, а точка О' — 
начало графика косинуса, 

Кривые отличаются друг от 
друга только тем, что начала 
их находятся в 
расстоянии, со
ответствующем 
углу 90°, по
этому график 
косинуса сле
дует с т р о и т ь 
точно так же, Рис. 284. 
как график си
нуса, начиная его на указанном выше расстоянии от начала 
координат (рис. 284). 

Рис. 283. 

у = COS X 
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624. График функции 
у = cos (л: -f" Б) 
у = cos 2 х 
у = cos пх 
у = cos (n r -f- 5 ) 
у — a cos (n* - j - 5 ) 

подчиняются тем же законам, что и соответствующие сину
соидальные кривые. 

Указанные графики могут быть получены из графика 
основной функции 

у = cos х, 

так же как и соответственные кривые функций синуса. 
Будет ли данная кривая изображать изменения синуса' или 

косинуса, зависит только от положения начала координат. 
Если в данных уравнениях поменять х и у местами, то 

построенные графики придется отнести не к оси X, а к оси У. 
625. Сложные периодические колебания или графики 

волн. Общие уравнения у = a sin (пх-\~В) и у = a cos [пх -|-
выражают простейший вид периодического движения; 

Сложное периодическое движение выражается более об
щими формулами вида 
у=ах sin (пх-\-Вх)А-а2 sm(2nx-\-B.)-{-

-\-b-2cos(2nx-\- В.2) . 
. 2 Sin X 

. - j - / J j COS (nAT-j -^J 4-

Рис. 285. 

Звук музыкального инструмента, например флейты или 
скрипки, состоит из главного тона, выражаемого уравнением 

у — ах sin (пх -f- Z?]) 
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и обертонов или гармоник 

у == а 2 sin Ç2nx - j - /32) 

у = аЙ sin (Зпх -f- В3) и т. д. 

Для получения графика такой сложной функции удобнее 
всего начерТить каждую синусоиду отдельно, а затем сло
жить соответствующие ординаты. 

На рис. 285 сделано построение для функции 

У = 2 sin х~\- -Tpsin 3 л*. 

у=а sin(nx +ß) 

626. Затухающие колебания. Многие законы природы 
выражаются графически кривыми синусов и косинусов с умень
шающимися ампли
тудами. Велич ина 
амплитуды а убы
вает как показатель
ная функция. Она 
о б ы ч н о представ
ляется в виде ае~Ьх. 

В этих случаях 
общее уравнение си- . | 
нусоидальной функ
ции принимает вид у=ае~™ sin [пх + В) 

у — ае ь , г sin (пх~\-В). Рис. 286. 

Для получения ординат кривой последнего уравнения 
удобнее всего вычертить отдельно графики функций е~Ъх и 
a sin (пх~\-В), a затем перемножить их ординаты. 

Величина b в данном уравнении может рассматриваться 
как мера сопротивления или задерживающий эффект и назы
вается логарифмическим декрементом колебания (рис. 286J. 

627. Ограничивающие кривые. При построении графиков 
функций вида 

7 s i n Л" и л и 
7Г / 

• t2 cos — и т. п., 

где один из множителей есть синус или косинус, проще 
всего рассматривать кривую, выражаемую другим сомножи
телем, как ограничивающую кривую. 

23 Справочник для нвжен pu. 
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У е * S i n тс х OY 
Так как синус по 

абсолютной величине 
не может быть боль
ше 1, то значение у 
в уравнении (1) не 
может быть численно 
больше чем первый 

г . 
у = е 1 sin j m 

Рис. 287а. 
множитель е 
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суть и — 1 , поэтому y 
имеет предельные значения, 

i i 
- - Т х 

равные е и —е 
Таким образом кривые, вы

ражаемые уравнениями 

у=-е и г/ = — е 

можно рассматривать как огра
ничивающие для функции у 
уравнения (1). 

Построение искомого гра
фика облегчается, если иметь 
в виду следующее: 

Когда sin тсд: ==0/ # = 0, 

следовательно кривая (1) пере
секает ось X в тех же точках, 

'•. тел; 
что и кривая jy = sin а 
именно при х — О, dz 2, , d t 4, 
dr6 и т. д. 

Кроме того кривая, выражаемая уравнением (1), и график 
Рис. 287Ь. 

показательной функции у — е. касаются друг друга в тех 

Рассмотрим уравнение 
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то удобно вычертить вспомогательные кривые в одинаковом 
масштабе, располагая их одну под другой, и сложить их 
ординаты (рис. 288). 

28* 

точках, где синус достигает максимума или минимума, т. е. 
где sin ~~— равен -f-1 или — 1. 

Таким образом кривая функции (1) касается ограничиваю
щей кривой в точках, абсциссы которых равны 

х = ±1, ±3, ± 5 и т. д. 
Другим примером применения ограничивающих кривых 

является случай уравнения 

о •= t cos 

график которого показан на рис. 287Ь, 

Кривая пересекает ось л, когда c o s - j - = 0, и касается 

ограничивающих кривых, когда cos —~— = 1 или cos ^ == — 1. 

628. Сложение ординат. Если уравнение состоит из двух 
или большего числа членов, как например 
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Рис. 289. 

В данном случае придется построить графики функций 

ух = 2 S in — И у-2 = Y Х-

Для получения ординат 
искомой кривой имеем 

y—Ui -\-у* 
629. Графики обратных 

тригонометрических функ
ций. Уравнение у = sin х мо
жет быть написано еще и 
в такой форме: 

х — arc sin у-

Последнее выражение оз
начает, что х есть угол, си
нус которого рявен у. 

Очевидно, что графики 
функций у — sin х и х — 
— arcsin х одинаковы по 

форме. В первом случае у есть функция x, а во втором х 
является функцией у. ' ' 

Таким образом в случае функции х = arc sin г/ график сле
дует отнести к оси У, а не к оси X (как в первом уравнении). 

Указанные сообра
жения действительны 
также для косинуса, 
тангенса и т. д. 

Другой метод по
строения графиков об
ратных тригонометри
ческих функций заклю
чается в том, что гра
фик основной функции 
чертится на прозрач
ной бумаге и повора
чивается вокруг оси, проходящей через начало координат и 
наклоненной к оси X под углом 45° (рис.'289). 

630. Сравнение графиков синуса и косинуса. Отметим, 
что y±=cos ( — x) = cosx и поэтому графики функций 
у = с о ; х и у ~ cos ( — х) —- едчнакэвы. Отсюда следует, что 
при изменении знака л- на противоположный, у получает те 

sin (-XI 

' Рис. 290. 
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же самые значения и следовательно график косинуса симме
тричен относительно оси Y (рис. 290). 

631. График фулк-
= tgx. Прииз-

менении угла от 0 

до 90° или до -Tjj-' 

тангенс изменяется 
от 0 до O D . Дальней
шему увеличению 
угла от.90° до 180° 
соответствует увели
чение тангенса от 
— со до 0. 

.Рис. 291. 

Рис. 292: 

В пределах o r 180°,до 270° тангенс -принимает значения 
от 0 до со и наконец для углов от 270° 'до'• 360° он изме
няется от—со до 0 (рис. 291). 
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* v ) 
90' / 

р 

0 п1г / 
р 

0 

Рис. 293 

633. Графики функций 

y-=t~ (хА-Б) 

# = tg пх 

y=~t~ (пх-\-В) 

y=-atg (пх-\~В) 

строятся по тем же правилам, что и соответствующие функ
ции синуса. " . . . . 

Общая форма функции 

у = a tg (пх А-В) 

показана графически на рис. 294. 
Здесь ординаты увеличены в а раз по сравнению с тако

выми для графика 
y = tg (пхАгВ). 

632. Построение графика функции у = ïg х. Согласно 
сказанному в п° 594, где показаны соотношения между 'три-
гонометрическими функциями, на рис. 292 (а) (Ь) (с) и (d) 
изображены величины линии тангенса в различных квадран
тах. 

Откладывая величины углов как абсциссы, а значения 
функции у = tg л:—как ординаты, можно легко построить ее 
график. 

Так как t~x—положителен в I и III квадрантах и отрица
телен во II и IV, то положительные значения тангенсов PS 
соответствуют углам в I и III четверти, a SPi и 5Р а —во II 
и IV. 

Пример нахождения тангенса для угла во втором квадран
те показан на рис. 293. 



Путем изменения мас
штаба абсцисс основного 
графика у = t g х, пере
движения начала коорди-

( В V нат в точку I — , U 

Сравнение графика тангенса 

Y 
439 

умножения ординат на а, 
получим кривую, выра
жаемую уравнением 

y = at~ (пх-\-В) 

п 
п 

L 

Рис. 294. 

в новой системе коорди
нат. 

Пример. Построит» график 
уравнения (рис. 295) 

y = tg (2 9 4 - 45 -

Рис. 295. 

. Период функции у = 
тс' 

= tg пх есть — ; 

634, Сравнение гра
фика тангенса. Н а рис. 
296 даны для сравнения 
несколько графиков тан
генсов. Рис. 296 
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\ * 
V* 
\ y t 

90° 1 8 0 * \ 270* 360° 
тс 
2 

П Зп 
2 \ 2п 

Рис. 297 

Ь^л. График функции 
a ctg (tlX-\-B). Эта функ
ция применяется сравни
тельно редко, а потому 
ограничимся рассмотре
нием графика . функции 
у — ctg лг и общего уравне
ния 

у = а ci*, (пх-\-В). 
По сравнению с пер

вым, ординаты кривой об
щего уравнения увеличены 
в а раз. 

Таким образом кри
вая функции у — a ctg 
(пх-\-В) может быть 
построена точно та
ким же образом,как и 
для у — а ctg (пх -~{- В) 
в п°633. 

Здесь также бе
рется основной гра
фик функции ctg х, 
масштаб абсцисс из
меняется в отно
шении 1 : п, начало 
координат перено
сится в точку 

В 

и ординаты умножа* 
ются на а (рис. 298). 

После выполнения 
указанных действий 
получим искомый граг 
фик, приведенный к 
новому началу. 

636. Построение 
графика. . функции 
У =?= ctg х. . Так. как' 

Рис. 299. 
c t g * = tg у^—х J, 

то построение гра-
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фика данной пункции можно осуществить, строя кривую так 
же, как для тангенса. Необходимо начинать ее из положения, 
соответствующего углу 90°, по отношению к начальному по-

р, 

Рг 

Y 

Рис 

V? 

300 

У 
90* 

-у- с sc 

180" 

X 

2 7 Ü " 360" 

р, 

Рг 

300 

У 
90* 

-у- с sc 

180" 

X 

2 7 Ü " 360" 

р, 

Рг 

300 

У 
90* 

-у- с sc 

180" 

X 

2 7 Ü " 360" 

Р, и. ' > » Л 
Р, 

Л 
Р, 

Рис 301. 

/ Л 
ложению подвижной стороны для графика у = tg х. Самое же 
вращение следует производить в отрицательном направлении, 
так как перед х стоит, знак —- (рис. 299). 

637. Графики функций у = s e c X и у -=s c o s e c X. Полагая 
радиус окружности равным единице, видим, что радиус-век
тор OS или OSy является линией-секанса. Для нахождения 
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величин этой линии вращаем радиус-вектор OS до верти
кального положения, а затем проектируем его на соответ
ствующую ординату (рис. 300). 

График косеканса аналогичен предыдущему, но начальное 
положение подвижной стороны угла х должно быть взято на 
90° далее (рис. 301). 

Ясно, что путем перенесения начала координат на отрезок, 
соответствующий углу 90-, мы получим график секанса.'Дру
гими словами 

sec x = cosec (90° -(- x). 

Глава XXV. 
РЕШЕНИЕ ТРЕУГОЛЬНИКОВ. 

638. Решение прямоугольных треугольников.. Для реше
ния прямоугольных треугольников пользуются формулами, 
указанными в главе XXIII, и следующими соотношенями, 
известными из геометрии: 

L A-VL В = 90°; с 8 « a 3 - h о 9 . 

Решение будет возможным, если известны два элемента 
треугольника (не считая прямого угла), причем один из них 
должен быть стороной. 

Выбираемая для решения тригоно
метрическая ФОРМУЛА должна содержать 

а три величины, из которых две заданы, 
а одна является искомой. 

Пример 1. Дано: А — 32° 16 ' ; а = 200. Найти 
о , с и В. Имеем: В = 90° - А = 90° - 32° 16 ' -

Рис. 302. = 57°44 ' 

sin А •• а 

sin Ä. sin 32° 1 6 ' = 0,53386, 
следовательно 

2 0 0 - = 3 7 4 , 6 

С g А : или Ь = a ctg А 

ctg 3*А° 16 '=* 1,5839, 
следовательно 

Ь = 200 • 1,5339 « 316,78. 
0,53386 

Пример ,2. Дано: а = 52,6; 6 з=> 65,4. 

о = У o T j T p = У 2767 + 4277 = 83,92, 
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из таблиц находим 
А = 38° 49' , 

отсюда 

В-= 90° - 3 8 ° 49' = 51° 1 1 ' . 

Пример 3. Дано: Л = 59° 58'; Ь = 412. Найти а, с, Б . 

tg А — -Ц-, т. е. а-= о tg А 

tg 59°58 ' = 1,7297 
а = 412 • 1,7297 = 712,64 

л Ъ Ъ 
cos А —= — или е = -7 

с соз Л 

с = -*4̂ U =823 ,11 
0,50050 

В = 90" — А - 90° - 59° 58 ' = 30° 2' . ' 

Ярмле/з V. Дано: В = 70°10'; с = 35,2. 

sin В — — или b — с sin В 

sin 70°10' = 0,94368 
b == 35,2 • 0,94068 = 33,112 

соя В = — или а — с cos В 

cos 70° 10 ' =0 ,33929 
а = 35,2 • 0,33929 = -11,94 

А = 90° — В = 90° - 70° 10 ' = 19° 50 ' . 

639. Употребление логарифмов при решении прямоуголь
ных, треугольников ускоряет вычисления и делает их более 
точными. 

Пример 1. Дано: а = 23,47; В = 26°15,2'. Найти А, Ь и с. 
Имеем: 

— = tg 5 , 6 = a tg В; — = cos В, с = • û 

lg t g ß = 9 , 6 4 5 7 6 - 10 
l g g = 1,37051 

lg 6 = 1,01627 
6 = 10,38 

C O S J8 " 

Ig cos Я = 9 , 9 5 2 7 2 - 1 0 
i g q = 1,37051 
l g c = 1,41779 

с = 26,17 

А = 90° - В = 90° - 26° 15,2' = 63° 44,4'. 

Я/эил/ер 2.'Дано: Л = 58°39 ' ; с = 35,73. Найти А, а и Ъ. 
Имеем: 

— = sin В или Ъ = с sin В. — = cos 5 или а == с cos 5 . с ' с 

lg s i n ß = .9,93146 — 10 
Ige = 1,55303 
lg 6 = 1,48449 

b = 30,51 

Ig cos В = 9,71622 —10 
• lg с = 1,55303 

l g a = 1,26925 
а = 18,59 

А = 90 й 1 - ß = 90° - 5 3 е 39.' ~ 31° 21'-
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Пример 3. Дано: а = 50; b = 60. Найти А, В к с. 

sin Л, с 
T = t g 4 ur/l 

lg а = 1 1 , 6 9 9 0 - 10 
lgö = 1,7782 

lg tg А = 9,9208 • 
• А = 3 9 ° 48 ' . 

10 

— sin л , с = . . 
с sin Л 

l g a = 1 1 , 6 9 9 0 - 1 0 
Ig sin А — 9,8063 - 10 

' ] gT^ 1,8927 
с = 78jl 

640. Другой прием при решении прямоугольных тре
угольников с помощью логарифмов. Предположим, что нам 
нужно найти катет а прямоугольного треугольника по данной 
гипотенузе с и другому катету b (рис. 303). 

Так как а= УОЩ^^Щ^, 
то а можно вычислить обычным способом. Однако, примене-
н"е логарифмов при таком виде выражения неудобно. 

Из алгебры известно, что 

0 а — с в = ( 0 - | - с ) (о — с), 

b - | -с = 1266,7 
b — с = 157,7, 

отсюда 
а = . /1266/7 • 157,7 

Полученное выражение может быть легко вычислено с 
помощью логарифмов. 

Косоугольные треугольники. 

641. Закон синусов. Во всяком треугольнике стороны 
пропорциональны синусам противолежащих углов 

а _ sin А _ а _ sin А 
b sin В ' с sin С 

Отсюда 
a b с 

и т. д. 

îin A sin В sin. С [90] 

642. Закон косинусов. Во всяком треугольнике квадрат 
стороны равен сумме-' квадратов двух- других сторон минус 
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удвоенное произведение этих сторон на косинус угла, заклю
ченного между ними. 

f « 2 = A î - f c a — 2 0 с c o S i 4 
[309] j 6 a = a* + ca —2ac cos В 

{ с- = a- - j - № — 2 ab cos С 
или 

[310] 

cos А -

cos В -

cos С-

' Ъ*-\-С-—д* 
2 he 

а"-1-е- - :* 
2 I7C 

a a-f-* a — с 3 

2а6 

643. Решение косоугольных треугольников. При реше
нии косоугольных треугольников наиболее важным является 
знание закона синусов (n à 641) и закона косинусов (п° 642). 

Рекомендуется сперва вычертить треугольник по заданным, 
элементам и измерить его стороны и углы. Для многих задач, 
встречающихся в инженерном деле, точность полученных при 
этом способе результатов оказывается вполне достаточной. 

Если же требуется большая точность, то применяют лога
рифмические таблицы. 

Часто при решении косоугольных треугольников бывает 
удобно разбивать их на прямоугольные, применяя при этом 
соотношение с- = а- -| - b-, а также обычные тригонометрические 
формулы. 

Пример. Даны три стороны 
косоугольного треугольника. Найти 
его углы (рис. 304). 

Имеем: 
к* = 1 5 2 _ д . 2 

Л'г = 1 С 2 - — (20 — 

отсюда 
225 - А-2 = 1 0 0 - 4 0 0 + 4 0 л - - л и , 

40л- = 525, 
л- ==.13,125, 

л- _ 13,125 
: "15 " . 15 ~~~~ 

20 - - .у 6,875 
10 , с = 10 

'В-=ЛЯР'—{А + С) = 180° 

:А: 

cos С = : 

Рис. 304. 

0,875; А == 28° 57' , 

= 0,6875; С — 46° 34 ' , 

75° 3 1 ' 104° 2,9'. 
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Косоугольный треугольник имеет б элементов: три сторо
ны и три угла. Из трех заданных элементов по крайней 
мере один должен быть стороной треугольника, тогда 

можно найти остальные три эле? 
мента. 

В зависимости от того, какие 
элементы заданы и какие требуется 
найти, рассмотрим следующие случаи: 

644. Случай 1. Даны два угла 
и одна сторона. 

Условие. Сумма двух данных 
углов должна быть меньше 180°. 

Для решения, начертим треугольник, а затем применим 
закон синусов (рис. 305). 

Рис. 305. 

Данные 

А, В, а 

Искомые 

ь 
с 

Формулы 
a s in В 
sin А 

С = 180° - (А + В) 
_ a sin С _ a sin (А + В) 

sin A sin А 

Для проверки можно применить формулу: 

с cos B~\-b cos С — а. 

Площадь треугольника = ob sin С- a 2 sin В sin С 
2 sin Л 

Другой способ решения. Опустим перпендикуляр из вер
шины на основание и решим два прямоугольных треуголь
ника (этот перпендикуляр не следует опускать на заданную 
сторону а). 

Пример. С л у ч а й 1. Дано: Ь = 6,362; А — 76° 13 ' ; С => 35°17'. Haft™ 
'Я, с и Л. 

В = 180° - (А + С) = 1 8 0 ° - 1 1 1 ° 30 ' = 68° 30 ' . 

6 s in С 
sin В 

!gb = 0,80359 
lg sin А= 9,98731 — 1 0 

10,79090 — 1 0 
Jgsln.g = 9,96868 — 10 

l g a = 0,82222 
a = 6,641 

l g 6 = 
lg Sin С : 

sin Б 
0,80359 
9,76164 • • 10 

1 0 , 5 6 5 2 3 - 1 0 
ig sin В =t 9,96868 — 10 

lgc== 0,59655 
c = 3,95 
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645. Случай 2. Даны две стороны и угол между ними. 
Обозначим большую сторону буквой а (а > №. 

Применяя закон синусов и закон косинусов, имеем: 
Данные 
а, Ь, С 

Сперва следует 
найти меньший 

Z в 

Искомые 
с 

В 

А 

можно 

Формулы 
V°-+ &-'2аЬ cos С . 

sin 5 = 
b sin С 

Для проверки 
формулу 

a cosB-\-b cos А 

А = 180° -

применить 

= с. 

(В + С). 

ь 
Рис. 306. 

Другой способ решения. Опустим 
перпендикуляр из вершины на осно
вание и решим два прямоугольных 
треугольника (не следует опускать этот перпендикуляр из 
вершины данного угла С). 

Пример. С л у ч а й 2. Дано: а = 20,63; 6 = 12,55; С = ; 2 7 ° 2 4 ' . 
с = Va* + & - lab cos С = У"(20,63)2 -4- (12,55)^—"2^ 20,63 • 12,55 • 0,8873 = 

= "К425,6 + 157,5 - 459,7 = 11,09, 
„ i sin С 

S i n 5 = : 
с 

lg 6 = 1,09864 
lg sin С =_9 ,66295 - 10 

~ 10,76159 - 10" 
•_ l g c = 1,04571 

lgsTn"Ä= 9 , 7 1 5 8 8 - 1 0 
В — 31° 19' . 

А = 180° — (31° 19' + 27° 24') = 121° 17'. 
646. Случай .3. Даны три стороны. Заметим, что б о л ь 

шая» сторона должна быть меньше суммы двух других сторон. 
Начертим треугольник и применим для нахождения неиз

вестных элементов закон синусов и закон косинусов. 
Формулы 

Рис. 307. 

Данные Искомые 

«, Ь, с А cos А 

В sin В 

С sin С 
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«с 
. / 3 f(S-a)(S-c) 

r . С / f t — 0 ) 7 5 - 6 ) С , / S ( 3 = d 

to- С - = 1 / ( ^ -^Ш=^) 
S 2 " J/ 5 ( 5 —с) 

Для проверки имеем: 
Л - Ь 5 + С ' = 1 8 0 ° . , 

Площадь треугольника равна 
V~S(S—a)(S—b) (S-^c): . . 

Пример. С л у ч а й 3. Дано: а = 10; о = 12; с — 14. Найти А, В и С, 

е о , и - * 3 + с 8 - " 2 141 + 196 - 100 т 
с о я Л 263 — 3 3 6 = = 0 ' 7 1 ' 1 ' 

Л = 44° 26' , 

В — 57° 8'. 
s i „ ^ ^ = J l « - = 0 , 8 4 0 1 0 , а 10 

. „ с sin Л 14-0,70008 п п о м п зтС— — • — = — = 0,98010, и 10 
С — 78° 29 ' . 

Проверяем: А -\-В + С = 180° 3 ' . 

Для проверки имеем 
Л + 5 + С = 1 8 0 ° . 

Если требуется большая точность, то находим полупериметр 

0 2 ' 
n затем отыскиваем нужные элементы, как это показано ниже: 

Дан- Иеко- Если половина угла близка Если половина угла 
нм» мые к Н У Л Ю > т о применяем блияка к 90 е', то при-

формулу меняем формулу 

, , . ' А , /~ÏS—b) (S—с) А , а . Ь, с, л «ш - = у - j - _ c o s - 2 = у — 

. Л / (S—b)(S—c) 

д . Я , / ( 5 — а ) ( 5 ^ ) В . . / Т ( З ^ А ) 5 . 8 » T - J / — М ' Т Я 1 / . -
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647. Случай 4. Даны две стороны и угол против одной 
на них. Заметим, что при некоторых соотношениях между 
заданными элементами иногда треугольник построить вообще 
невозможно, иногда можно построить два треугольника 
иногда же один. 

Начертим пробный треугольник, 
если это окажется возможным. Затем* 
применим закон синусов. 

Пусть даны: 
А, а и Ъ. 

. „ b sin А sin ß = . 
а 

Если' sin В > 1, то решение невозможно. 
Если sin В==1, то треугольник — прямоугольный. 
Если s i n J 3 < l , то возможны два решения: Ву и 5 а . 
Действительно, угол В может, быть острым или тупым 

(дополнительным первого до 180°). 
А всегда будет меньше 180°. 
А может быть, а может и не быть меньше 180°. 

Очевидно решение возможно лишь в первом случае. 
Итак имеем: 

В, 

Данные Искомые Формулы 
т л r, • . „ balnA а, b, А в s i n В = , 

а 
С С = 180° - (А -I- В), 

с с = ̂  S.inS = У « - + b- — 2ab cos С . sin В 
Для проверки имеем: 

а cos В ~\- b cos А — с , 
I 

Площадь треугольника == --- ab sin С, 
Пример / . С л у ч а й 4. Дано: А = 43°26'; а — 4,75; b == 18,6. Нонги 

В, С. 
. „ b sin Л 

в\пл — —-— 
lg b = 1,26951 

lg sin A — 9,83723 —10 
1,10679 

lg a = 0,67669 
lg sin 5 = 0,43010. 

Это покалывает, что s i n . B ] > l , т. е, решение невозможно. 

29 Справочник для инженера. 
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Пример 2. Дано: А = 43°26' ; а = 14,75; b = 18,6. Найти с, В и С. 

, _ Ъ sin Л 
sin В = , 

lg 6 = 1,26951 
lg sin А = 9,83728 - •10 

1 1 , 1 0 6 7 9 - 10 

l g a = 1,16879 
Ig sin Я ^ 9,938С0 10 ' 

Отсюда ясно, что s i n ß < ^ l и что воам< и ны два решения. Произведем 
вычисления для В = 60° 6' и В = 1 1 9 ° 5 4 ' . 

Последний угол является дополнительным для 60° 6 ' до 180°. 

£ = 60° 6 ' 
С = 1 8 0 3 - ( Л +В): 
— (43° 26' + 60° 6') = 

a sin С 
с ~ 1 н 7 7 Г * 

l g a = 1,16879 
l g s i n C = 9,98777 -

; 1 8 0 ° -
: 76° 28 ' 

•10 

lg sin А -
11,15656 -
9,83728 • 

•10 
•10 

I g c = 1,31928 
с == 20,86. 

Л ' =-• 119° 54 ' 
С = 180° - (43° 26 ' + 119° 54') : 

= 16° 40 ' 
, а sin С 

° ~~ sin А 
l g o = 1,16379 

lg sin С = 9 , 4 5 7 5 8 - 1 0 
10,6^637 —10 

lg sin А = 9,83728 — 10 
l g c = 0,78909 

c = 6,153 

648. Простое правило для определения, какую формулу 
следует применить при решении данного треугольника. 

Законом косинусов можно пользоваться в тех случаях, 
когда даны две стороны и угол между ними или три стороны, 
а законом синусов — во всех остальных случаях. 

Для треугольников с тупыми углами можно пользоваться 
обеими формулами. 

649. Решение треугольников. При решении треугольни
ков для нахождения каждого неизвестного лучше пользо
ваться заданными элементами, чем определять сначала один 
элемент, а затем пользоваться полученным результатом для 
нахождения других. Так например, если мы, вычислив одну 
сторону, воспользуемся ею для нахождения другой, то всякая 
погрешность, _ сделанная при первом вычислении, будет 
влиять на результат последующего. 

Необходимо выбирать такую функцию (синус или тангенс), 
в выражение которой войдет искомый элемент и заданные 
величины. Там, где это возможно, лучше всего помещать 
неизвестное в числителе с целью избежать деления. 
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650. Тупые углы. Если при решении треугольника выяс
нится, что косинус угла отрицательный, то угол — тупой. 

Так например, если c o s ^ . = —0,7660, то А—тупой угол, 
а его дополнение А будет иметь косинус, равный-j-0,7660. 

Из таблиц найдем: 
А' = 40° 
А = 180° — 40° = 140°. 

Глава XXVI. 
ПОЛЯРНЫЕ КООРДИНАТЫ. 

651. Полярные координаты. Положение точки на плос
кости можно определить не только прямоугольными коорди
натами х и у, но также посредством угла 0 и отрезка ОР, 
отложенного на подвижной сто
роне угла 0. Указанный отре
зок называется радиусом-век
тором и обычно обозначается 
буквой р (рис. 309). 

Радиус-вектор р и вектор
ный угол 0 называются по
лярными координатами точки 
Р (р> Щ> причем в скобках пишут 
сначала радиус - вектор (см. 
п° 704). 

Если векторный угол Ö об
разуется путем вращения в Рис, 309. 
направлении, противоположном 
часовой стрелке, то он считается положительным. При враще
нии же по часовой стрелке—отрицательным. 

Радиус-вектор измеряется от полюса до заданной точки, 
если р положителен, и от заданной точки до полюса, если 
р отрицателен. 

Так, точка Р' получена вращением подвижной стороны на 
угол О и величина отрицательного радиуса-вектора отклады
вается в обратном направлении на продолжение ОР. 

Координаты точки Р' в последнем случае суть (•—р, 6). 
Точка Р' может быть также определена и координатами (р, 0 а), 
как это показано на рис 309,, где 0 3 = 8-4-180°.,. 

Можно приобрести бумагу, на которой нанесена сетка. Бумага 
с углами, указанными в градусах и радианах, весьма удобна для 
изображения графиков функций, зависящих от величин углов. 

29"- .. • 
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652. Полярный график функпдш р = а сов 6 [311]. Если 
отрезок а, лежащий на неподвижной стороне угла 0, проекти

руется на подвижную сторону, 
то. длина проекции равна р. 

Геометрическое место то
чек Р при изменении угла О 
является окружностью, ибо при 
получении каждой проекции 
образуется прямоугольный тре
угольник с вершиной прямого 
угла в Р и гипотенузой а. 
Как известно из геометрии 
(см. п° 540), в этом случае 
кривая АРуО есть полуокруж
ность (рис. 310). 

Рис. 610. Д л я У г л а
 fJ2> лежащего во II 

квадранте и имеющего отри
цательный косинус, отрезок р 2 откладывается на продолжении 
подвижной стороны, как это показано на рис. 310. 

Угол при вершине P s также 
прямой и при изменении О 
в пределах II квадранта точка 
Р 2 описывает полуокружность 
ОРИ- " 

Если, подвижная сторона 
угла 0 поворачивается на 360°, 
то окружность описывается 
дважды. 

Полярные координаты об
ладают по сравнению с прямо
угольными тем преимуществом, 
что отрезок ОР имеет и ве
личину и направление. 

Такие отрезки называются 
векторами. 

653. Полярный график 
функции p = asinO [312]. Так 
как p = asinO, то радиус-век
тор равняется стороне, лежащей против угла Ö в прямоуголь
ном треугольнике с гипотенузой о. Поэтому отрезок а сле
дует откладывать не на OA, а на перпендикулярной к ней OB. 

Проекция указанного отрезка на подвижн}ю сторону угла О, 
как это было доказано в предыдущем п°, является катетом 

Рис. 311. 
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Рис. 312. 

прямоугольного треугольника, у которого вершина прямого 
угла лежит в Р^. 

При переходе угла 0 во II квадрант точка Р.г описывает 
полуокружность ВР%0. 

В III и IV квадрантах sinO отрицателен, так что р следует 
откладывать на продолжении подвижной стороны. 

654. Вращение 
полярных графиков. 
Так как пользование 
полярными графика
ми синусов и коси
нусов весьма удобно, 
то необходимо знать, 
как следует пре
образовать график 
Р = cosö, чтобы полу
чить из него какой-нибудь другой, например график. 
р = cos (б dz 15°). 

Начертим" окружность, соответствующую уравнению 
Р = cos 0, и повернем ось на второй из углов, стоящих 
в скобках, в направлении, указанном знаком (рис. 312). 

Если же повернуть не ось, а самый график, то направле
ние вращения должно быть противоположно указанному знаком. 

Полученное положение окруж
ности и будет выражать графи
чески функцию р = cos(ö dz 15°). 

Как и ранее, мы начинаем 
построение графика основной. 
функции и избегаем возмож-

X ности ошибиться, принимая во 
внимание при вращении оси 
знак, стоящий при постоянной. 

655. Соотношение между по
лярными и прямоугольными ко

ординатами. Из рис. 313, где полярные координаты точки 
Р суть (р, б), а прямоугольные — (дг, и у), имеем: 

О 

Рис. 313. 

[313] 

[314] 

х = р COSÖ 

у — р sinO. 

Пользуясь этими формулами, можно преобразовать любое 
уравнение, заданное в прямоугольных координатах, в уравне
ние, выражающее ту же функцию в полярной системе. 
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вид 

Уравнение 

обращается в 

Уравнение окружности х2-\~у- = а? после преобразования 
обращается в такое: 

р2 cos 2 0 - f Р 2 sin 2 0 = а 2 

или 
р 2 (cos 2 0 + s i n 2 0)=== а 2 , 

откуда 
р 2 = а 2 или р — а. 

Для перехода от полярных координат к прямоугольным 
имеем следующие формулы: 

[315] 

[316] 

6 = arete 
х 

Из формулы [315] можем получить следующие соотноше
ния, удобные в практических приложениях: 

О = arc cos 

= arc sin 
У 

sm 1 

tgO ==. 

У 

X 

и cos') = 

Рис. 314. V^'Vy-' 

656. График функции p = a cos 0 - | - b sin 0 [317]. Предпо 
ложим, что мы имеем прямоугольник со сторонами а к Ь, 
изображенный на рис. 314. Опишем вокруг него окружность. 

Так например, уравнение прямой линии х — 5 принимает 

р cos 6 = 5. 

2 * 4 - У = 4 

2р cos 0 —f— р sin 0 = 4. 
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Раскрывая в полученном уравнении скобки, имеем: 

а х _)__£_. _j_^2 — by 2 о 3 • а 2 . £ 2 

4 i * i 4 4 1 4 ' 

Приводя подобные члены и сокращая, получим: 

х*-\-у* = ах-\-Ъу. 
Выразим теперь это уравнение в полярных координатах* 
Для этого вспомним, что 

х2 -\-у~ = Р 2 ; х = р cos 6, у — р sin 6. 
Тогда 

р2 = а р c o s 0 - j - bp sin Ö. 
Разделив иа р, имеем: 

Р — а cos 0 - | - 6 sin О 
или 

р = , ( - г ™ " c o s 0 + _ _ J - sin О V 

Положим теперь 
•а . b 

а ~ arc cos->-~ - —. — arc sin 
i— . . . — eu o u i y — ; — - — V - - - j 

| / es_|..fra / а а - | - 6 а • 

тогда найдем из предыдущего 
р = т / ^ а Т р р ' ( c o s « c o s ß _|_ sin a s [ n ß) = ] / ^ 2 7 p p " c o s (Q _ „). 

Это уравнение, как уже было доказано в п° 654, выра 
я;ает окружность Р = V а 2~Ь ^ а ' cösö, повернутую на угол «. 

Диагональ прямоугольника будет являться диаметром 
окружности и равна 

Очевидно, радиус окружности будет равняться 

1 г 

Уравнение окружности в прямоугольных координатах, 
начало которых расположено в нижней левой вершине прямо
угольника, будет иметь вид 
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Таким образом график функции 
р = a cos 6 - j - Ь sin О 

есть окружность радиуса à2-\-b'2 , 

прямоугольника со сторонами а и Ь. 
Если р ' есть радиус-вектор кривой a cos 0, а р" 

вектор кривой è sin 0 то 
Р = Р ' - Ъ Г Л 

График (с) на рис. 315 получен посредством сложения 
соответствующих радиусов-векторов из графиков (а) и (Ь) 

= ù Sin И 

описанная вокруг 

радиус-

Пользуясь циркулем, можно сложить два или несколько 
радиусов-векторов и получить таким образом точки искомого 
графика. 

657. Элемент времени в полярных графиках синуса и 
косинуса. Полярные координаты весьма полезны при изучении 

графиков синуса и косинуса, рас
смотренных в п° 614 и следующих. 
Их можно с удобством применять 
для изучения вращательного дви
жения. 

В настоящем п° рассмотрим 
только график синуса. 

Пусть' w-—угол в радианах, 
описанный подвижной стороной 
(например кривошипом или арма
турой электродвигателя) в 1 сек. 
при равномерном вращении. 

Через t сек. эта сторона повернется на угол 0 = <о/ ра
дианов, следовательно 

р = a sin «ßf i рис. 316). 
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658. Если угловая скорость равна 0,6981 радианов в се- • 
кунду, то 

P = asin (0 ,69814 

причем а представляет собой длину кривошипа. 
Перчод графика равен числу секунд, нужному для 

одного оборота. 
На рис. 317 показан график вращательного движения, 

имеющего период 10 сек, Это значит, что один оборот со
вершается в течение 10 сек. 

В случае очень быстрого вращения приходится строить 
графики для весьма малых промежутков времени, например 
десятых и даже сотых частей секунды (см. п° 614, где для 
этой же цели применены прямоугольные координаты). 

Рис. 317. Рис. 318. 

Если измерять углы не от горизонтальной оси, а от какой-
нибудь другой, лежащей под некоторым углом к горизонтали, 
тогда 

р = a sin (<uf — с), 

и наш график примет вид, показанный на рис 318. 
Следует помнить, что полярные координаты суть не (р, t), 

а (Pi ")> г де 6 = œt 
Так например, выражение 

P = asin (0,69811) 



Рис. 319. р = a sin (<а* + с). Рис. 320. р = a sin (<о/ — с). 

Рис. 321. р = — a sin {(at -f- о Рис. 322. р = —а sin (W — с). 

. Рис.. 323. р = a cos (ioï - j - с). Рис. 324. р = a cos (mt — о). 

Рис. 325. я = — a cos --J-с). Рис. 326. р = _ a cos (<о/ — с). 
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совсем не уравнение в полярных координатах, но 

{ 
P = asin (0,69810 
0 = 0,6981* 

является парой полярных уравнений в параметрической 
форме. 

Можно вычертить кривую р = sin <at, употребляя вместо 
координаты 0 — время t, так же как это мы делали с х в слу
чае прямоугольных координат, однако это даст нам не окруж
ность, а более сложные кривые. 

659. Полярные графики функций синуса и косинуса 
рис. 319 — 326). 

Глава XXVII. 

ВЕКТОРЫ, МНИМЫЕ И КОМПЛЕКСНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ. 

660. Вектором называется отрезок прямой, имеющий 
определенное направление. Если какое-нибудь количество 
обладает последним свойством (т. е. определенностью напра
вления), то вектор может служить весьма удобным средством 
для графического изображения этого количества. 

Выражение, представляемое вектором, должно обладать 
как - величиной, так и направлением, так что длина вектора 
характеризует величину, а направление его соответствует на
правлению данного количества. 

. Два вектора равны между собой, если они имеют одина
ковую величину и направление. Из каяиой точки, принятой 
за начальную, на данной плоскости можно Провести вектор, 
равный другому, лежащему в той же плоскости. 

661. Сложение векторов. Если имеется два вектора AB 
и ВС (рис 327а), то первый из них можно рассматривать 
как символ, изображающий движение от точки А к точке В, 
а второй —от В к С. В результате этих движений получает
ся перемещение тела из Л в С 

Сумма векторов AB и ВС есть вектор суммы АС, иначе 

Векторы. 

говори 
AB \-ВС = АС; 
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Сумма двух указанных векторов есть вектор, соединяю
щий начало первого с концом второго (предполагая, что 
начало второго вектора совпадает с концом первого). 

Если два вектора имеют общее начало, то их сумму мож
но представить в виде диагонали параллелограмма, сторонами 
которого являются эти векторы (рис. 327Ь). 

Рис. 327а. . Рис, 327Ь. 

Проекции вектора на координатные оси называются его 
составляющими или компонентами. Так, на рис. 328 Л^М, 
есть горизонтальная составляющая вектора AB, a NXN2—1 

вертикальная. 
Таким образом 

вектор AB — вектору МхМг -f- вектор N^N^, 

Если все векторы параллельны, то результирующий век
тор по величине равен алгебраической сумме их длин и имеет 
одинаковое с ними направление. 

Рис. 328. . Рис. 329. 

Векторы, не параллельные между собой, как например АО 
и OB на рис. 329, также могут быть сложены. Для этого 
конец одного вектора, безразлично которого, совмещается 
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с началом второго. Вектор, соединяющий начало первого 
с концом второго, представляет собой их сумму. 

Первый вектор характеризует перемещение из точки О 
в точку А, второй — из точки А в В. В результате полу
чается перемещение из О в В, которое и выражается одним 
вектором OB. 

Пример 1. Рассмотрим движение лодки, пересекающей реку, скорость 
течения которой равна 3 км/час. Лодка может пройти в спокойной воде 
4 км/час. 

Пусть AB— направление скорости лодки (рис. 330 ;; ВС — направление 
скорости течения. Через 15 минут после начала движения, если бы оно 
происходило в спокойной воде, лодка при
шла бы в точку D. Но так как аа это время 
течение отнесло ее на расстояние DE, то 
положение лодки в конце указанного про
межутка времени определится точкой Е, 

3 
причем длина £>£ = км. 

Через 30 минут после отправления, 
лодка прошла бы в спокойной воде 2 км, 
но течение снесло ее на расстояние 1'/а 

Таким образом конечное положение 
определится точкой G. 

Проследив аа движением лодки до конца 
ее пути, видим, что направление его опре
деляется линией АС. 

Так как изображенные на рисунке 
отрезки являются векторами скорости, то 
нектор АС характеризует по величине и 
направлению скорость лодки по отношению 
к наблюдателю, стоящему на берегу. 

Решая задачу аналитически, получим: 
АС= V 4 2 + 3^ = 5 км/час. 

Пример 2. Велосипедист движется на север со скоростью 15 км/час. 
Ветер дует с северо-запада и имеет скорость 10 км/час. Чему равна его 

скорость но отношению к велосипедисту? 
Движение со скоростью 15 км/час при отсутствии ветра 

создает эффект ветра со скоростью 15 км/час. 
Добавляя сюда скорость ветра, дующего с северо-за

пада, равную 10 км/час, найдем результирующую скорость 
23,2 км/час. 

Пример 3. Цапфа кривошипа паровой машины движется 
со скоростью 3 м/сек. Какую скорость имеет ползун, если 
в рассматриваемый момент кривошип образует с горизонталью 
угол 45°? 

Длина кривошипа —30 см, длина шатуна— 1,2 м. 
Нарисуем схему механизма (рис. 332) и проведем в точке 

В касательную ВС к окружности. Отложим на этой каса
тельной отрезок длиной в 3 единицы. Далее проведем прямую BE, 
перпендикулярную к AB. Отрезок BE будет изображать скорость 

Рис. 330. 
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Рис. 332 

вращения точки В вокруг А, которая не влияет на скорость пол
зуна. 

Проводя CD параллельно BE и горизонтальную прямую BD, найдем 
точку D пересечения этих линий. Отрезок BD выражает по величине и на

правлению скорость пол-
£ f эуна. 

Пример 4. Рассмот
рим колесо радиуса г, 
катящееся с угловой ско
ростью <и; скорость дви
жения центра пологкнм 
равной »]. 

Скорость любой точ
ки обода по отношению 
к центру равна гш = vv 

Абсолютная скорость 
любой точки есть век

тор суммы скорости по отношению к центру и абсолютной скорости са
мого центра, как зто показано на рис. 333 для точки В. « 

Для нахождения геличины и на
правления скорости точки В в поло
жении, указанном на рисунке, начер
тим В А ~ Vi параллельно w t (т. е. го
ризонтально), и скорость го), касатель
ную к окружности в точке В. З а м ы - ^ i _ . 
кая треугольник, получим вектор V, 
изображающий искомую абсолютную 
скорость точки В. 

Очевидно, v перпендикулярна 
к ВС, так как В к С находятся на 
колесе, которое является твердым 
телом 

Скорость точки С равна нулю. 

Мнимые и комплексные величины. 

662. Если такое уравнение как лг - | -1 = 0 вообще " имеет 
решение, то должно существовать число, квадрат которого 

') Перпендикулярность вектора скорости к направлению ВС вытекает 
из следующих соображений. 

Угол при вершине А в параллелограмме скоростей равняется углу 
ВОС, Действительно, линия AB перпендикулярна к ОС и направление ско
рости гш перпендикулярно к ВО. Так как стороны углов взаимно перпен
дикулярны, то углы равны. Сравнивая Д ВСО с треугольниками, образую
щими параллелограмм скоростей, видно, что угол между направлением ско
ростей v и г<о равен углу ОВС. 

Угол между направлением скорости п> и ВО прямой. 
Из отмеченного только что равенства углов следует, что направление 

скорости v перпендикулярно к ВС. 
Прим. ред. 
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равен ( — 1). Обозначим это число буквой г, тогда по опре
делению имеем: 

i * = — 1 . 

Предположим, что это число i может входить наравне 
с другими числами в алгебраические выражения и что над 
ним можно производить обычные алгебраические действия 
(т. е. сложение, вычитание и т. д.). 

663. График мнимой единицы. Если мы желаем изобра
зить графически положительную величину а, то можем отло
жить на линии OA (рис. 334) соответствующий отрезок вправо 
от точки О, т. е. в положительном направлении. 

Умножая а на ( — 1), получим Q 
(—а). Эту величину придется р" ; \А 
отложить налево от точки О, и- а--(-1)=- о—•+-« а н 
т. е. в отрицательном направ- р и с 3 3 4 
леиии. 

Таким образом, умножение числа а на ( — 1) в геометри
ческом смысле равносильно вращению отрезка, изображаю
щего эту величину, на два прямых угла, вокруг точки О. 
Величина (—а) изображается отрезком, равным отрезку а, 

но направленным в другую сто
рону от точки О. 

Как было сказано ранее, i 
есть число, квадрат которого 
равен (—1): 

следовательно наши предыду-

Умножение а на i равно-
Рис. 335. Сильно действию, которое, бу

дучи повторено дважды, соот
ветствует повороту вокруг точки О на два прямых угла. 
Иначе говоря, умножение на i геометрически равносильно по 
вороту на один прямой угол. 

В таком случае величину ai естественно изобразить отрез
ком OB, равным по величине OA, но образующим с послед
ним угол 90° (рис. 335). 

Точно также при умножении а на î • i • г угол поворота 
равен трем прямым, так как i-i-i — iä=—/. 

ü 

ai = aVH 

ai^af\f\=-a A • 
0 
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Умножение на i > i • i • i — г'4 = г- • г"2 = 1 можно представить 
себе как вращение на четыре прямых угла, т. е. возврат 
в исходное положение. , 

Из сказанного видно, что все четные степени г равны 
или ( — 1), а нечетные — ( + 0 и ( — i). 

Так как ( — г) означает z-( — 1), то ( — i)2 = ( — I ) 2 / 2 — 
= 1 - ( - 1 ) . 

Следовательно имеем еще одно число ( — г), квадрат кото
рого равен ( — 1 ) . , 

Если мы отметим, что знак У — 1 выражает определен
ный квадратный корень из (—1) и назовем его г, то 
— У—1 или ( — i) выражает другой квадратный корень 

Величина / называется мнимой единицей, а величина ai— 
мнимым числом, причем а — число действительное, отличное 
от нуля. 

Выражение a -f- Ы называется комплексным количеством, 
причем в нем а и b суть любые действительные числа. 

664. Сложение и вычитание мнимых количеств. Из пре
дыдущего п° следует, что 

0 - г==0 
1 • i = i 
f + / = 2z 

i-\~ z—j-" . . . -\-i(n членов) — ni (1) 

aV— l =ai 

±V^â* = ±y~^J--l) = ±V~aJ • V—l = 

= ± a l / - l =±:ai (2) 

ai~rbi=~(a-rb) i. (3) 

665. Формула (1) n" 664 показывает, чему равно произве
дение действительного числа на мнимое 

V—Т • У-~Т~ = /• / = Р-= —1, 
отсюда 

у:~а . ] / ~~6 = у~а~ . y~b~i. г = У~аТ • (—1) = — У~аТ• 

П р а в и л о . Произведение двух мнимых колич ств с оди
наковыми знаками перед радикалами есть действительное 
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отрицательное количество. Произведение мнимых величин 
с разными знаками есть количество положительное. 

При действиях над мнимыми количествами выражения 
вида V — а всегда следует писать в виде У а • Л Причины 
этого ясны иа следующего примера: 

У^а~ = V~ai 
У^-Ь~ У hi 

666. Значение комплексных количеств. Всякое действи
тельное число или выражение, содержащее только действи
тельные числа, можно рассматривать как определяющее не
которую точку на линии. 

Пусть имеем выражение 5 —(— 3 и точку О на прямой OB, 
соответствующую нулю. . 

Отрезок OA содержит 5 единиц, отрезок AB — 3 единицы 
(рис. 336): 

OA-rAB^ OB = 5 - | - 3 . 

Таким образом OB есть графическое изображение вели
чин 5 + 3. 

Аналогичными рассуждениями можно убедиться в том, что 
выражение вида a + 6z, называемое комплексным количе
ством, может также рассматри
ваться как определяющее точку 
на плоскости. 

Действительная часть ком
плексного выражения измеряет-

В 
О 

Рис. 336. 

1 

Рис. 337. 

ся отрезком на горизонтальной прямой, а мнимую следует 
отложить на вертикальной оси (см. п° 663). Так например, 
точка Р (рис. 337), соответствующая выражению а + Ы, 
имеет абсциссу а .и ординату Ь. 

Соответственно этому указанные оси носят название оси 
действительных чисел и оси мнимых чисел. 

Расстояние ОР называется модулем числа а + о/, и как 
это легко доказать, равно У а 2 + б 2 . 

30 Справочник, для инженера. 



466 Векторы, мнимые и комплексные величины 

667. Комплексные количества часто получаются в каче
с т в корней уравнений степени выше первой и введение их 

в математику сделало возможным решение 
таких уравнений. 

Положим, имеется квадратное уравнение 
* 2 — 8 * + 1 8 = О, 

X имеющее корни 
- 4 -

Рис. 338. 

лг = 4 + 1 , 4 1 У — \ 

4 - 1 , 4 1 У — 1 . 
Если построить график данного уравнения, то увидим, что 

крлвая не пересечет оси X и уравнение не имеет действи
тельных корней (рис. 338). 

При решении квадратных уравнений с отрицательным дис
криминантом следует разлагать их корни на действительные 
числа и мнимые, соединенные между собой знаком плюс 
или минус. 

668. Векторное изображение. Если изобразить величину 
а горизонтальным отрезком (отложенным направо от нуля, 
если а — положительно, и налево, если а—отрицательно), 
а мнимое число 6/— вертикальным отрезком (вверх, если 
Ь — положительно и вниз, если оно отрицательно), то это 
дает возможность представлять комплексные количества 
в виде отрезков, имеющих направления на плоскости. 

669. Комплексное количество 
X-\-yi- Если х—действительное 
число, a yi—мнимое, то вектор ОР 
выражает сумму этих двух состав
ляющих. 

Обратно, всякое выражение вида 
x + yi определяет некоторый вектор 
на плоскости. 

Если начало такого вектора ле
жит в точке О, т. е. в начале коорди
нат, то конец его есть точка (х, у). 

Поэтому мы можем выразить положение точки на плос
кости посредством комплексного количества, иначе говоря, 
выражение x-\-yi определяет точку, координаты которой 
суть х и у (рис. 339). 

Такое представление выражения x-\~yi совпадает с уже 
описанным в п° 666. 

Рис. 339. 
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Пример сложения. Представить в виде векторов выражения 2 -)- 2i 
И 1 "Ь 6j, а также найти их сумму. 

Вектор OA изображает комплексное количество 2 - j - Ii (рис. 340). 
Вектор OB изображает комплексное количество 1 -f- 6«. 
Сумма этих векторов есть вектор ОС. 
Пример вычитания (рлс. 341). Найти вектор, изображающий выраже

ние (1 + , : ) - (2 - 3i). 
Так' как вычитаемое плюс разность равно уменьшаемому, то здесь 

можно поступать по предыдущему, считая вектор (2 — 3/) и искомый — 
Сторонами параллелограмма, а вектор (1 -4- (') — диагональю. 

1 2 3 4 5 

Рис. 340. 

Так как комплексное число определяло, в приведенных 
примерах, конец вектора, т.е. определенную точку, то два 
комплексных выражения равны между собой только в том 
случае, если они соответствуют одной и той же точке, а это 
возможно лишь в том случае, если их действительные и мни
мые части соответственно равны, т. е. обе абсциссы и обе 
ординаты равны между собой. 

Кроме того, если x~\~yi=0, то х~0 и у = 0. 
670. Сопряженные комплексные количества. Два ком

плексные количества называются сопряженными, если они 
различаются только знаками, стоящими перед членами, со
держащими г. 

Сумма и произведение сопряженных количеств есть дей
ствительное количество. 

В самом деле, 

(x + yî) -\- (Х—У0 = Х+У1+Х " У1 = = 2ДГ 

(х -(- у i) (x—уг) = х*— у'2 Р = л:2 4- # 2 . 
30* 
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Произведение двух сопряженных количеств всегда поло
жительно и представляет собой сумму двух квадратов. 

Сумма, произведение или частное двух комплексных вы
ражений всегда представляет собой также комплексное выра
жение, имеющее вид а-\-Ы1). 

Пример. 
(х -\- yi) -\-{и-\-vi) = х-\-и-\-{у -\- v)l 

\х + yi) {и + vi) = {xu — yv) - f - {xv + yu)i. 
671. Если комплексное количество равно нулю, то его 

действительная и мнимая части порознь равны нулю. 
Если же два комплексных количества равны между собой, 

то мнимые и действительные части их соответственно равны. 
Пример.' Если х -\- yi = и -\- vi, то х = и, у = v. 
Действия над комплексными выражениями " проиаводятся по тем же 

алгебраическим правилам, что и над действительными. 
672. Умножение комплексных количеств. Умножение про

изводится по тем же правилам алгебры, что и умножение 
действительных чисел. 

( * 1 + Щ\) (*аН-&а) '= хххг А- ил*2 - | - iy^xi Ar РухУ* = 
== (хм — yxy2) -|- (хху.2 -{-x^yAi. 

673. Деление комплексных количеств. Выражение 
*i + Ух* * * 
• может быть упрощено путем умножения числителя 
хч ~г У*1 

и знаменателя на* 2 '—У&, сопряженное со знаменателем. 
!) Интересно отметить, что при замене комплексных количеств, над ко

торыми производятся определенные действия, сопряженными результат за
меняется сопряженным числом 

Это видно из равенств 
' (а + ii) ± (с + Л) = а с 4- ( i ±d) i 

(a — bi) ±{c — di) = a+c — {b±d)i 
(а -I- bi) (с + di) = ab~bd -|- {ad + be) i 
(а — bi) (c — di) = ac—bd-- {ad + be) i 

4 а -4- bi ас -f- bd . i c — ad 
с + dT ca-j-da ~ h ф + а* 

- bi ac -)- bd be ~ ad 
o — di C 3 + rf2 & — 

В первых равенствах сопоставлены результаты действия сложения или 
вычитания, произведенные над комплексными количествами и затем над 
величинами, с ними сопряженными. 

В равенствах вторых и третьих сопоставлены результаты умножения и 
деления. Прим. р ед. 
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Этим последний обращается в действительное количество. 

* 1 + fol _ * 1 * 2 - f - Iff!** — i x ^ 2 — Pfflffü _ 

( * 2 ) 2 + Ы 2 ( * 2 ) 2 + Ы 2 ' 

674. Комплексные выражения в полярных координатах. 
Точка Р (х, у) в прямоугольных координатах с началом в О 
выражает комплексное количество 
хАггу. 

Если обозначить полярные коорди
наты точки Р через (р, 0), где р ^ 0, и 
принять за начало координат точку О, 
а ОХ—за полярную ось, то 

х = р cos 8, у = р sin 6 

л: —}— ]̂TZ = р (cosö - J - г sin 0), Рис. 342. 

или 
[318] 
где pS= 0. 

Выражение, стоящее в последнем уравнении с правой сто
роны от знака равенства, называется тригонометрической или 
полярной формой комплексного количества. Угол 8 назы-

. вается аргументом" или амплитудой, а 
р—модулем или абсолютной величи

я м + / 2 ^ 3 ) "ой комплексного выражения. 
Пример. Найти аргумент, абсолютную ве

личину и выразить в полярной форме выраже
ние 2 + 1 • îYÏ. 

Сравнивая данные с общей формой ком
плексного выражения x - j - iy, видим, что здесь 

* = 2, # = 2 } / У , 
поэтому 

i = Ух*+у* = У Т + Т 2 = 4. 

Далее 

УТ, т. е. 8 = 60°. 

Таким обравом заданное выражение примет в полярной форме следую
щий вид (рис. 343): 

4 (cos 6 0 ' f f ein 6 0 % 
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675. Выражение р (cos 9 - |- г sin 0) в полярных координатах 
представляет собой комплексное количество в зависимости 
от его модуля и амплитуды. 

Множитель (cos 6 -f- г sin 0), зависящий только от 0, указывает 
на величину поворота по отношению к оси X отрезка, длина 
которого равна единице, и называется версором или степенью 
вращения 6. (Версор часто сокращенно обозначают симво
лом eis 0.) 

Множитель р называется тензором. 
Тензор указывает на то, что отрезок, длина которого 

равна единице, должен быть увеличен в р раз. 
В результате поворота единичного вектора и умножения 

его на р точка Р приводится в положение, определяемое ра
диусом-вектором р и углом 0, который образует р с полярной 
осью. 

Из сказанного видно, что выражение 

есть просто более общая форма числа 'г. Действительно, i 
соответствует повороту отрезка длиной в единицу на прямой 
угол, a (cos 0-f-zsin 0) — на угол 0. Если угол 0 равен 90°, то 
версор обращается в i. 

то точка, определяемая выражением 3'— 4z', может быть най
дена вращением единичного отрезка на угол 

и увеличением единичного вектора в 5 раз. 
676. Умножение комплексных количеств, заданных 

в полярной форме. Если два комплексных выражения за
даны в полярной форме 

то , перемножая члены, стоящие в правых частях , получим: 
р! р 2 [cos О, cos Ö2 - j - i(sin 0! cos 0 2 - j - cos O, sin 6a) — sin 0, sin %] — 
= r Pi Pa [(cos0, -f - 0,) -|- i sin (0X + 0 2)j (см. формулы [306] и [308]). 

(cos 0-j-z'sin 0) 

Так как 

*i ~\~ Wi — Pi ( c o s ^i~\" ' S " 1 ^ i ) 

•*2 + iy* = P-2 (cos 0 S + z* sin 0 2), 
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ПоатЛому абсолютная величина произведения двух ком
плексных количеств равна произведению абсолютных вели
чин сомножителей, а угол поворота равен сумме их углов 
поворота. 

Рис. 344. 

Пример. Найти произведение (1 -f- г) (3 -f- i Y 3 ). Приводя к полярной 
форме (см. п° 674), имеем: 

Y 2 (cos 45° + i sin 45°) - 2 / 3 (cos 30° -|- i sin 30°). 

Отсюда 

Û1 = 4S°, 0 2 = 30°, Pi = V 2 , f > j = > 2 / 3 . 

Следовательно искомое произведение равно 

2]/<T(cos 75° + г sin 75°). 

Умножение показано графически на фиг. 345 в прямоугольных коор
динатах, причем 

Pi выражает 1 - |- i 

Р2 выражает 3 - j - i Y 3 

Рв выражает (1 -f- i) (3 -|- i / У ) = (3 — У"3) + i ( 3 + У T ) = 

= (3 - 1 , 7 3 ) + / (3 + 1ЛЗ) = 1,27 - f 4,73 /. 

Итак, в прямоугольных координатах 

* + > • = l,27 + 4 ,73 i . 
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В полярных же координатах 
р (cos 6 + i sin 0) = 2 У"б~(соз 75° + ; sin 75°) = 4,898 • 0,2588 + 

+ i • 4,898 • 0,9659 = 1,27 + 4,73 i. 
Совпадение результатов показывает правильность применения обоих 

способов. 
677. Деление комплексных количеств, выраженных в по

лярной форме. Если нужно разделить одно комплексное коли
чество на другое, то, выразив их в полярной форме, находим: 

P l (cos 8 t -4 - z s in 8 t ) Pj (cos 0 t - j - г sin 6))(cos Ь2-—г sin Qa) 
p 2 ( c o s 6 2 - | - / s i n 0 2 )~~ p 2 ( cos Ö 2 - j -zs in 8 2 ) ( c o s 8 2 — z ' s i n 0 2 ) 

_ f l [ c o s ^ ö - e ^ + z s i n ^ - ^ e ^ 
p 2 ( c o s 3 ö 2 - | - s m 2 t J 2 ) p 9 

H-zsin (6X—e2)]. 
Поэтому абсолютная величина частного двух комплекс 

ных выражений равна частному их абсолютных величин, 
а угол поворота частного равен разности углов поворота 
делимого и делителя. 

Пример. Найти аналитически и графически частное 
3 + iVT 

1 + / * 
Имеем: 

з + г У ~ з _ з + iVT l — i (3 + У Т ) - .-(3 - У У ) 
1 + / 1 + / 1 _ - 1 2 ' ~ 

_ 3 + У У , . 3 — У Т _ 3 + 1,732 3 — 1,732 
~~ • 2 1 2 2 2 

= 2,366 - 0,634 L 
Переписывая полученное выражение в полярной форме, получим: 

р 1 = = У 3 з + ( У Т ) а = 2 / 3 ] 

Ра = УЩл* = У Т 

t g o1==ÏJL = _ L , т , в, о1==: 
1 з у з 1 

- 30°; tg 0 а = i - = 1, т. е, 0 а = 45°; 

Р3 У 2 
е ( — е а = 30° — 45° =« 15°, 
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следовательно 

= 2,45 [cos ( - 15°) + i sin ( - 1 5 ° ) ] = 2,45 • 0,9659 -

- 2,45 • 0,2588 i == 2,366 - 0,634/, 

что подтверждает правильность полученного выше результата. 
Графическое решение показано на рис. 346, где 

678. Теорема Моавра. По теореме Моавра 

[319] (cos б -f- i sin.,6)" = cos n 6 - j - i sin n 6, 

где n может быть любым положительным, отрицательным, це
лым или дробным числом. 

Согласно теореме, доказанной в п° 676 относительно про
изведения двух комплексных количеств, можем утверждать, 
что 

1) абсолютная величина произведения какого угодно числа 
комплексных количеств равна произведению абсолютных вели
чин этих количеств; 

2) угол поворота произведения какого угодно числа ком
плексных количеств равен сумме углов поворота сомножите
лей. 

Отсюда 

[р (cos 0 + г sin 8 ) f = р я (cos n 0 + i sin n 8). 

Полагая р = 1, найдем 

(cos 8 -(- г sin 8)" = cos n 8 -f- i sin n 9, 

что и выражает теорему Моавра. 
Точно также 

(cos 8 -f- z sin 6 ) - 1 = cos (— 6)—f-i sin ( — 8) 

(cos 6 - j - t sin 0) -'' = cos( — p 6) - j - г sin ( — p 0 ) 

i 
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[320] z = р c o s , f J + ^ 6 Q O ) + z- s i n^+b36o; 
n значений для а именно /<: = 0, 1, 2, 3, 4, , . . {n — 1), 
дает n значений для z" . 

Других значений у корня быть не может. 
1) Относительно дробных значений n следует иметь в виду, что выра

жение (cos 6 -|- i sin 0)" имеет несколько значений, одно из которых стоит 
в правой части равен ства (319). 

Формула Моавра для отрицательных и дробных значений выводится 

следующим образом: (cos 0 -4- i sin 0) 1 = E Q S Q - | Г , ;

8 ; п 0 = c o s " — ' sin Û = 

= cos( — 6) + z sin ( — 0) 

(cos 0 - f i sin О ) - ' = {(cos 0 + i sin 0) - 1 ) p = [cos ( — 0) - j - i sin ( - 0)f = 
— cos ( — p 0) -|- i sin ( — p 0), 

Из равенства 

/ 0 0 \q 

(^cos— - f - i s i n — j = cos 0 -f-tsinO (*) 
следует, что _L 

, n i . . „., ч 0 . . . 0 
(cos il - j - i sin ill —cos {-I sin 

Однако, нужно иметь в виду, что на ряду с равенством (*) имеет место 

равенство / 0 -4-2fcтс . . D + 2k^\a „_!••. п 
l^cos — — — - + ism — J = cos 0 -)- ; sin 0, (**) 

где k—любое целое число. 
Из равенства (**) видно, что 

i_ 
(cos (J -|- г sin U) = cos —! - j - i sin —! . 

<7 <7 
Корень ç-ой степени комплексного числа имеет несколько значений. 

Число 8ТИХ различных значений равно показателю корня q. 
Комплексное количество 

T ( 77V' / 0 (г 
(cos 0 + i sin Û) = | (cos ü ~|- isin 0 ) 1 j = ^cos - + i sin -

= cos (~ /s in J — . 

Относительно последнего равенства надо иметь в виду ту же оговорку, 
что н относительно равенства (*). Прим. ред. 

(cos G —|— z sin 6) 8 = cos^—- j - | - ш п | - ^ - ^ . 

Наиболее общая формулировка задачи извлечения корня 
л-ой степени из выражения z = р (cos 0 -(- /sin Ö), будет: 
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Пример. Найти корень 5-й степени из (2 + 2/). 
Имеем: 

(2 + 20 = 2 Y 2 [ cos ( 15° + Ä • 360°) - f f sin (45° -f- k • 360°)] 

(2 + 2/) 5 = (2 Y2) 5 [cos (9- + k • 72°) + /sin (9 + к • 72°)]. 
Для & = 0, 1, 2, 3, 4, получим 5 значений корня: 

(2 Y2) 6 (cos 9° + / sin 9°) 

(2 У 2) 5 (cos 81° + г sin 81°) 

(2 У 2 ) Т ( с о з 153° + ; sin 153°) 

(2 У 2 ) 6 (cos 225° + i sin 225°) 

(2 y 2 ] T ( c o s 297° + isin 297°) 
Все эти'5 корней—неодинаковы. Величины их можно найти, пользуясь 

таблицами натуральных тригонометрических величин. 

679. Приложения теоремы М«авра в тригонометрии. 
С л у ч а й 1. Пусть требуется выразить cos п 0 и sin п 0 через 
cos 8 и sin 0, причем п — целое положительное число. 

По теореме Моавра имеем: 

cos / i 0 - | - i sin n 0 = (cos 0 -\- i sin G)" = c o s w О - j -

- j - n / . ' c o s " - 1 0 sin 6 - | - ' " ^ — y P • c o s " ~ 2 0 s in 2 0 - | - . . . 

Отбирая действительные и мнимые члены уравнения, по
лучим искомые выражения. 

П р и м е р . Выразить cos (б 0) и sin (б 0) через cos 0 и sin 0. 
Имеем: 

cos 6 0 4- i sin 6 0 = (cos О -|- / sin О)11 = cos u Ü -4- 6 i cos 5 0 sin 0 + 
+ ( - 15) cos'1 0 sin 2 Û + ( — 20) / cos 3 0 sin» 0 + 15 cos 2 0 sin 4 0 + 

+ 6 i cos Ü sin 5 0 — sin" 0. 

Объединяя действительные* члены, получаем 

cos 6 0 = cos» 0 — 15 cos 4 û sin a 0 + 15 cos 2 0 s in 4 0 - sin 0 0. 

Объединяя мнимые члены, после деления на i получим; 
sin 6 0 = 6 cos 6 0 sin 0 — 20 cos s 6 sin 3 0 + б cos 0 sin^ 0. 

С л у ч а й 2. Пусть требуется выразить cos"Ö и sin"Û че
рез синусы и косинусы кратных 9 углов. 
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Полагая и = cos б - ] ~ î sin 0, получим: 
ик — cos к 0 - j - i sin к б 

ц - ? { = cos ( — к Ö)-f-z sin ( — к б) = cos к 6 — г sin к 8. 
Складывая и вычитая полученные выражения, находим: 

и -\- и~к = 2cos&О 

ц7е — u ,w = 2 z sin £ 9, 

где к — любое целое число. 
Если к = 1, то 

2 cos 8 = и~\~и ~1 

2 z sin б = и— и ~1, 
следовательно 
2 cos 0 = (и -\- и ) = u -4-nu -| 1~72— " + • . . 

. • • ~|~ па -f- u . 

Коэффициенты членов разложения попарно равны, а по
тому могут быть сгруппированы таким образом: 

2№ » » / Il i — ftv i / И—2 i — (n —2К I 
cos о = (ц —(- и ) - f -n(u + и . . . 

Члены, заключенные в скобках, соответственно равны сле
дующим выражениям: 

2 cos n 6 , 2 cos (n — 2) 9 . . . и т. д. 
Примера Выразить cos 4 0 черев косинусы углов, кратных 8. 
Имеем: 
2 4 • cos« О = (и + гГУ = и* + № + б Ч - 4 ц - 2 + и~ * = и 4 + и~4 4 -

. 4 - 4 ( i z 2 4 - H - 2 ) 4 - 6 = 2 c o s 4 0 + 4 - 2 - cos2 0 + 6 . • 
Деля обе части уравнения на 2 4 , найдем: 

-cos 4 0 = — (cos 4 6 + 4 cos 2 û 4 - 3). 

Пример, Выразить sln B0 через синусы углов кратных 0. 
Имеем: 

25i&smö0 = (ii — « _ 1 ) в 

или 
32/ sin« 0 = «5 _ 5„з 4_ Юн _ Ю ц - 1 4 - 5 н - 8 - ц - в » 

= ( и ! - ' - н - в ) - 5(и».— а - 8 ) 4 - 1 0 ( И ~ м - 1 ) 
= 21 sin 5 0 - 5 • Ii sin ,3 0 4 - 1 0 Ii sin О, 

откуда 
sin" 0 = (sin 5 в — i s l n 3 6 4 - 10 sin Щ. 
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» n 8 \ О / и — 2 n • о n I 

cos a = cos ч c o s (j gm-5 ö -f-

( T - ' ) ( T - » ) ( T - » • cos 8 • sin* 8 -— 
1 1 - 2 - 3 - 4 

„ a ( a - - - B ) и _ 2 / sin 0 \ а , 
-«= cos 6 c o s ö I — j j ~ I т" 

a(a — 8 ) ( a — 2 6)(a — 3 8) „ _ . „ / sin О \* 
+ " - 2 - 3 - 4 " C 0 S 

Если n обращается в бесконечность, ~ приближается к ну 

с- ч sin 8 
лю, cos о -*• 1, — к — « — 0 « . 

680. Разложение в ряд sin n 6 и cos tl 8 посредством 
теоремы Моавра и формулы бинома. 

cos n 0 - | - i sîn n 0 = (cos 0 - j - i sin 6 ) n == 

= cos" 0 + ni cos w - 1 6 sin 8 — c o s " - 2 8 • sin^ 8 — 

- f " ( " ~ ^ " 2 ) c o . » - ' 6 , . a h i » 0 + 

+ ^ " " b J T . 1 2 4 ( " ~ 3 C O S " ~ 4 W ° + 
+ m ( n - l ) ^ - 2 ) ( n - - 3 ) ( n - - - 4 ) c o s „ _ 6 0 _ s . n S 0 + _ ^ > 

Отбирая и складывая действительные члены уравнения, 
получим: 

, и л 71 (n 1) п — 2 n - o u i 

cos 7i 8 = cos 8 — •—-—«os H sin2 и -4-

+ n (n — 1) (n - 2Hn - 3) c o s » - f e s . n 4 e _ ^ 
_ „ a a 
Положим a = л 8, тогда 0 = — и n = , причем « дол-

жно оставаться постоянным, тогда как n и 6 изменяются. Под
ставляя полученные для а, 8 и n значения в выражение для 
cos n 0, получим: 
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Поэтому 
с.2 а 4 а 0 

[321] соза = 1 - 2 Г - | - 4 7 - ¥ - Ь 

где « выражен в радианах. 
Отбирая коэффициенты с мнимыми частями, имеем: 

s inп 0 = пcos"'" -A sin - n f n Z Z ^ Z - J ) . c o s " " 3 0sin»6 -|- ' 

Производя те же подстановки a, n и 6, что и в предыду
щем случае, будем иметь 

n _ i n / sin О 
11 — in 

sin а = а cos D О 

а ( а — 6 ) ( а — 2 0) я _ з п / sin 0 в 
— у } cos 0 ^ - 0 - j 

, tt(g — 6 ) ( а — 2 0 ) f â — 3 0 ) ( a — 4 0 ) п~ь J sin±Y , 

_ ! _ C O S M y - g j - f . . 

Находя предел при n, равном бесконечности, получим 

а 3 а 6 а 7 

[322] sin« = « — "3f -+--5]- — y f - l - - • • » 

где а выражен в радианах. 
Приведенные формулы для разложения в ряд синуса и 

косинуса применяются при составлении таблиц этих функ
ций (см. п° 980). 

681. Показательные выражения sin 0, cos 0 и tg 0. Из 
алгебры (п° 462) известно, что 

V х% X s х* 
е" = 1 + х - |- - f -g j - + 41 + • • • ( D 

Если вместо x подставить z"ß, где i — V~— 1, то 
if) . , , z 2 « 2 , z 3 Q 3 . /М)' . 

получим 
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е 
-м 

Вычитая (3) из (2), 
»0 -01 

s i n е = ^— 2 . е—. ( 4 ) 

Прибавляя (2) к (3): 
ii , —а 

c 0 S f J = = J _ l t f . (5) 

Наконец, деля (4) на (5), найдем: 

г(е —|— е ; 

682. Показательные формы комплексных количеств. Из 
предыдущего п° имеем: 

cos б -\- ism 8 = е*°, 
поэтому, 

х -f- гу = р (cos б --)- г sin 0) = ре* , 

где б выражен в радианах. 
Аналогично, если 

xi + Щ\ = Pi (cos 0i -|- г sin 8J = P l e î 0 ' 

*з + г ^ 2 = Pa (cos 0 2 -4- / sin 9 8) = . р 2 e i e=, 
тогда 

U i + Î 3 \ ) (*а + *>а) == PJ Ра е 
(0, + 0,) 

Глава XXVIII 

ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ. 

683. Гиперболические функции. Некоторые формы суммы 
и разности двух показательных функций вида еи -4- е~и и 
е " — е - " встречаются в цатематике так часто, что им дали 
особое название — гиперболические функции. 

Однако, из предыдущего п° нам известно, что выражения, 
заключенные в скобках, равны, соответственно, cos 0 и sin О, 
иначе говоря, 

е = cos б -4- i sin 0- (2) 

Подставляя вместо х величину ( — г б), получим: 

: cos 8 — г sin б. (3) 
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и —и 

б а 

Выражение ^ называется гиперболическим сину

сом и обозначается символом sh u. 
[323] shu=e"~e : 

U j —14 

Выражение ^ называется гиперболическим косину

сом и обозначается символом ch и, 
и I — и 

[324] c h u = 6 у • . 

Подобным же образом 
shu е — е [325] tghu 

[326] ctghu 

[327]- sech и 

[328] cosech и 

1 « I — и 

chu е —j— е 
ch и e"- j -e~ u 

sh u e — e 
1 = 2 

ch u e1' - j - e~u 

1 2 shu e — e 

684. Приведенные выражения-дают возможность устано
вить соотношения между гиперболическими функциями, при
чем получаются следующие формулы, аналогичные таковым 
для круговых функций: 

[329] ch 8 u — sh 2 u = l , 

так как 
е " + е - Л а (еи-е-и\2 _е2и + 2-ге-

2 ] 4 

= 1. 
2;j „ i —2ц, 

g — 2 4 - е _ 4 

Точно также можно найти, что: 

[330] " sech 2 u-f - tgh 2 u = l 

[331] ctgh 2 и — cosech 2 и = Î. 
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.Vi — sech 2 и 
Vctgh2 гг •— 1 sech u 

1 
cosech и 

[333] ch и = Vsh 2 «+1 = . 1

 a 

Г Vi— tgh2 и 
ctghü: Vcosech2 и -}-1 1 j /c tgh 2 u — 1 cosech и sech u 

[334] tgh и = = = 
| / s h 2 « + l chu 

= V i — sech 2 и ^ ^ 
V cosech 2 u - j - 1 ctgh а 

U±V —(-1* ± V) 

[335] sh (и ± v) = * ™ 

= sh и ch v d t ch u sh u. 
« ± e I — (-U ± II) 

[336] ch(u =•=«) = - = t | « 
= ch u • ch w d t sh u sh ü . 

[337] t g h ( « ± ö ) = e , r ± - - T - ^ ( ^ ± i y === 

_ tgh и ± tgh v 
1 :£ tg h u tg h г» 

[338] sh2H = 2 s h u c h u . 

[339] c h 2 H = ch 2 u + sh 2 u. 

685. Если x — a ch и n y — a sh u, то разность, их квадра
тов равна 

л * — = а 2 ( ch2 и—sh8 u), 
51 Справочник для инженера. 

[332] ah » **» VctëT^Ï — - y - ^ J É t ^ ^ . - m 
У 1 — tgh2 и 
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—и 
• е , [323], т. е 

u 

2 __ e -4-е i в — е ch u - j - sh и = ^ f 

то получим: 
[341] . e u = c h « - f s h U . 

И —M « i —11 

Вычитая shu = — ~ - [323] из c h n = ~ ~ - [324], 

найдем: 
[342] е - " « c h u — shu. 

687. Соотношение между гиперболическими и тригоно
метрическими функциями. Если в выражение (4) п° 681 под
ставить вместо Ö величину /'6, то будем иметь: 

ЫпЯ = ^[*«» - • - ' * > ] =\(е-« - e + e ) = - s h 8 . 

[343] sin /6 = /shö. 
Точно также подставляя в выражение (5) п° 681 вместо Ô 

•величину *9, получим". 

cos it - -i «»> + • - ' W I - 4- 0»' - Л в 

но иа [329] имеем: 
c h 2 u — sh 2M = l , 

поэтому 
X5 — J / 2 — о?. 

Из этого следует, что гиперболические функции, написан
ные в форме параметрических уравнений 

x — a ch u и у = a sh и, 

выражают равнобочную гиперболу точно таким же образом, 
как параметрические уравнения (см. п° 805) 

х = cos 0 и у — sin Cl 

выражают окружность. Указанным свойством гиперболиче
ских функций объясняется их название. 

е « _ | _ е - м 

686. Если ch и = —2 [^24] прибавить к sh и 
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[344] cos/6 = ch 0. 
Деля [343] на [344], найдем: 

[345] tgfÖ = ftghO. 
688. Разложение shx и сил; в ряд. Из формул 

sh* = 1 ( ^ - 0 [323] 

имеем: 

sh х- 2 i+ -*+ i [+ fr -b • • 1 — лг-f--2! 

- # + • • • ) 
[346] s h * = * - | - - | + ^ - + 

Подобным же. образом найдем: 

[347] ch х = 14--2J- + -д- + -дг Ч-4! г 6! 
. Приведенные ряды s h * и ch * являются сходящимися 

для всех действительных значений х и могут применяться 
для выч юления его гиперболических функций. 

689, Графики гипербэлических функций (рис. 347 и 348). 

Рис. 348. 

сЬ У = 
е-
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Глава XXIX. 

РЕШЕНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ. 

690. Решение тригонометрических уравнений может быть 
разделено на три части: 

1. Выражаем .все тригонометрические соотношения, встре
чающиеся в данном уравнении, через какую-нибудь функцию 
целого угла. 

2. Решаем полученное ур-ние (1) как алгебраическое. 
3. Определяем все углы, соответствующие полученным 

из (2) значениям функции. 
24 

Пример. Дано tg 2 0 = найти 0. 

Имеем: 
2 t g 0 24 

1 - t g 2 0 ~ 7 
или 

12 t g 2 0 -f- 7 tg 0 — 1 2 = 0. 
Решая полученное квадратное уравнение, найдем: 

4 3 

tg G = — g - или - j - = — 1,33 или 0,7s, 
откуда 

8 = 126,9° или 0 = 36,9° 1). 
Пример. Дано: cos 6 4- sin G = 1.25. Найти 0. 
Выразим cos 0 через sin Ù, пользуясь формулой [273]: 

c o s 0 = У\ — s inSB. 
Подставляя, имеем: 

sin G 4- У 1 — s i n 3 0 = 1,25 или V1 — Sin 2 Q = 1,25 — sin 0. 

Возвышая обе части уравнения в квадрат 
1 — s in 2 6 = 1,562 — 2,5 sin 6 4- s i n 2 О 

2 s i n 2 0 — 2,5 sin 0 4- 0,562 = О 
s i n 2 0 —1,25 sin 6 4-0,281 = О. 

1) Следует помнить, что по данному тангенсу находится бесчисленное 
множество дуг. Все такие дуги различаются друг от друга на 180°. Общее 
решение поставленной задачи имеет вид 

' О = 1 2 б , 9 ° 4 - Г 0 ° £ 
6 = 26,9° 4-180%, 

где любое целое положительное или отрицательное' число. 
Прим. ред. 
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отсюда 

1 — (* + l)(« —1) 2-х*' 

2x 
в 4- p = arc tg 2 ~ Г р ~ a r c 2 

2 x = 2 , 
2—*а 

следовательно 
* ' 4 д ; - 2 = 0 и д ; = - 2 или 1. 

1) Следует иметь в виду, что в тексте приведены лишь простейшие ре
шения яддачи. 

Прим. р*А. 

- Решая последнее квадратное уравнение, найдем: 
sin 6 = 0,95 или sin 6 =* 0,294. 

6 = 72°53' .или 17°7' Ц. 

Пример. Дано уравнение 

tg 0 • t g 2 D + ctg 0 + 2 = 0. Найти 6. 
Имеем: 

Подставляя в данное уравнение, найдем: 

tg 3 — 2 tg- 0 — 1 = 0, 
откуда 

tg 0 = 1 ä: Y 2 = 2,4142 или — 0,4142, 
следовательно 

О = 67°30' или — 22 ь30'. 

Пример. Дано уравнение 

arc tg (ле + I) 4" a r c *2 С* — 1) = а г с 2 

Для нахождения х поступаем так: 
Положим 6 = arc tg (x 4" l)i тогда tg в = x 4" 1 

и ß = arc tg {x — 1), тогда tg ß = x — 1. 
Иа формулы [280] имеем: 

.„10 4-BY- Jll+MJL 

или 
tg (в 4- ß) •— — 
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1) Напишем пропорцию 
sin (х-\-В) с 

sin х 1 
Возьмем производную пропорцию 

sin (* + В) + sin * _ 0-4-1 
sin (л; + В) — sin л " с — 1 ' 

Представляя числитель и знаменатель дроби, стоящей в левой части 
равенства, в логарифмическом виде, получим 

2 Ч п ( « + Т Д ) « » Т * с + 1 

2 cos ^ д ; + - ^ - ß j s i n — ß С , ^ 

откуда следует, что 

Прим. ред. 
2> Из равенства 

t g ( * + ff) о_ 
tg.v I 

следует, что 
t g ( * + £ ) + t g * _ с + 1 
t g ( * + . B ) - t g * с ~ 1 

После приведения к логарифмическому виду числителя и знаменателя 
дроби, в левой части равенства получим 

sin (2х + В) _ с + 1 
" — sjn ß с — 1 

или 

sin(2A: + ß ) « - ^ j s l n B ' 

Прим. р«А-

691. Уравнения вида sin (Je + Я) — с sin л:. Если-угол В и 
постоянная с — известны, то данное уравнение можно при
вести к виду 

692. Уравнения вида t g {х -4- В) = с t g J?, где В и с - по
стоянные, приводятся к виду 

sin (2^-l-/3) = ^ i | s i n ß l ! ) 1 

откуда можно найти sin (2л:-f- а затем самое л-. 



Уравнение вида a cos nb -J- Ь sin «О = с 4»7 
693. Уравнения вида a cos тг 6 -}- b sin n 0 = с 1 ) , приво

дятся к виду 

e - l j - a r c t s ^ + a r c a i n p ^ p ^ ^ 

предполагая, что | с 1 S s J/" я 2 ~Ь б 2 . 

Решая уравнения 

a cos га 0 -f- Ъ sin м 0 = с 
6 > 0 

подберем величины г и <р так, чтобы имели место равенства 
a = rs lncp, b — rcos<f. 

Величины г и <р определяются по формулам 

= У а-1 4 - б 2 у = a r c t g - j - , 

где под arc tg -g понимается простейшее значение этой функции. Заменяя 

а и 6 их выражениями через г и 'f, представим уравнение в виде 
с 

или 

sin if cos n б - j - cos <p sin n 0 = • 

sin (n 6 -4- tp) = 
Vffä-r-63 

Уравнение имеет решение лишь при условии 

При этом условии получаем 

n U f — arc.sin 
У а З + oü-

Ь = —( — » -)- arc sin - C - } 

или 

0 == — f — arc tg -?- 4 - arc sin n — : ° • } , 

где под a r c t g -~ понимается простейшее, a под aresin , C .> 
о У a ! -ТУ 

любое значение этой функции. 
В случае, когда & < 0 , решение уравнения приводится к разобранному 

случаю, если умножить обе части равенства на — 1. 

Прим, ред. 
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694. Графическое решелие тригонометрических уравне
ний.. 

Пример. Дано уравнение 2 cos х л-. Найти значения х (в радианах), 
удовлетворяющие втому уравнению. 

Начертим кривые у'—2 c o s * и у = х, тогда абсциссы точек их пере
сечения дадут корни уравнения (рис. 349). 

•695. Уравнение R sin (л:-j- с) = a cos х + b sin х обращается 
в тождество при некоторых значениях с и / ? . 

Начертим произвольный угол x — XON (рис. 350), нахо
дящийся в I квадранте, и постоянный угол с = NOP, причем 
OP — R, a NP перпендикулярна к ON.-

Онс. 350. 

Положим PN—а и NO=*b. Проведем PS и NQ парал
лельно оси Y и MN параллельно оси X, тогда 

PM=acosx; MS — NQ = bsmx 
РМMS = PS = Rsin (л:-j-с) = a cos*- ] - bsmx. 

Таким же способом можно доказать что равенство сохра
няется, когда х находится в другом квадранте, и вообще при 
любом значении д; из рисунка видно, что 

Кроме того 

а а tg с = или c — arctg-^-, 

06>, Графики для уравнений вида уm»aeos*Ц-6sin'х 
«едино получить, находя е и R по полученным выше форму-
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Рис. 351-

^ 2 
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1—i >• 

л "1 " 
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Рис, 352. 

Чертим графики у = sin 2л: и y=zslux на одной и той же • оси 
(ц выражено в радианах) и к сумме ординат втих кривых прибавляем 

4 Полученная кривая (рис, 352) будет выряждгь денное уравнение. 

лам и вычерчивая график функции у = R sin (x -f- с), как это 
сделано в п° 619. 

Такой способ гораздо проще, чем непосредственное вычер
чивание кривой у = a cos л -f- b sin x. 

Пример.' Начертить график функции 
у = cos дг — У 3 sin л' 4 - 1 . 

Имеем: 

„ = 1, ь = _ уг, t g c = -~L с = ~ з о ° = - | 

/г = У Г + з = = 2 . 

Повтому начертим график # = 2 sin ^д: — .-jr j -|- 1 или, пайдя график 

# = 2 s l n ^ * — ~j, перемещаем начало координат на 1. 

697, Пример 1. Начертить график функцш 
у = sin 2х 4- sin х 4-
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Пример 2. Начертить график функции 
у = sin Ьх — sin Ъх -4- sin х . 

Чертим на одной и той же оси графики функций у± — sin 5*, у%.— 
— sin 3*, у§ = sin х (х выражено в радианах). Для получения ординат иско' 

мой кривой складываем алгебраически ординаты построенных графиков. 
Построение показано на рис. 353. 

Рис. 353. 

698. Системы тригонометрических уравнений. Приведем 
несколько примеров графического решения системы тригоно
метрических уравнений 

Пример 1. Решить графически систему 

j у = 1 — cos .V 

\ у — 1 -[-• sin А". 

Корни, удовлетворяющие этим уравнениям, найдутся как координаты 
точек пересечения соответствующих кривых (рис. 354). 

Рис. 354. 
Величина равна 

X = П I t - f - - | - Я , 

где л—любое целое число. 

Пример 2, Решить графически систему 

• g ~ 3 sin 0 -f- 2 cos О 

у » Зсоз 0 rf- 2sin 0.. (2) 
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О = nr.- 4 ' 
где n — любое число. 

Тот же результат получается из графика рис. 355. 

Рис. 355. 

699. Во многих случаях решения тригонометрических урав
нений графический способ является единственно практически 
целесообразным. Это видно из следующего примера. 

Рис. 356. 

Из пп° 695, 696 известно, что эти уравнения можно привести к виду 
у = Я sin (6 + е ) . 

о 
В ур-нии (1) а — 2; b = 3; tg с = - j ; с = 33,7°. 

/г = yâ*~+T>*== V"Ï3~ = 3,6. 

Ур-ние (1) принимает вид 
у = 3,6 sin (0 4 - 33,7°). 

3 
Точно также в ур-нии (2) а — 3; 6 = 2; tg с = -у; с = 55,3°. 

/? = У 1 3 = 3,6. 
Таким образом имеем из (2) 

j / = 3,6 sin (0 4 - 56,3°). 
Откуда следует, что 
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Пример. Решить графически систему 

у = sin Ix - j - sin д: -f- - j -

у = sin 5л: — sin Зл: -f- sin X . 

Построение соответствующих графиков производится, как это было 
указано в п° 607. Пересечение кривых дает координаты, соответствующие 
искомым корням (рис. 356). 

Глава XXX. 

ПРОСТЕЙШИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ КООРДИНАТ. 

700. Применение алгебраических методов к решению гео
метрических и тригонометрических задач называется анали
тической геометрией. 

701. Величины отрезков. Длина линии определяется числом 
единиц, пройденных точкой, образующей эту линию 

Отрезок прямой в одном направлении считается положи
тельным, а в противоположном — отрицательным (рис. 357). 
Так например, 

Рис. 357. 
откуда 

Законы сложения и вычитания отрезков прямой анало
гичны законам сложения и вычитания алгебраических ко
личеств. 

Для удобства, за положительное направление отрезков 
будем считать направление вправо по горизонтальной пря- ' 

г мой, за отрицательное — 
В 

4t" 

направление влево по ней. 

Ay 

Е 

10 

-СВ--+ВС 

*0 

Рис. 358. Рис. 359. 

Отрезок прямой между данными начальной и конечной 
точками определяет сумму положительных и отрицательных 
отрезков. На рис. 358 слагаемые отрезки» во избежание 
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ошибки, отложены не иа самой линии АЕ, а на параллель
ных ей. 

Таким образом 
АС+СБ + BD + DE+ЕС = AC. 

Пример. AB — CB -f- CD = AD (рис. 359). Величина суммы отрезков 
равна AD, так как AD есть длина отрезка от начальной до конечной 
точки. 

702. Геометрия одного измерения ограничивается рас
смотрением прямой. Здесь точка является основным элемен
том, причем положение ее на линии определяется значением 
одной переменной. 

Всякое алгебраическое уравнение, содержащее эту пере
менную, соответствует одной или нескольким точкам линии. 

703. Геометрия двух измерений. Здесь за основной 
элемент также может быть принята точка. Положение ее 
определяется значениями двух переменных, относящихся 
к двум неподвижным линиям, расположенным на плоскости и 
называемым осями координат. 

Каждое алгебраическое уравнение между переменными 
соответствует кривой (геометрическому месту), которую опи
сывает точка, двигаясь на плоскости по определенному 
закону. 

704. Координаты. В аналитической геометрии приме
няются, главным образом, прямоугольные координаты, хотя 

У - Pl;x,y) j PU,у) 

Р(х.-Ц) 
(а) 

прямоугольны в 
Координаты 

Р(-Х,-У) 

(Ь) 
Носоуеолы 'те 

Нооваипоты 
полярные 

, Неордипа'ты 

Рис. 360. 

часто приходится пользоваться косоугольными, или поляра 
ными. 

Соотношение между прямоугольными координатами (х, у) 
и полярными (р, 0) было указано ранее (см. п° 655). 
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X « = р C O S 0 [313] 

у = Р sin Ö [314] 

0 = arctfir -J- [315] 

Полярная форма уравнения дает положение точки кривой 
с такой же определенностью, как и прямоугольная, причем 
координатами в ней являются расстояние от начала (полюса), 
называемое радиусом-вектором р , и угол 6, образуемый ра
диусом-вектором с полярной осью (угол 0 называется векто
риальным углолг или амплитудой). 

Мы видели, что можно легко перейти от прямоугольных 
координат к полярным, для этого следует подставить в ура
внение вместо х величину р cos Ö, а вместо у— величину 
р sin 0. 

Если требуется перейти от полярных координат к прямо
угольным, то в полярное уравнение кривой- следует подста
вить вместо р cos 6 и р sin 0 соответственно величины х и у. 

Кроме того, иногда удобно пользоваться подстановкой 

в полярное уравнение кривой У х'л -4-у' 1 вместо р и — 

вместо tg А. 

Рио. 361. р и с , 362. 

7Û5. Если начала координат расположены в различных точ
ках, то имеем 

[323] х = а~\-р cos Ö 

[324] у=*ЪАг? sin 0. 
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[327] 
[328] 

х = а -4- р cos (0 -4- с р ) 

у = Ь-\-Р sin (0 + < р ) . 

Рис. 363. Рис. 364. 

708. Расстояние между двумя точками, например 
А (*в. Sa) и В (*и Si) (рис. 364). 

Из Д ABC 
АВ* = АС*4-ВС*. 

Выражая это геометрическое соотношение через коорди
наты, найдем 
[329] rf=/(*i-*a)» + 

где d—расстояние между точками Л и В. 
709. Расстояние между двумя точками в косоугольных 

координатах (рис 365). 
Пользуясь законом косинусов (п° 642), имеем: 

[330] e» — e» + b» — 2 a 6 c o s C 

Поэтому 
АВ* = АС* + ]ЗС*--2АС'ВС cos (180 9 — 

Но cos (180° — < р ) = — c o s y * 

706. Если полярная ось образует с осью X угол <?, причем 
начала координат совпадают, то 
[325] х = р cos (0 + <?) 
[326] у=р sin (6 4-ср). 

707. Если в предыдущем случае начало перенесено в точку 
(а, Ъ), то 
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Рис. 365. Рис. 366. 

Пример. Найти расстояние между точками (4, — 5) и ( — 3, 6) в пря
моугольной системе координат. 

Подставляя в формулу [331], имеем: 

rf- V¥i'-*&+(ax-VW-i - з)12 + 1 - $"=Т+б)р = 

Пример 2. Найти длину стороны треугольника /, пользуясь методом 
аналитической геометрии и употребляя косоугольные координаты. 

Дано. Сторона OA = 3; сторона OB = 5 (рис. 367). 
Угол между ними 0 = 53° 2 ' . 

Принимая две стороны sa координатные оси и применяя формулу 

d = У (Xi - *a)» + fa - m)2
 + 2 (ъ • - * А ) ( Л ' - Й ) cos 0 , 

имеем: 

</= У (5 - 0)'а 4 - (0 - 3 )3 -(- 2 (5 - 0) (0 = 3)"о7б = 

= У 25 4 - 9 т 1 8 = У Î6 = 4. 
711. Измерение углов между прямыми. За положитель

ное направление при измерении угла между двумя прямыми 
принимается направление против часовой стрелки. 

Выражая тригонометрические соотношения в координатах, 
получим 

с/2 = (Xl — * 2 ) a ( ^ _ У в ) а + 2 (*, — * 2 ) (уг —Уъ) cosФ 
или 

[331] d^V(Xi—x^Arbi—Si)2 -У^(х1 — ^)(Ух-У2) со7^. 

710. Употребляя полярные координаты для точек 
Л ( р „ 6j) и 5 ( р 2 , %) (рис. 366), найдем из предыдущей формулы 

[332] d = V?i% + Рз2 - 2 PiPa cos (ö a — 1 J . 
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На рис. 368 прямая В и прямая А образуют угол, начи
нающийся у В и измеряемый от нее в сторону, противопо
ложную вращению часовой стрелки. 

Точно также угол между А и В измеряется от Л в указан
ном выше направлении (рис. 369). 

Последний угол является пополнительным первого до 180°. 

Рис. 367. Рис. 368. Рис. 369. 

71?. Наклон прямых (рис. 370 и 371). В прямоугольных 
координатах наклон, или градиент прямой есть отношение 
изменения ординаты к соответствующему изменению абсциссы 
при движении точки по этой прямой. 

Наклон будет положительным, если с увеличением абс
циссы увеличивается и ордината, и отрицательным, если при 
увеличении абсциссы ордината уменьшается. 

Рис. 370. 

р 

i 
•* 0 

Рис. 371. 

Так как наклон есть отношение изменения ординаты к со
ответствующему изменению абсциссы, то он измеряется tg О, 
где 8-—угол, образуемый прямой с осью абсцисс. 

Обозначая наклон буквой m, имеем: 
m = t gÛ o 1 ) . 

713. Наклон прямой, проходящей через точки Рх (хи ух) 
и P<i (х2, у2), выраженный через координаты этих точек 
(рис. 372). 

В русской литературе величина m обычно называется угловым 
коэффициентом. Прим. ред. 

32 Справочник для инженера, 
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Если m — наклон прямой, то 

[333] m 
У\ ь 

X; 

Заметим, что наклон выражен здесь посредством коорди
нат двух точек, через которые проходит прямая. 

В случае, когда линия 
параллельна оси Y, мы не 
можем говорить об ее 
наклоне, так как измене
ние ординаты при измене
нии абсциссы не имеет 
здесь никакого смысла. 

Выражение 

m = с о 

Рис. 372. 

просто означает, что пря
мая параллельна оси Y и 
ее наклон не определяется 
конечной величиной. 

714. Параллельные прямые (рис. 373). Если две линии 
параллельны, то 0Х и 02 равны между собой и наклоны линий 
одинаковы, иначе говоря 

т{ = m 2 . 

Рис. 373. Рис. 374. 

715. Перпендикулярные «прямые (рис. 374). Пусть име
ются две перпендикулярные прямые. В этом случае 

отсюда 

[334] . t ? e a = — c t g - o ^ — 
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или 

L335J ТПъ = — 
7п, 

Две прямые перпендикулярны друг к другу, если их на
клоны являются величинами, обратными и противоположными 
по знаку. 

716. Угол между прямыми. Пусть 3 есть угол между 
прямыми / х и Zg тогда 

е а = 0,-1-6 или р == о а —• 

Пользуясь формулой для тан
генса разности двух углов 
[280] (глава XXIII), имеем: 

от куда 

т.. -от, 

m? — m . [336] ß = a r c t o ; . .. 
1 -f- n 2 

Если же угол, образуемый пря
мыми Ii и 1-2, равен ß ' , то 

Р' = 180° —-ß и t g ß ' = -
откуда 

Рис. 375. 

tg-ß (n°603), 

tg Р' = -
• 772., 

1 - | - 771^ ' 

Пример. Найти угол между прямыми, соединяющими точки (5, 0) 
(6, / У ) и ( 0 , 0 ) ( — / " 3 , - 5 ) . 

Обозначим наклон первой прямой через тр тогда по формуле f333] 

о - У Т 

Наклон второй прямой равен: 
• =ут. 

т2 • 
0 + 5 

о + У з Y -> " 
Подставляя в найденную выше формулу, имеем 

ß = a rc tg Y 3 -уг 
1 + 4=. ^ Уз 1 

£ 1 
i 

: 10°50'. 

32* 
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717, Деление отрезка в данном отношении. Пусть Р1 и 
/> 2—'Две заданные точки, лежащие на прямой (рис. 376). 

Точка А делит отрезок вну-
г~— —г - , -, тренним образом, если она лежит 

й Ч Л лежду Рх и Ръ и внешний обра-
р и с зом, если она лежит за точками 

Pt и Р2. 
Положение точки деления зависит от отношения ее рас

стояний до точек Р, и Р 2 . 
Если прямая имеет положительное направление, то весьма 

удобно считать, что точка А делит отрезок на части РХА и 
РА 

AP.it причем их отношение равно . 
При внутреннем делении оба эти отрезка читаются 

в том же направлении, что и Р\Р2, т. е. 

Р\ • Р* 
рх • А > />„. 

В случае же внешнего деления отношение во всех случаях 
РА' 

равно —дгр^"-

Таким образом здесь либо Р{А' положительно, а А'Р% — 
отрицательно, либо РХА' — отрицательно, а А'Р^ — положи
тельно. Следовательно отношение этих отрезков в обоих 
случаях есть величина отрицательная 

Р\ —> Р* Pi ----• Р-> 
р > А' А' 1\ 

Pt « А' А1 . Р, 
Если Р:А' положительно, а А'Р% отрицательно, то 

A'Pt\>l-

Если PXÄ отрицательно, а А'Р2 положительно, то 

i РгА' I 
\А'Р9 

< 1 . 

718. Деление прямой, соединяющей точки {xlt ух) и 
(xst У-г) в данном отношении г. Пусть даны точки А (*,, yj 
и В (xit у.2) и пусть С (r , q)—искомая точка, делящая отре
зок в данном отношении (рис. 377). 
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Из подобия треугольников имеем: 
АЕ__АС _ 
CD ~ СВ~ 

откуда 

г, 

Х% X 

Аналогично найдем: 

!£. 
DB 

г или х= 
ГХо 

1-\-г ' 

Если С {х, у) лежит между А и В, то г может иметь лю
бое положительное значение. 

Если С лежит на продолжении прямой за точкой А, 
то г — отрицательно и по абсолютной величине меньше еди
ницы. 

Если же С лежит на продолжении прямой за точкой В, 
то г—отрицательно и по абсолютной величине больше еди
ницы. 

Независимо от того, будет ли отрезок делиться внешним 
или -внутренним образом, координаты делящей точки будут 

* 1 + г У 1 + г • 

Для нахождения середины отрезка полагаем /"==1, тогда, 
предыдущие формулы примут вид: 

Xi + -f2 И # = 
# 1 + # 2 
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719. Площадь треугольника (рис. 378). Площадь Д АВС= 
•• Д ABD + Д BCD -f- Д ADC. 

Рис. 378. 

Так как площадь каждого треугольника равна половине 
произведения основания на высоту, то 

Пл. Д ABD-
BD X BE 

2 
1 
2 ( * 2 — •fa) ( # 2 -~Уг) 

Пл. Д BCD-
BDXCD 

2 
1 
2 *fi) G/a~ -</,) 

Пл. Д ADC = 
AFX CD 

2 
1 
2 (*з — -yd 

Таким образом 

Пл. Д АВС = ~- [(u~-x3)\y2 — y1)A~(x2-~xä)(yä—y^)A-

+ (•*»—-*i) (Уа— Уз)]-
Упрощая полученное выражение, имеем: 

[337] Д АВС = ~ [хху.2~\-х.2уъ-\-хлцг— у^—-упха — у^хх]. 

720. Правила для вычисления площади треугольника. 
Весьма удобно поступать по следующему правилу: выписы
вают в столбец абсциссы вершин в направлении против ча
совой стрелки. 

Второй столбец нужно начать с ординаты второй вер
шины, затем перейти к третьей и наконец 
к первой. - . А~хху2—у1^ 

Перед каждым произведением следует ста- —x$y s — у.2х3 

вить знак плюс. - --• _|_ —у3хх 
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Переходим к третьему столбцу. Начинаем его с ординаты 
первой вершины и продолжаем писать их в том же порядке, 
как и абсциссы первого столбца. 

Четвертый столбец состоит из абсцисс, начиная со вто
рой, после которой идет третья и первая (как во втором 
столбце). 

Перед произведениями третьего и четвертого столбцов 
ставится знак минус. 

Складывая все эти произведения, имеем: 

* i # 2 + хъУъ + ЧУг — Угхч— У-24 — УъЧ-

721. Выражение для площади треугольника в виде 
определителя. Предполагая, что вершины суть точки с коор
динатами (х1,г/1) (*2 ; .#а) ' (*8 i Уз)' можно написать определитель: 

х \ 3i 1 
ХЪ У 2 1 
Ч Ув 1 

» - 4 

Разлагаем его на сумму трех произведений из элементов, 
расположенных на линиях, у которых стрелки направлены 
влево (рис. 379), и, вычитая сумму трех произведений из 
элементов, указанных линиями со стрелками, направленными 
вправо, находим: 

х\Уч + х?Уз - b »оУ1 — . ' / 1 - 2 — Учхз — Уах1-

Рис. 379. Рис. 380. 

722. Если начало координат расположено в одной из 
вершин треугольника, например (дгя, ys), то в таком случае 
(xà> Уь) обращаются в (0, 0) (рис. 380). 

Подставляя указанные значения координат в [337], имеем: 

[338] А = ~ [х,у, - f 0 -j 0 - у , х . 2 - 0 - 0] = Ьчу-i —yix-i}-



504 Простейшие приложения координат 

Определитель этого выражения легко запомнить, так как 
Х\Уч—у^Хч можно написать так: 

хх У\ 
х2 # 2 

откуда Xi Ух 
Хъ Уч 

Пример. Найти площадь треугольника, у которого одна вершина 
лежит в начале координат, а две другие имеют координаты (4, 3) и (2, 5). 

4 3 
2 5 

(4 • 5 - 2 • 3} = 7. 

723. Площадь многоугольника. Если заданы прямоуголь-. 
ные координаты вершин многоугольника, то его можно раз
бить диагоналями на треугольники, а затем найти его пло
щадь по той же схеме, которая применялась для нахождения 
площади треугольника. 

Следует рассматривать последовательно вершины в на
правлении против часовой стрелки, например Р1 (хь уг), 

Рис. 331. Рис. 382. 

Рч (хз> Уъ)> Рз (л"а, Уз) и т. д., а затем применять способ, 
указанный в предыдущих п° для ' треуголь
ников. 

Таким образом в случае шест,угольника 
получим: 

А = - 2 ~ [хгуъ -4- х*,уг -4- хау± + Х4уъ -\ -хьух — 

— У\х% —УъЧ ~ УвЧ —У1хъ —• Уьхх]' 

— Х№—У1*2 
ХъУв—УяХй 
х№ —Увх1 
ЧУь—УьЧ 
•ЧУх—y^i 
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4- 2 • 4 = 8 - 2 7 = 14 
- - 7 • 1 = 7 — 4 11 = 44 
— И • 4 = 44 - 1 17 = 17 
— 17 • 11 = 137 — 4 14 = 56 
— 14 • 8 = 112 — И 9 = 99 
— g • 1 0 = 90 - 8 4 = 32 
— 4 • 2 = 8 - 1 0 2 = 20 

+ 456 • — 282 

Площадь = 1 
Т 

[456 - 282] = 87. 

Пример 2. Найти площадь многоугольника, показанного на рис. 382. 

724. Составление уравнений. Иногда задачи даются 
в форме геометрических или тригонометрических соотно
шений, и для того чтобы решить их в общем виде мы вы
ражаем указанные соотношения в форме уравнения. 

Разберем для примера несколько задач. 
Задача 1. Точка движется на плоскости таким образом, что расстояние 

ее от точек Р± (4, — 3) и Р3 ( — 3,6) — одинаковы (рис. 383). 

Y 

Рис. 383. Рис. 384. 

Найти уравнение кривой, которую чертит данная точка, или, иначе 
говоря, геометрическое место точек, удовлетворяющих поставленному 
условию. 

Нам нужно выразить данное соотношение в виде некоторого соотно
шения между х и у, т. е. между координатами точки. 

Из условия имеем 
PtP^P2P, 

Via n° 708 мы знаем, что расстояние между двумя точками, например 
Р}Р, выражается формулой 

V(x-W + (y + W. 
Точно также • • 

Пример 1. Найти площадь многоугольника, изображенного на рис, 331. 

/ у > = У(*+з7 а - ! -^~'б)-э . 
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Рис. 985. Рис. 386. 

Задача 3. Найти уравнение кривой, по которой движется точка, 
если разйость ее расстояний от двух других точек Р., (5,0) и Рх ( — 5,0) 
равна 8; .. 

Из условия задачи (рис. 385) 
РгР.-Р2Р=8, 

отсюда 
• У (х 4 - 5 / 4 - .j? - у. и _ 5,2 4 - у 2 - = 8 

или 
9л-з — 16(/2 = 144. 

Задача 4. Найти уравнение геометрического места точек, расстояние 
которых от Р} ( — 2,.2) всегда равно 4. 

Итак _ 
У(х - 4* 4 - 7 / -1 - -V = У - v - r J , 2 + - 6)s. 

Возвышая обе части в квадрат, имеем: 
& — 8.Ï 4 - 16 4 - iß 4 - б# 4 - 9 = л-2 - f 6х 4 - 9 4 - - \7у 4 - 36, 

откуда 
7л- - 9у -4-10 = 0. 

Задача 2. Расстояние между двумя точками равно 8 см. Точка движется 
так, что сумма расстояний е е от данных точек всегда равна 10 см. 

Проведем через данные две точки ось X. Ось Y направим посредине 
между ними, как это показано на рис. 384. 

Из условия задачи имеем: 
Р..Р-\-Р^Р = 10. 

Напишем это соотношение в зависимости от координат х и у, приме
няя для этого формулу [329], дающую расстояние между точками 

у — - ф + и £ + у т д а ^ 10, 
откуда 

9*2 4 - 2Sif = 225. 

Как известно из п° 200, полученное уравнение соответствует эллипсу. 



Уравнение прямой, проходящей через данную точку 507 

или 

Пусть Р (х,у) — произвольная точка искомой кривой. 
Из условия задачи 

/ У = 4. 

PtP = Y Ür+ 2,2 + V = r 2 ) 2 = 4. 

Возвысим обе части уравн ния в квадрат, тогда получим 

* Ч - 4ж + 4 + л а - 4 ^ + 4 = 1б, 

Это и есть уравнение искомого геометрического места, являющегося, 
как это видно из определения, окружностью. 

Глава XXXI. 
ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ. ПРЯМАЯ ЛИНИЯ. 

725. Всякое уравнение первой" ^степени относительно х и у 
выражает прямую линию (п° 145). , 

Для того чтобы определить положение прямой и написать 
ее уравнение, необходимо определить две постоянные. 

726. Уравнение прямой, проходящей через данную точку. 
Положение прямой вполне определяется, если задан ее наклон 
и координаты какой-либо лежащей на ней точки. 

Из п° 713 имеем: 

[333] 

Пусть даны координаты некоторой 
определенной точки Ра(ха,у0) и пусть 
кроме того Р(х,у) — произвольная 
точка на прямой, тогда 

m 
__У—Уо 

Рис. 387. 

Освобождая правую часть от знаменателя, Имеем: 
[339] у — у0 = т(х~х0). 

Это и есть уравнение прямой! проходящей через данную 
точку, в системе прямоугольных координат. 

Пример 1 . Написать уравнение прямой, проходящей через точку (4, 4) и 
имеющую наклон, равный 2. 

В данном случае ха = 4, у0 = 4, m == 2. 
Подставляя в уравнение 

У ^ У с — ni(x — х0), [339J 
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у — 4 = 2 {х — 4) или у = 2л- — 4. 
Последнее выражение и является уравнением искомой прямой. 

Пример 2. Увеличение скорости тела, падающего под действием силы 
тяжести, пропорционально времени. Если скорость тела в некоторый опре
деленный момент / 0 равна va, а в любой произвольный момент t она равна 
Vf Т О 

V — v0=k(t — t0). 

Если V и vü заданы в метрах в секунду, a t и t0 — в секундах, то к — 
коэффициент пропорциональности, равный постоянной g = 9,81 м/сек%. 

Пример 3. Расширение стального стержня почти пропорционально 
повышению температуры. Если длина этого стержня при некоторой темпе
ратуре tü равна / 0, а / — его длина при некоторой температуре t, то 

l - l a = k(t~t0). 

727. Уравнение прямой с угловым коэффициентом (на
клоном). 

Если заданы наклон прямой и длина отрезка, отсекаемого 
ею на оси Y, то можно написать уравнение этой'прямой 

в явном виде. 
Уравнение прямой,проходя

щей через данную точку (п° 726), 
У — у0 = т{х — х 0). 

Так как координаты задан
ной точки в данном случае суть 
(0,6), то, подставляя в преды
дущее уравнение х0 = 0 и у 0 == Ь, 
получим : 

6 = m ( . v — 0) 
или 

У 

д = тхАг Ь, (п° 128), 

которое и является уравнением прямой в явном виде, опре* 
деляющем наклон ее и пересечение с осью У (рис. 388). 

• Пример 1 . Написать уравнение прямой, пересекающей орь Y в точке 
— 3 , если наклон прямой равен 3. 

Здесь Ь e s — 3, m = 3. 
Подставляя п уравнение 

у — тх - j - Ь, 
.имеем : 

уахЗх — 3. 

Это я есть искомое уравнение (см. п° 128) 
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Пример 2. По закону Гука удлинение упругой нити прямо пропорцио
нально растягивающему усилию. Если длина этой нити при нагрузке, 
равной нулю, есть / 0 , а длина при действии нагрузки t есть /, то 

/ = ** + /„. 

Пример 3. Если в момент t — 0 скорость падающего тела равна 
ч 0 м/сек, причем эта скорость пропорциональна времени, то 

v = kt -f- v0. 

Так как степень изменения скорости по отношению к времени обозна
чается обычно буквой g, то 

v=gt-\- vt. 

В предыдущей главе (п° 145) были приведены рассуждения 
относительно общего уравнения первой степени Ах - j - Ву-\-
-\-С = 0. Это было сделано с целью выяснить соотношения, 
существующие между уравнением и его графиком. В настоя
щем отделе мы повторим некоторую часть упомянутых рас
суждений с тем, чтобы продолжить их далее. 

Если В ф 0, то, решая уравнение относительно г/, по
лучим : 

А С 

Сравнивая с явной формой уравнения прямой 

у = тх -\-Ь, 
видим, что 

А , С 
m = = — ~ß> а о = — -g - . 

Представив общее уравнение в таком виде, можно сразу 
определить длину отрезка, который данная прямая отсекает 
на оси У. , 

728. Прямые, параллельные осям. Если прямая парал
лельна оси J(, то ее наклон m равен нулю. 

Подставив это значение m в выражение у ~-тк-\-Ь, 
имеем: 

у = 0 • х -\- b или у — Ь. 

Отсюда видно, что все точки прямой имеют одинаковые 
ординаты, равные Ь. * 

В случае линии, параллельной оси У, уравнение ее нельзя 
представить в виде у — тх -f- Ь, так как для такой прямой m 
не имеет определенной конечной величины. Поэтому поставим 
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х и у одно на место другого Тогда независимой переменной 
явится у, причем будем иметь 

х — ту ; - Ь. 

Но по отношению к оси Y т = 0, отсюда 
х — 0 • у -f- b или х — Ь. 

Если в этих уравнениях & = 0, то у = 0 и „t = 0. Эти 
уравнения .выражают ось X и ось Y—соответственно. 

729. Уравнение прямой, проходящей через две точки. 
Если даны координаты двух точек, лежащих на прямой, то 
этим определяется ее положение, а также и вид уравнения. 

прямоуаольм. координаты • / Косоугольн. координаты 

Рис. 389. 

Пусть Р(х,у) — произвольная точка на прямой. 
Проведем ординаты и линии, параллельные оси X, как 

это показано на рис. 389. 
Из подобия треугольников имеем: 

РА Р,В 
АР, Р:В 

или 
[340] У—Уг _ ffa—Si = У\—Уг 

» X Ху Л* о *~ Jfj Х-у ' Х<% 

или же 
[341] _9-9l==E?J=M.(x-xô. 

Х 2 Хх 

Последние уравнения называются уравнениями прямой, 
проходящей через точки Рх(хх,ух) и ^ а ( х 2 , у 2 ) . 
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.7 — 3 6—3 n о « 
Я = ; 7, НЛП ill — Ii = X V — О , л' — 2 6—2 J 

откуда 
4;/ -Зл- = 6. 

Это и есть уравнение искомой прямой. 

Уравнение прямой, проходящей через две данные точки 
P[(xi<î/i) и Рь(il/2)i написанное в форме определителя, 
имеет вид 

х у 1 

Это выражение можно легко запомнить. 
Как известно из предыдущего (гл. XIX), 

х у 1 
: хух + л г , г / . 2 - | - X j ! / — ухх.г — у й л г — хху. 

Прибавим и вычтем л-^,, что не изменит величину выра
жения, тогда 

хУг + *iI /2 + х& —У1Х<2 ~У^ — xty - f ххух —х\ух = 0. 
Приводя подобные члены, находим: 

*з (у—у>)—— + * ( î / i — у * ) — * i ( j / i—Sa) = 0 

( д - 2 — xj) [y — J / J - h (x — хЛ (y{ —y.; = 0 
или 

(* 2 — л:, ) (y — г/j) = (л- — Xi ) {y.2 —yi). 

Разделив обе части на (лг2 — хх) (х — хх) и сокращая оди
наковые члены, получим 

S—Si^S-2 — Si. 
X — Xi х2 — хх 

Пример. Написать уравнение прямой, проходящей через точки (2,3) 
и (6, 6). 

Положим Р., (х^,у.2) (6, 6), тогда х., = б, y.,—-6;Pl (.v,,//[) =в (2, 3), тогда 

Подставляя в уравнение 
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Полученное уравнение одинаково с уравнением прямой, 
проходящей через две данные точки [340]. 

730. Уравнение прямой в отрезках. Если даны точки 
пересечения прямой с осями X и Y, то, пользуясь форму
лами, приведенными в п° 729, можно написать уравнение 
прямой, проходящей через две указанных точки. Обозначим 
последние через (о, 0) и (0, Ь), где а •— абсцисса точки пересече
ния прямой с осью X, a b — ордината точки пересечения с осью Y. 

Итак, точка пересечения с осью Х'.Р^ — (а, 0), 

= а> Уъ — °> 
a точка пересечения с осью Y: = (0, Ь) 

*i = О н ух—Ь. 

-Подставляя в уравнение прямой, проходящей через две 
точки (п° 729), имеем: 

у~Ь „ 0 — 6 _^ _ ± 
х - - 0 Г а - - 0 '• а ' 

а (у — b) — — Ьх или bx -f- ay ab. 

Разделив на ab, получим 

[342] i+T-*-

Так как величина а равна длине отрезка, отсекаемого 
прямой на оси Y (от начала координат до точки пересече-

прямоуг Координаты коаиуаольн Координаты 

Рис, 390. 

ния), a b равно отрезку, отсекаемому на оси Y, то полу
ченное уравнение называется уравнением прямой в отрезках 
на осях (рис. 390). 
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Пример. Прямая пересекает ось X в расстоянии 8 от начала координат, 
а ось Y—в расстоянии (—10) от начала. Найти уравнение этой прямой 

По условиям задачи а — 8, Ь = —10. 

Подстановка в формулу — -j- •• : 1 дает: 

х и 
"g = 1 ИЛИ Ю Л • 

• 8д = 80, 

откуда 
S.V - 4у = 40. 

Это и есть искомое уравнение. 

. 731. Нормальный вид уравнения прямой. Если известны 
длина и направление перпендикуляра, опущенного иа начала 
координат на прямую, то по
следняя этим вполне опреде
ляется. 

Пусть расстояние прямой 
от начала равно p, а угол, 
образуемый перпендикуляром, 
равен 0 и пусть необходимо 
выразить координаты точек 
прямой через р и 6, вместо х 
и у (рис. 391). 

Если А — основание перпен
дикуляра, опущенного из начала 
координат на прямую, то координаты этой точки, выраженные 
через р и 9, будут: 

* = pcosQ и у — р sin 6. 

Наклон прямой OA равен t g 6 , но так как данная прямая 
перпендикулярна к OA, то наклон ее есть (—ctg6) , т. е. 
m — — ctg 0. 

Производя соответствующую подстановку в уравнении 
прямой, проходящей через данную точку, 

имеем: 
у—Уо^т (х — хо), 

у — psinö = — ctg 8 (x— / J C O S B ) . 

Подставляя ctg 9 = 
cos 8 

sin i 
и умножая обе части уравнения 

на sin получим: 
у sin Ö —- р sin 2 б = —• x cos 9 - j - р cos 2 ö. 

33 Справочник для инженер*. 
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Перенося члены в левую часть и вынося р за скобки, 
находим: 

у sin 0 -f- х cos б—р (sin2 6 -4- cos 2 6) = 0. 

Но (sin2 6 - j - cos'- 6) = 1, следовательно 

[343] у sin 8 + дгсозб — р = 0. 
Полученное уравнение, где координаты выражены в зави

симости от р и 8, называется нормальным видом уравнения 
прямой. 

Пример. Найти нормальную форму уравнения прямой линии, для 
которой р = 10, а Ö = 35°. 

Подставляя в [343J, имеем: 

х cos 35° + у sin 3 5 ° - 1 0 = 0. 

732. Приведение общего уравнения прямой к форме в от
резках. Если ни одно из количеств Л, В и С в общем уравне
нии прямой Ах + By -f- С — 0 не равно нулю, то, перенося сво
бодный член С в правую часть, можем представить общее 
уравнение прямой в форме 

AxArBj=—С. 

. Деля на — С, получим 

А , В [344] 

или 

х~\-
-с- 1 

Э 
С_ 
А 

С 
В 

Сравнивая полученное уравнение с уравнением —-J--^- = 1 
(п° 730), видим, что 

С 
а== — — — д л и н а отрезка, отсекаемого прямой на оси X; 
i С 

0 — — _ — д л и н а отрезка, отсекаемого прямой на оси Y. 
Если С —0, то оба отрезка равны нулю. 
Если А или В равно нулю, то линия параллельна соот

ветствующей координатной оси. 
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733. Приведение общего уравнения прямой к нормальному 
виду (рис. 393). Координаты х и у основания перпендикуляра, 
опущенного из начала координат на прямую, суть: * = />cosÖ 
и # = /jsine (п° 731). 

Подставляя эти значения их в общее уравнение прямой, 
получим: 

Ар cos6 + 5/?sinO + C = 0. 

Наклон перпендикуляра (п° 715) есть величина, обратная" 
и имеющая противоположный знак по сравнению с наклоном 
данной прямой. Но из п° 731.наклон прямой, выражаемой 
общим уравнением, равен 

А 
В ' m — 

поэтому наклон перпендикуляра 
В 

равен -д, т. е. 
tgO = в_ 

А' 

Из тригонометрии известно, 
что Рис. 393. 

cos 6 = • 

Подставляя, имеем: 

cos 8 = 

Кроме того 

i 

[273] 

А 
УА^+В3 

tgO = - ^ i . [274] 
6 COSÖ 

Подставляя сюда значение косинуса, находим: 
sin6 В 

Л А' 

:УА*~\-В* 
откуда 

33* 

sin 1 
В 

± ] / л 2 - ) - 5 2 " 
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Ar В 2 ±у.А* + В* 

dz У А* + В*. 

Подставляя значения sin 0, cos 6 и р в нормальное урав
нение прямой, имеем окончательно 

А . В . • "С д = п 

[345] ± у А ъ ^ . В ъ х - г ± у А ъ - у В* У + г р У А * + В* 

Таким образом общее уравнение приводится к нормаль
ному виду путем деления всех его членов на корень квад
ратный из суммы квадратов коэффициентов при хну. Знак 
радикала следует брать противоположным знаку при О, т. е. 
таким образом, чтобы знак при р был минус ^ . 

734. Уравнение прямой, проходящей через точку (х0, у0) 
перпендикулярно к линии Ах-{-By - j - С = 0 (рис. 394). Из
вестно, что уравнение прямой должно быть представлено 
в виде 

У~!/о = т'(х — х0). 
А 

Наклон линии Ах-4-By-|-С = 0 равен — - g - . 

1 ) Величина р, как длина перпендикуляра, опущенного из начала коор-
динат на прямую, положительна. По этой причине знак радикала У А2 -4- В2 

выбирается так, чтобы величина 
С 

=fc УА* + В* ~ Р 

окамлвсь отрицательной. Прим, ред. 

Теперь подставим полученные значения sin 6 и cos О 
в уравнение 

i V c o s 6 + £/>sine + C = 0. 
Тогда получим: 

А*р gg = _ п 

±УА*-\-В^ ±у~А* + В* 

Разделим обе части на + УА* -\- В 3 . Тогда 

А*-{-В* Л 2 + 5 2 ±УА* + В* 

р(А* + В*)_ 
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Так как искомая прямая перпендикулярна к указанной 
выше линии, то ее наклон есть величина, обратная и про
тивоположная по знаку по от
ношению к т. 

Поэтому 
, в 

m —д 
и уравнение искомой линии бу
дет иметь вид 

В 
[346] у — у0 = - д О — * 0 ) , ;g 

где х0 и у0 — координаты дан- р и с 3 9 4 > 

ной точки. 
735. Расстояние от данной точки Р (х0, у0) до прямой 

АX -j- By -J- С.— 0. Перенесем начало координат в данную 

Рис. 395. 

точку Р (лг0, ^ 0 ) и напишем новое уравнение прямой (см. пп° 
172, 205, 236, 262 и 270): 

х = хААгх', у — у0-\~у\ 

Подставляя в уравнение прямой, получим: 
Atf+xo) +В(у' ±у0) - f С = 0. 

Раскрывая скобки, имеем: 

где х' и у' —- переменные координаты, а Ах^-\- Byô~\-C— посто
янный член, 
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Согласно п° 733, расстояние от начала координат до дан
ной прямой равно постоянному члену, деленному на -±У А% -J- В% 

Поэтому 

[347] 

Я(600,400) 
УА*-\~В* •' 

где Хй и у 0 — координаты данной 
точки. 

Пример. Гавань В расположена в 
500 км прямо к северу от гавани А, 
а гавань С — в 800 км к востоку от А. 
Военный корабль стоит в 600 км - к во-
гтоку и в 400 км к северу от А, а тор
говое судно идет из В в С. Как близко 
подойдет судно к кораблю? 

Начертим график, как показано на рис. 396. Из рисунка видно, 
что данные задачи позволяют легко написать уравнение прямой в от
резках, отсекаемых ею на осях координат. Для этого следует подставить 
а = 800 и i = 500 в уравнение 

Рис. 396. 

Таким образом имеем: 
а + 6." :1. 

откуда 

JL i J L _ i 
800 "Г 500 _ *' 

5 * + ' 8 у —4000 = 0. 
Сравнивая это с уравнением Ах + By + С — 0, видим, что здесь 

А — 5, В = 8, С = - 4 0 0 0 . 
Координаты точки Р суть (600, 400), 

т, с. 
х0 — 600 ,^ 0 = 400 

Подставляя эти значения в формулу 
Аг 0 + .Ву0 + С 

- ± у~А*+& ' [ 3 4 7 ] 

5 • 600 + 8 • 400 - 4000 2200 

, =ЬУ25 + 64 . . ~ УШ-

Ig d = Ig 2 2 0 0 - у l g 89, 

откуда 
•rf= 233,2. 

736. Уравнение прямой, проходящей через данную точку 
P(Xo Уо) и образующую угол 6 с линией АX -f- By - j - С == 0. 
Пусть наклон данной линии равен m, а наклон- искомой 
есть m'. 
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Так как согласно п° 726 мы можем написать уравнение 
линии, проходящей через точку Р и имеющей наклон т', 
для чего нужно подставить значение m в 

y—yQ~m' (х — х0),. 

то остается определить только mf. 
Из п° 716 имеем: 

. Q m — m' • пг' — m tg ü = i , , или ' 1 + m m' 1 + m m" 

где 6 — угол между двумя прямыми, имеющими наклоны 
m и т. 

Помня, что определенному значению tg 0 с о о т в е т с 1 в у ю т 
два угла, и решая относительно т', имеем: 

m 

Из п° 727 

m : 

m ± tg О 
1 + m tg 6 -

_А 

откуда 

m 
— # ^ t g о 

1 riz ^ tg О 
Рис. 397. 

Подставим полученное значение т! в уравнение прямой, 
проходящей через данную точку, получим: 

[348] у — у о -
1 + ^ t g 8 

(х — х0). 

737. Полярное уравнение прямой, проходящей через две 
точки, например Рх (ръ и Р2 (р.л ö a) f. имеет вид (рис. 39/). 
[349] P P l sin ( 8 - 8J + P l p 2 sin (8, — 82) - i-

-j-pp 2 sin (83 — 8 ) = 0, 
где (p, 6) — переменные координаты любой точки напрямоЗ 1). 

1) Уравнение прямой линии, проходящей через две данные точки 
Pi Si) и (лг2, # а ) , в прямоугольных координатах имеет вид 

X—~.Xi ff —Si 
X) — Xl Si~ Si 
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738. Системы прямых линий. Рассмотрим уравнение 

[350] у — тх = к. 

Если левая часть уравнения остается неизменной, а по
стоянному члену k дают различные произвольные значения, 
то графики уравнений образуют ряд прямых, параллельных 

друг другу, так как все они имеют 
одинаковый наклон. 

Величина к является постоянной 
для каждой из этих линий, но имеет 
различные значения при переходе от 
одной линии рассматриваемого ряда 
к другой. Эта величина называется 
параметром, а совокупность указан
ных линий — системой параллельных 
прямых. 

Если необходимо определить какую-
нибудь из линий системы, например пря-

Рис. 398. мую, проходящую через точку (2,2) 
и параллельную к у — Зх = 2, то, со

храняя уравнение в форме у — Зх — к, мы сохраним и условия 
параллельности, а находя соответствующее значение к, опре
делим положение искомой прямой. 

Если прямая проходит через некоторую точку, то коорди
наты последней должны удовлетворять уравнению данной 
линии. 

Подставляя значения (2, 2) в уравнение 

у — Зх — к, 
имеем: 

2 — б —к или к — — 4 . 

или, если освободиться от внаменателей, 

*Уг — ух% 4 - х2ух — у2хх 4 - xiy — ухх = 0. 
Заменяя прямоугольные координаты полярными, получим: 
рр2 (cos 0 sin 0 2 — sin 0 cos 0а) 4 - PPi (сов 6 а sin \ — sin 0 2 COS 6j) 4 -

4 - рр! (cos Ьх sin 0 — slnOi cos 0) = 0. 

Уравнение после преобразований примет вид 

РРЗ sin (0 3 — 0, 4 - р ар х sin (0j, — 9а) -f- ppj sin (0 — Ц = 0 
Прим. ред-
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Таким образом, отрезок, отсекаемый прямой на оси У, 
равен (—4)- Подставляя это значение вместо k в уравнение 
системы, найдем 

у — Sx = — 4 или у — Зх + 4 = О, 
которое и является уравнением искомой прямой. 

739. Системы прямых, перпендикулярных к линии у — 
— mx — k (рис. 399). Сравнивая уравнения 

у — тх — к 
ту + х — к, 

видим, что наклон прямой в первом уравнении есть величина, 
противоположная по знаку и обратная по величине по отноше
нию к наклону во втором. 
Согласно п° 715 это указы
вает на то, что линия, пред
ставляемая вторым урав
нением, перпендикулярна 
к линии, соответствующей 
первому. 

Если в этих двух ура
внениях придавать к раз
личные значения, то по
лучим две системы пря
мых, перпендикулярных 
одна к другой. Если нам 
требуется написать ура
внение одной линии, пер
пендикулярной к другой и 
проходящей через некоторую точку, то мы можем сделать 
это, поставив коэффициенты при х и у один на место дру
гого и изменив знак члена, содержащего у. 

Такое преобразование соответствует перемене знака на
клона и замене его величины на обратную. 

Пусть имеется уравнение 
2х + Зу — 4 = 0, . 

тогда общий вид уравнения системы прямых, перпендикуляр
ных к данной,.будет: 

. Зх — 2у = к. 

Если требуется написать уравнение линии, перпендику
лярной к прямой 2х-\~3у—4 = 0 и проходящей через точку 

Рис. 399. 
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(3 ,— 2), то посредством подстановки значений координат в об
щее уравнение Зх—2у — к определим постоянную к. 

Заметим, что указанную подстановку не следует произво
дить в уравнении 2х -f- Зу — 4 = 0, ибо точка (3, — 2) лежит 
не на этой прямой. 

Имеем: 
3 ' 3 — 2(—2) = к 

9 + 4 = £ 
к=13. 

Подставляя в общее уравнение, получим 

Зх — 2у = 13. 
Это и есть уравнение прямой, перпендикулярной к 2х~{-3у— 
— 4 = 0 и проходящей через точку (3 ,—2). 

740. Системы прямых, проходящих через данную точку. 
Рассмотрим уравнение 

у — у0 = т(х — х0) 

и пусть координаты данной точки (х0, у) будут (3, — 3), 
тогда уравнение примет вид 

У уЛгЗ = т{х — 3). 

Придавая m различные значе
ния, получим систему линий, ко
торые все будут проходить через 
данную точку (3,—-3). Если тре
буется найти уравнение прямой, 
имеющей наклон 2 и проходящей 
через точку (2, 2), то можем сразу 
написать 

у - 2 = 2 ( * - 2 ) 
или 

Рис.400. у — 2*-{-2 = 0. 

Аналогичным образом можно найти уравнение прямой, 
проходящей через две точки, например (2, 2) и (-г-3, 3)-

Напишем уравнение с и с т е м ы прямых, проходящих через 
точку (2, 2). 

Имеем: 
у — 2 = т(лг~-2). 
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Подставим сюда вместо х и у координаты — 3 и 3, тогда 
3 — 2 = / л ( - 3 — 2), 

откуда 

Уравнение прямой принимает вид: 

^ - ~ 2 = " 4 ( * - 2 ) 
или 

5у —10= — х-г2 
x + Sy —12 = 0. 

Для проверки сравним полученный результат с тем, кото
рый дает подстановка в уравнение прямой, проходящей через 
две точки (п° 729): 

У — Ч\=У\— Vi 
X Xi Х± "™ Х'2 

/ / — 2 ^ 2 — 3 _ _1_ 
х — 2 2 + 3 - 5 

— 5у-\-10 = х — 2 
л: 4 - 5 ^ — 12 = 0. 

741. Системы прямых, проходящих через точку пересе
чения двух данных линий. Если уравнения 

Ах-гВу-\-С = 0 
А'х + В'у + С'^О 

соответствуют двум прямым, то уравнение 
[351] AxA-By + C + k (А'х + В'у + С') = 0 

соответствует системе прямых, проходящих через точку пере
сечения данных линий. 

Для удобства положим 
f(xtS) = Ax + Bg+C 

g(x,y) = A'x + B'y + C'f 

тогда, согласно сказанному выше, выражение 

определяет систему прямых с параметром k. 
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Пусть точкой пересечения данных линий является Р(а, Ь). 
Тогда оба уравнения, т. е. f(x, у) = 0, g(x, у) = 0 удовлетворя
ются значениями x = а и у = Ь, так как Р(а, Ь) лежат на обеих 
линиях. 

Если 
/ ( а , Ь) = 0 и g(a, £) = 0, то 

f(a, b)Ark \g(a, b)] — О 
для всех значений к. Таким образом каждая линия системы 
f{x,y)-\~k\g{x, у)] проходит через точку Р(а, Ь), так как коор
динаты ее удовлетворяют уравнению. 

Преимущества описанного способа видны из нижеследую
щих примеров. 

Пример 1 . Найти уравнение прямой, проходящей черев точку пересечения 
линий 

2 * + # - 4 = 0 и х + 30 — 3 = 0 
и точку Д З , 3), 

Напишем уравнение системы прямых, проходящих через точку пере
сечения двух данных линий. Имеем: 

2 * 4 - 0 - 4 4 - * ( л - 4 - 3 , у - 3 ) = О. 
Так как искомая прямая проходит через точку Д З , 3), то координаты по
следней удовлетворяют уравнению указанной прямой. 

Подставляя х = 3, у = 3 в уравнение системы, получим: 
б -f. 3 - 4 + к[Ъ + 9 - 3) = 0, 

откуда 

5 + 9 А = 0; * = . - - § - . 
Таким образом 

2 * 4 - 0 - 4 - | ( л - 4 - 3 0 - 3 ) = О 

или 
1 3 * - 6 у - . 2 1 = 0. 

Это и есть уравнение искомой прямой. 
•Пример 2. Найти уравнение прямой, проходящей через пересечение 

линий 
2 * 4 - 0 4 - 2 =-0 и х-~2у + 2 = 0 

и параллельной прямой ч 
Зх-4у — 5 = 0. 

Уравнение системы прямых, проходящих через пересечение данных, 
имеет вид 

2х +у + 2 4 - * ( * - 2 у 4 - 2) = 0 
или 

(2 4- k)x + (1 - 2к)у 4- 2(1 + к) = 0. 
Наклон этой линии равен-

2 + к 
•г-2k' 
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Этот наклон должен быть равен наклону прямой Зх — 4у — 5 = 0, т. е. 
— , поэтому 

2 + fc 3 , 11 

Подставляя, имеем: 

*2х+у + 2 + Ц(х~2у + 2) = 0. 

Полученная прямая параллельна данной, так как коэффициенты при 
х и у в их уравнениях одинаковы. 

Изложенный метод применим к любому уравнению вида 

точно таким же образом, как и к уравнению прямой, поэтому 
в дальнейшем мы воспользуемся им. 

Главное преимущество этого метода заключается в том, 
что нам не нужно знать координаты точки пересечения двух 
данных линий, хотя они и могут быть легко найдены (как это 
показано на примерах), если решить уравнения совместно. 
Если же координаты точки пересечения найти трудно, то дан
ный метод особенно удобен. 

742. Уравнение X c o s к-\~у s i n к—-р — 0 [352]. 
Очевидно, это нормальный вид уравнения прямой, при

чем, придавая к различные значения, получим систему пря
мых. Расстояние каждой из них от начала координат равно р. 

Если линия, определяемая уравнением 
х cos к -{-у sin к — 2 = О, 

проходит через точку (4, 0), то 

4 cos к — 2, откуда cos к = 1 
2 

sin k = ±Vl^~cos2 к 

В таком случае уравнение 

-+-

х cos k-\-y sin к — 2 = 0 
обращается в такое: 

у — 2 = 0 или х± УЪ у — 4 0. 
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Каждая из форм уравнения прямой заключает в себе две 
постоянных. Если одной из них придать определенное числен: 
ное значение, а другую оставить неопределенной, то полу
чим систему прямых линий. 

Из предыдущих рассуждений видно удобство пользования 
общим уравнением системы прямых в тех случаях, когда не
обходимо найти линию, удовлетворяющую двум условиям. 
При этом общее уравнение можно написать в такой форме, 
чтобы удовлетворялось одно условие, а затем подобрать па
раметр соответственно второму условию. 

743. Произведение двух линейных уравнений. 
Если каждое из уравнений 

Ллг + 5у + С==0 
А'х-гВ'у + С' = 0 

соответствует прямой линии, то уравнение 

(Ах + By + С) {А'х + В'у 4- С) = О 

соответствует совокупности этих линий. 
Действительно, если, точка Р (а, Ь) лежит на линии Ах - j -

~\-Ву-\-С — 0 (или на А' хЛ- B'y-j-C = 0), то координаты 
ее удовлетворяют уравнению, иначе говоря, при значениях 
х = а и у = Ь левая часть уравнения обращается в нуль. 
Значения координат Р (а, Ь), удовлетворяющие одному из 
уравнений данных линий, удовлетворяют и их произведению, 
а это значит, что любая точка, лежащая на линии Лл:-|-
~\-By-\-C = Q или А'х-{-B'y-j-C = 0, лежит на линии, выра
жаемой уравнением 

(Ах - г Ву-\-С) (А'х 4 - В'у -4- С") = 0. 
Пример. 

х -f- 2у = 0 
х — 2 v / - l = 0. 

Произведение равно х- — 4у 2 — х — 2у — 0. 
Координаты любой точки, например ( 2 , - 1 ) лежащей на линии .v 4 2у = 0, 

обращают левую часть- в нуль, так как 2 — 2 = 0, а следовательно про
изведение этого множителя на другой равно нулю. Таким образом все 
точки, лежащие на прямой х 4 2у = 0, лежат на линии Л"2 — 4у2 — х—2у = 0. 
Сказанное справедливо и относительно прямей х — 2у — 1 = 0 . 

744. Уравнения второй степени, выражающие прямые ли
нии. Уравнение, правая.часть которого равна нулю, а левая 
часть может быть разложена на два множителя первой сте-
п ни, выражает прямые линии. 
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Пример, 
3 * 2 - f - 1 0 * 0 + 8 / = О 

соответствует двум прямым линиям, так как левую часть его можно рав-
ложить на линейные множители 

( 3 * - Н 0 ) (* + 2<,) = 0. 
Уравнения прямых суть: 

3 * + 40 = 0 
х 4 - 20 = 0. 

Координаты всех точек этих линий удовлетворяют данному уравнению 
(см. ii° 443). 

Необязательно) чтобы эти линии пересекались—они могут быть и парал
лельными. Так, уравнение 

х2 + 0 2 + 2*0 4- 3* 4 - 4 - 2 = О 
соответствует параллельным прямым 

* 4 - 0 4 - 2 = 0. 

- Глава XXXII. 

УРАВНЕНИЯ ВТОРОЙ СТЕПЕНИ. КОНИЧЕСКИЕ СЕЧЕНИЯ. ПАРАБОЛА. 

Конические сечения 

745. Геометрическое место точки, движущейся так, что 
ее расстояние от некоторой неподвижной точки находится 
в постоянном отношении к расстоянию 
до неподвижной прямой, называется ко
ническим сечением. 

. Неподвижная точка называется фоку
сом, а неподвижная прямая — директри- ъ 
сой. Постоянное отношение указанных о 
выше расстояний называется эксцентри- \ 
ситетом и обозначается буквой е. ^ 

Конические сечения подразделяются ^ 
на три класса: сё 

Если е — 1, то кривая является пара
болой. 

Если е < 1 , то кривая есть эллипс. 
Если e > 1, то кривая есть гипер

бола. 
Эти кривые названы коническими сечениями по той при

чине, что они получаются при пересечении конуса плоско
стями. 

У 

i 

! -, 
0 фоНус 

Рис. 401. 



528 Уравнения второй степени. Конич, сечения. Парабола 

FP= Vix-py + iy-Of^ У(х-р)* + 1/* 
PN=x. 

Тогда 
V(x-pfA-y 

e == — 
2 

X 

Возвышая это выражение в квад-
Р{хуУ) рат, получим 

р2; {x-pf+y* 

[353] (1 — е 2)дг 24-г/ 3 — 2/?лг-(-р5 = 0. 

Это и есть уравнение конического се-
.р ^ чения. Чтобы найти точки пересечения 

Рис. 402. кривой с осью X, положим у = 0, тогда 

(1 — е2) л:3 + 0 — 2рх + /з3 = 0 
или 

747. Уравнение конического сечения в полярных коорди
натах. На рис. 403 полюс расположен в фокусе, а ось ОХ 
является полярной осью. 

Пусть Р(р, 6 ) — произвольная точка, лежащая на кривой. 
Согласно определению конического сечения 

OP^e-PN (1) 

ОР=р 

PN=p + 0M = p4rp cos 0. # 

746. Уравнение любого конического сечения в прямо
угольных координатах. Пусть директрисой служит ось У, 
а фокусом — неподвижная точка (р,0), расположенная на оси X, 
и пусть Р{х, у) произвольная точка на кривой (рис: 402). 

Согласно определению конического сечения, имеем: 
FP _ 
PN ~е' 

Пользуясь формулой [329], имеем: 
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Подставляя значения OP a PN в ур-ние (1), имеем: 
р = e (р - j - р cos 0) = ер -\~ ер cos 9 
р — ер cos 0 = ер, 

откуда 

[354] Р = 
ер 

1—е cos( 

Как будет показано ниже, неко
торые конические сечения имеют 
два фокуса и две директрисы. Урав
нение, отнесенное к другому фокусу 
и директрисе, есть 

ер 
р — — j — . 

1-f-e cos 0 Рис. 403. 

Парабола. 

748. Уравнение параболы. Для параболы е •• 
кривая является геометрическим местом точек, 

Рис, 404. 

= 1 поэтому 
расположен

ных на одинаковом расстоянии от фо
куса и от директрисы. , 

Из определения следует, что по
средине между фокусом и директри
сой имеется точка, в которой кривая 
пересекает ось X, Эта точка называется 
вершиной параболы (рис. 404). 

Весьма удобно помещать начало 
координат в вершине, ибо уравнение 
кривой в этом случае принимает более 
простой вид. 

Таким образом координатами фо
куса являются 

' - р - о ) 

2 ' • ) ' 
а уравнение директрисы 

х — 
Р_ 
2 

где р —расстояние RF (фиг. 404). 
Пусть Р (х, у)—'произвольная точка на кривой. Согласно 

определению 
FP^PN. 

34 Справочпшс для инженера. 
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FP 

Поэтому 

Возвышая в квадрат и упрощая, получим 
[355] у а = 2р*. 

Уравнение директрисы 
Р_ 
2 

Фокус находится в точке , oj. 

Ур-ние [355] показывает, что кривая симметрична отно
сительно оси X и что последняя пересекается кривой только 
в вершине. 

/2 (Ь) 
Рис. 405. 

Придавая р произвольные значения, получим параболы 
различного вида. 

Уравнение параболы, осью которой является ось Y, а вер
шина находится в начале координат, имеет вид (рис. 405а) 
[356] •х**=2рд. 

По формуле [329], дающей расстояние между двумя точ
ками, имеем: 
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Уравнение директрисы имеет вид" 

f . 

Фокус находится в точке ^0, "^rj-

Если р—-отрицательно, то кривая обращена выпуклостью 
вверх (рис. 4056). 

749. Упрощение общего уравнения конического сечения. 
Уравнение параболы. Уравнение конического сечения [353] 

(1 — е 2) л г 2 + у 2 —-2рх + р 2 = 0 

в случае, когда е = 1, т. е. когда кривая есть парабола, обра
щается в следующее: 

у* = 2рх-р* 
или, иначе, 

у ^ 2 Р [ х ~ ^ ) . 

Перенесем начало координат в точку |"2~> oj» тогда 
Г I Р I 

x = xrr4j-, у=у. 

Подставляя в полученное выше уравнение, имеем: 

<,'2 = 2 p ( * ' + - f - ) - , , 2 

у'* = 2рх\ 

Опуская значки, имеем окончательно 
у* = 2рх, [355] 

которое и является уравнением параболы. 
750. Latus rectum. Хорда Ъь\ (рис. 406), проведенная 

через фокус и параллельная директрисе, называется Latus 
rectum. 

Из определения параболы следует, что расстояния L от 
фокуса и от директрисы равны между собой и в данном 
случае равны р. Общая длина Latus rectum равна 2р. 

751. Парабола и квадратное уравнение. В отделе ал
гебры (п° 169 и след.) очень большое внимание уделялось 
коническим сечениям вообще, а особенно параболе. Ее отно-

34* 
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шение к функциям второй и высших степеней уже рассмат
ривалось в указанных п°. Поэтому рекомендуется, прежде чем 
переходить к дальнейшему, вновь просмотреть их. 

Особенно важное значение имеет п°, где рассматривается 
перенесение осей и начала координат, так как сказанное там 
поиложимо и ко всем коническим сечениям. 

Рис. 406 

Сравнивая степенную функцию у — ах2 (п° 170) с уравне
нием х2 = 2ру, мы видим, что форма их одинакова, и постоян
ная а равна -=г • 

Р 

Перенесение осей параболы. Преобразуем уравнение 
у^ — 2рх соответственно положению начала в точке 
О' ( — h — k) (см. п° 171). Тогда 

х — хг — h 
у^Ух — k. 

Подставляя эти значения в 
у2 = 2рх, 

имеем: 
(Sy-kf = 2P(x,-h). 

Опуская значки, получим (рис. 407): 
[357] {y-kf = 2p{x — h). 

Примечание. Начало координат может быть перенесено также в точку 
(A, k), тогда [357] будет иметь вид 

{y + kf=2p{x + h). 
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Фокус расположен в точке ^ " f " " ^ » ^ j 1 

Уравнение директрисы x — h—j-1). 

752. Общее уравнение параболы с осью, параллельной 
оси X или оси Y. 

Уравнения вида 

y* + DxArEy + F=0, где DizQ (1) 
xiArDxÀrEff4r.F=0, где ЕфО (2) 

соответствуют параболам, причем в случае (1) ось кривой 
параллельна оси X, a в случае (2)—"Оси Y. 

Для доказательства дополним (1) до квадрата, тогда имеем: 

g>-+Ey + ^ r - - D x A r ~ - F 

или 

[358] ( , - , 4 ) 2 = _ С ( . г - ^ ) . 
Полученное уравнение сходно с [357], причем 

]х , к = — -у- , 2р = — D 
или 

D 

Исследуя подобным же образом (2), имеем: 

[359] \ х + ^- \ = —* U 2 / И АЕ 

!) Координаты фокуса и уравнение директрисы относятся к ур-ншо [357J. 
Они выводятся из соответствующего уравнения директрисы 

и координат ^0 , ~2~^ фокуса параболы 

с помощью преобразования 
х — хх •— А 
У - ' - У ^ ~ к - Прим. ред. 
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так что 
, Л = ^-,2р^—Е. 

Расстояние от'фокуса до директрисы 

Е 
Р = ~ Т > 

753. Функция второй степени у — ал:2 - j - bx -f- с [3]. Это 
уравнение можно привести к виду [357]. В самом деле, 

У - А [ Х + 2а) W 
или 
,п,^ I i А \ а 1 / i & — 4ас [360] 

Здесь, очевидно 

л - = - 5 , л -

Полученное уравнение соответствует параболе, так как при
водится к виду [357]. 

Вершина кривой лежит в точке (Л, k) или 
/ А Р—4ас\ 
\ 2а' 4а ) ' 

Указанный вид уравнения уже рассматривался в отделе 
алгебры (п° 171 и след.). Там же обсуждался вопрос о пере
несении начала координат. Таким образом повторный про
смотр указанных пп° буд|т способствовать большей ясности 
и даст возможность в этом месте избежать ненужных повто
рений. Трактовка всего вопроса в алгебре мотивировалась 
желанием уяснить графические соотношения. 

754. Уравнение параболы в полярных координатах 
(рис. 408). Для параболы е = 1, втак что, подставляя это зна
чение е в уравнение 

получим 

[361] 

P = î — ~ Т . 1354] 

1 '— COS 6 
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755. Построение параболы. Приведем доказательство пра
вильности метода построения параболы, указанного в п° 180. 
" На рис. 409 

х = М'Р; у = ОМ' 
АВ^2а; OH=h. 

Рис. 408. 409. 

По построению NC и МН суть равные части АС и АН, 
соответственно. 

Поэтому 
NC M H NC ___ y 
AC или АН 

Из подобия треугольников 
х _ NC _ 
у ОС а 

h 

NC 

(1) 

(2) 

Но из (1) NC = ^ . Подставляя это выражение в (2), имеем: 

x а „а* 
или у1 — -^х. У а 

Т 
Это уравнение есть уравнение параболы. 
756. Траектория снаряда. Рассмотрим движение снаряда, 

выпущенного из начала координат с начальной скоростью 
V м/сек, под углом « к горизонту (рис. 410). 
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Если бы на снаряд не действовали никакие другие силы, 
например давление ветра или сила тяжести, то он двигался бы 
с первоначальной скоростью в ее направлении. 

В конце промежутка времени t секунд снаряд должен 
был бы находиться в положении, определяемом координатами 

x = t Kcosa 

у = t Vsin a. 

Если же принять во внимание силу тяжести, то у будет 

уменьшаться на величину у gt2 (за t секунд). 

Таким образом координаты снаряда в конце t секунд будут: 
x — t F cos a 

y — t К sin a 
(1) 
(2) 

Рис. 410. Рис. 411. 

Исключая из этих уравнений время t путем подстановки 
его величины из (1) . 

и х 

V cos a 
в ур-ние (2), имеем: 

• У = 

Упрощая, находим 

х г/ • 8 
Kcosa 2 V-' cos 2 a ' 

y = (tga.)x- • g 
2 F 2 cos 2 a 

Последнее уравнение соответствует параболе рассмотрен
ного в п° 752 (2) вида. 
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757. Параболический свод. Уравнение параболы вида, 
изображенного на рис. 411, с началом координат, помещенном 
в вершине кривой, будет 

л : а = — 2ру. 

Так как высоты свода удобнее измерять, как показано на 
рисунке, то перенесем начало координат в точку О. 

Тогда 
y=:y' — h. 

Подставляя в предыдущее уравнение и опуская значки, 
имеем 

2p(y —А), 
если x*=s, то у = 0, следовательно 

s 2 = —2р (О —А) 
s 2 = 2/>A 

2А ' 
Взяв определенные значения для А и s и подставив их 

в полученное уравнение, можем определить значения и для 
различных аначений дг. Таким образом уравнение кривой свода 
будет иметь вид 

* » = - - £ ( у - Л ) 

или 
, Л* 2 

У-h — . 

Графический метод построения см. п° 180. 

Глава XXXIII. 
ОКРУЖНОСТЬ и эллипс. 

758. Окружность. Окружностью называется геометрическое 
место точек, равноотстоящих от некоторой постоянной точки, 
называемой центром. 

Обозначим координаты центра через (A, k), а радиус —• 
через г. 

Расстояние между двумя точками находится по формуле 
[329], поэтому (рис. 412) 

CP = r^V(x — А)3 + (у — kf. 
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Возвышая обе части равенства в квадрат, получим: 
[362] (х — Л) 2 + (# — & ) й = г 2 

Это и есть уравнение окружности. 
Если h — 0 и k = О, т. е. начало координат расположено 

в центре, то 
— • ' - 0 ) 2 = г 2 

= А [19] 
Полученное уравнение являет

ся уравнением окружности, центр 
которой расположен в начале ко
ординат. 

Раскрывая скобки в выраже
нии (л: — А)2 + (у—-к)2 — г2, имеем: 

д-2 Ar у 2 — 2 hx — 2 ki] + Л2 - I -
-J-&2 — г 2 = ' 0 . 

Сравнивая полученное с общим 
Рис. 412. уравнением второй степени 

Ах* А~ + Су 2 -f - ТЗлг - f + F= О, 
замечаем, что член, содержащий ху, в нем отсутствует, 
а коэффициенты при д:2 и уй равны между собой. 

Таким образом, общее уравнение окружности имеет вид: 
[363] x<2Ary^ArDx-\-EyArF=0. 
Координаты центра и радиус определяются из 

D E 1 „ , • 
Т> Г = Т У D'-rE^-AF. 

Если Z)2 -f- £ 2 — 4 F > 0, то , уравнение соответствует 
окружности. 

Если же D2 А]- Е2 •— 4F — О, то радиус равен нулю, так что 
уравнению соответствует точка. 

В случае, когда D2 -f- ^ 2 — 4F < 0, радиус—-величин? 
мнимая, окружность также мнимая. 

Если D — 0, то А = 0, т. е. центр лежит на оси Y. 
Если Е = 0, то к = 0 и центр лежит на оси X ' 
Если /3 = 0 и £ = 0, то центр лежит в начале координат. 
Если F= 0, то А3 -(- &2 == г2, т. е. начало координат лежит 

на окружности. 
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759. Определение окружности. В каждом из уравнений 
[362] и [363] имеются три произвольных постоянных, а именно: 
h, k и г п первом случае и D, Е и F во втором. Таким обра
зом, чтобы написать уравнение окружности, необходимо иметь 
три различных условия, определяющие указанные постоянные. 
Эти условия могут иметь либо геометрический характер, либо 
могут быть выражены в алгебраической форме, причем тогда 
из [362] и [363] получим систему уравнений, посредством 
которых удается выяснить значения искомых постоянных. 

Пример 1. Найти уравнение окружности, проходящей через точки (1,7), 
(8,6) и ( 7 , - 1 ) . -

Каждая пара координат должна удовлетворять уравнению окружности 
Г362], поэтому имеем: 

( 1 - Л ) з + ( 7 - £ ) 3 = г» 
(8 _ . Л ) 2 4 - (6 - kf = г"-
(7 - А)2 4 - ( - 1 - kf = А 

Решая эти уравнения совместно, находим; 
А = 4, к = 3, г = 5. 

Отсюда видно, что искомое уравнение будет иметь вид 
( * - 4 * ) 4 - ( у - 3 ) з = 5 3 

или 
* 2 4- у 2 — 8* — 6> == 0. 

Пользуясь общей формой уравнения окружности [363] и подставляя 
в него координаты данных точек, найдем: 

1 4 - 4 9 — О 4 - 7 £ 4 - / " = 0 
6 4 4 - 36 4 - 8D 4 - 6Е + F = 0 
49 4 - 1 4 - 7 £ > - £ 4 - F = 0 . 

Решая эти уравнения совместно, получим: 
D = - 8 , Е= -6,F*=0. 

Подставляем в [363] 

как и ранее. 
Пример 2. Найти уравнение окружности, центр которой лежит на линии 

2х 4 - % = 0 и проходящей черев точки (0, — 4) и Р2 (4,0). 
Пусть искомое уравнение имеет вид - , 

9* + Я * + Д? + ^ — 0-
Так как точки Pt и Р2 принадлежат кривой, то их координаты ДОЛЖНА 

удовлетворять ее уравнению. 
Имеем: 

. 0 4 - 1 6 4 - 0 - 4 5 4 - F = 0 
16 4 - 0 4 - 4 D - 0 4 - ^ = 0 , 
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и лежит на пря 

мой 2х -4- Ъу = 0. Подставляя в это уравнение указанные координаты центра, 
получим; 

0 или 2D + 3 £ = 0 . 
2 / 1 " \ 2 

Решаем совместно уравнения 
1 6 - 4 £ + F = = 0 
16 + 4 0 + ^ = 0 
2D + ЪЕ = 0, 

откуда 
£ = 0, - 1 6 , £> = 0 

и ур-ние [363] обращается в следующее: 

Здесь радиус равен 4, а центр лежит в начале координат. 

760. Уравнение окружности в полярных координатах 
(рис, 413). Пусть OA—полярная ось, О —полюс и пусть 

центр С имеет координаты 

Рис. 413. Рис. 414. 

В этом случае уравнение окружности будет: 
1364] Р 2—2рр а cos (Ö — Öj + Pi2 — r* = Qi). 

Если центр лежит на полярной оси, то имеем: 
[365] Р 2 — 2 p p r c o s 0 + P l

2 — /-2 = 0. 

Ур-ние [364] получается из рассмотрения /\ОРС (рис. 413). Выражая 
сторону PC через стороны РО и ОС, по известной тригонометрической 
.формуле получаем 

/ 3 = р 2 4 ?1г „ 2РР1 cos '(0 •— 6J. 
Поим, ред. 

IT ( D E Центр окружности имеет координаты I ^~, 
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получим уравнение, в котором члены с хч и у* исчезнут 
и полученное уравнение, удовлетворяющееся координатами 

Если полюс лежит на окружности, то 
[366] р — 2r cos (9 — Oj) = 0. 

Если полюс лежит на окружности, а полярная ось является 
диаметром, то найдем 
[367] P — 2 T - C O S 6 = 0. 

Наконец, если центр лежит в полюсе, то 
Р = г. 

761. Системы окружностей (рис. 414). Если f(x, у) —О 
и g(xf у) —0 суть уравнения двух окружностей, то, согласно 
п°(74), 

f(x,g) + k[g(x, у)]=0 
является уравнением геометрического места точек, проходя
щего через точки пересечения данных окружностей. 

Это геометрическое место представляет собой либо окруж
ность, либо прямую, являющуюся общей хордой окружностей. 
Пусть 

/(*, у) = AlX* -I-A x i f -I- Dxx Ar Exy + Fx = 0 
g (x, y) = A,x*~\-A2y* Ar D*x Ar Ейу + F, = 0. 

В таком случае уравнение 
fix, y) + k[g(x, y ) ] = 0 

примет вид 
[368] AlX* + АхЧ* + Dxx + Exy + Fx + k [A^ + Atf + 

-\-D2x-\-E24-rF2]^0, 
откуда 

(Ax -\- kAJ x* + (Ax -I- Ы 2 ) -I- (А + kD,) x Ar 
+(£1-!- â)D-[-(/;1+^B) = o. 

Так как коэффициенты при х 2 и j / 2 равны, а член од от
сутствует, то полученное уравнение соответствует окружности. 

Исключением явится случай, когда коэффициенты при 
квадратах неизвестных обращаются в нуль. В этом случае 
уравнение будет соответствовать прямой, которая является 
общей хордой данных окружностей. 

Последним обстоятельством можно легко воспользоваться 
для нахождения общей хорды, так как, придавая к значение 
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точек пересечения двух окружностей, соответствует прямой, 
проходящей через эти точки, т. е. общей хорде. 

Пример 1. Пусть имеем два общих уравнения окружностей (рис. 415) 
*2 + t,2 + Z V + £ ,0 + ^ = 0 
*» + 0 3 + D2x + E2y + F2 = 0. 

X 

Положив k — — 1 илИ| что то же самое, вычтя второе уравнение из 
первого, получим: 

(Dt - D2)x + (E, - Е2) у + Ft - F, = 0. 
Это и будет уравнение общей хорды двух данных окружностей. 

Если окружности касаются, то прямая, выражаемая последним ура
внением, есть их общая касательная. 

Пример 2. Найти уравнение окружности, проходящей через точку (1, 2), 
и пересечение окружностей 

2*2 + 2 0 3 - 3 * - 4 » - 1 = 0 
3*з + 3 з 2 - 8 * - , у - 4 = 0. 

Польвуясь [368], имеем: 
2*3 + 202 - 3* - 40 - 1 + к (3*2 + 302 - 8 * - 0 - 4) = 0. 

Так как окрукность проходит через точку (1, 2), то координаты последней 
должны удовлетворять уравнению кривой, поэтому 

2 + 8 — 3 — 8 — 1 + - & (3 + 12 — 8 — 2 — 4) = 0, 
откуда к = 2. 

Искомое уравнение примет вид: 
2*2 + 2 0 3 - 3 * - 4 0 - 1 + 2(3*2 + 302 - 8 * - 0 - 4) = О 

и л и 

8*2 + 802 - 1 9 . V - 6 0 - 9 = 0. 

762. Длина касательной (рис. 416). Обозначим буквой / 
длину касательной ТР0 к окружности с центром С (h, к) и 
радиусом г. 

Из прямоугольного треугольника СТР0 
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Пользуясь формулой [329], имеем: 

г*«(*о — + 

[369] • t = VJx~o - А)'' + О/о - kf 

Заметим, что подкоренное У 
выражение здесь точно такое 7 
же, как в [362], но вместо 
переменных л: и ff подставлены 
координаты точки Р(х0, у0). 
Вследствие сказанного можно 
написать под знаком ради
кала общее выражение, стоя
щее в правой части уравнения 
[363], тогда получим: 

[370] t = | / V + J / . 2 - h | ^ o + * + i ' 

Пример. Найти длину касательной, проведенной к окружности л"а -\-ys — 
— 4* 4 - by — 3 = 0 иа точки (5,6). 

Ив [370] имеем: 

t = Y 5 а -f- б» — 4 • 5 - f 6 • 6 — 3 == У"74. 

763. Эллипс. Из п° 745 нам уже известно, что если отно 
шение е меньше единицы, то коническое сечение есть эллипс. 

Рис , 417. 
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FA • е, рА = е • AB (1) 
AB 

i 

-££- = - е , FA' = eBA'. (2) 

Поместим начало координат посредине между А и А''. 
Вычитая (1) из (2), найдем: 

FA! — FA = e(BA' — AB) ») 
AF-r FA' = e (В A -f- В A'). (*) 

АА' = e (BA + BA - f AO - f OA'). 

Полагая АА'' — 2a, получим: 
2a = e (2 В A + 2AO) = e (2 • 5 0 ) 

') При рассмотрении отрезков, расположенных по оси, принято при
писывать отрезкам направления. Приписывая направление отрезку, рас
сматривают на ряду с длиной и величину отрезка. Под величиной отревка 
понимается его длина, если направление отрезка одинаково с направлением 
оси, и длина, взятая со знаком минус, если направление отрезка противо
положно направлению оси. В рассматриваемых формулах знаками F А, AB, 
FA', А'В обозначены величины отрезков. При этом первая буква соответ
ствует началу отрезка, а вторая — его концу. При таком обозначении пере
становка букв соответствует изменению направления отрезка и изменяет 
знак величины отрезка. 

Например 
FA = — AF. 

Последнее следует иметь в виду при рассмотрении равенств (*). 

764. Уравнение эллипса (рис. 417). Пусть Р(х,у) — про
извольная точка кривой, тогда 

FP=*eNP, 

где F—фокус, ND — директриса. 
Разделим FB точкой А внутренним образом (см. п° 717), 

а точкой А'—внешним образом в отношении е : 1 , тогда 

Прим, ред 
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Прибавим (1) к (2), тогда 
FAArFA' = e(ABArBA') 

2-OF-=eAA'= 2ае, 
т. е. 

OF= ае. 
Примем О за начало координат, а OB и ОС—за оси 

X и Y. Согласно рисунку, координаты фокуса F будут 
( — ае,0).. 

Из соотношения 

PF^e NP, NP=*x + BO, 

возвышая в квадрат, имеем: 

W ^ e ^ l W ^ e i ^ x - \ - - - ~ j \ (3) 
Из формулы [329] 

ррл^^еауг + д*, (4) 
Из~(3) и (4) следует, что 

(x-\~eufArif = e'>(x+~ 

или 

(i_e,)^_|-^ = aa(l„^). (5) 
Мы можем найти отрезок, отсекаемый кривой на оси Y, 

т. е. меньшую полуось Ь, положив лг<=0 и у—Ь. Подставив 
полученные значения л- и у в ур-ние (5), получаем: 

A 3 

b* = a? ( 1 — е») или (1 — е*) = ~ . 

Подставляя это значение (1 — е 2) в ур-ние (5), найдем 

Деля на' й 2: 

Это и есть основное уравнение"эллипса. 
765. Другие соотношения. Из рис. 417 имеем: 

СО2—-квадрат малой полуоси = а 2 (1 — е 2) 
35 Справочник для инженер». 
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а 2 1 а 2 ( 1 - е 2 ) 

766. Второй фокус и директриса. Возьмем F'А' — AF 
и OB'f=BO. 

N'B' параллельна NB; PN' перпендикулярна к N'B'. Таким 
образом 

F'P^ePN' 
или 

V (ае — х)'3~\у'' ~ е ( ~ х^ — а—ex. 

Возвышая в квадрат, имеем: 
(ае — х ) 2 - | -у* =.= а 2 — 2 аех -\- е*х* 

a*<a — 2aex-\"x*Ar-y* = iï1—2aex \-&х* 
(1-е*)х*--\-у«- = а*(\-е'*). 

OF- — d-e"-, поэтому координаты фокуса будут (—ае , 0) 
CW= а\1 — е'О - | - а 2 е 2 = а 2 — а 2 е 2 + a V J = а 2 , т. е. С/1" -= а. 
Итак, чтобы определить положение фокуса, если даны 

длины большей и меньшей полуосей, следует сделать на оси 
засечки радиусом а из центра С. Пересечение соответствую
щих дуг с осью X определит положение- фокусов. 

Так как № — а2 ( 1 — е 2 ) = <гг — сР е-, то 

а"е"- — а-;—• Ь" и ае = ± у а' — б'2 

. „ = __а_ —. а е — а (Л..— е V— . ( 1 — е'Л 
e \ e J е 

Фокус F' лежит в точке (ае, 0); фокус F—в точке ( — ае, 0). 
П р и м е ч а н и е. lie = i У а- — №. 

Уравнение директрисы ND: 
а_ 
е 

Уравнение директрисы ND': 
а 
е 

о 
а а а~ Заметим, кроме того, что - --- = - г . 

e Y о? — А 2 

Уравнение эллипса можно представить в форме 

*а.;, У' _ ь 
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х-
~ U о 8 ' 

Таким образом уравнение эллипса остается тем же, неза
висимо ют того, к которому фокусу и директрисе он отнесен. 

767. Уравнение конического сечения, приводимое к ура
внению эллипса. Общее уравнение конических сечений имеет 
вид: 

( l - e 9 ) * s + ^ _ 2 / u - +/>»==<), 
причем оно отнесено к системе, в которой I.D (рис, 417) 
является осью У, а точка В—~началом координат. 

Разделив написанное выше уравнение на (1 — е 2) и допол-
няя до полного квадрата, имеем: 

, У* 
1 - е ' ) ^ 1 - е - " ( 1 — e - ' ) d " 

Кроме того, из рис. 417 следует, что 

р — ——ае = —-(1—е-) 
e е 

или 
р а 

~izr^r — " 7 • 
Поэтому наше уравнение можно переписать так: 

e 1 1—• ei 

Перенося теперь начало координат из точки В в точку О 

с координатами (—-, 0 ) , приведем уравнение к форме \ е 

1 е я 

или 

или 
аЦ1-е*) 

на 

Последнее уравнение совпадает с (5), полученным в п° 764, 
следовательно его можно привести к виду 

г;2 

4 - — = 1 
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Для нахождения величины р поступаем так; 

Но 

а /1 24 А 

р — — (1 — е 2) = — . г е ае 

ae^-V а 2 — £ 2 

таким образом 
й 2 б 2 

ае ] / Q 2 _ è 2 

Это можно вывести иначе: 
п 2 е 2 

б 2 

] / а 2 — Ь2 ' 
Следует отметить, что а 2 (1 — е2) = й'3 и стало быть 

а-3 

768. Эксцентриситет е в зависимости от коэффициентов 
членов общего уравнения. Из п° 765 

*) Равенство 

получается сразу из уравнения 
\ 2 

( - т Ь ) _ 0 3 _ Р У 

1 — е2у 1
 1 - е 2 (1 — е

2 ) 2 ' 
если заметить, что Ъ есть ордината эллипса, соответствующая точке О. 

Положив 

l - e 2 ' 
находим 

1 _ е 3 (J _ е 2 ) 2 ' 

откуда и следует указанная формула. 
Прим. ред. 
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Если А < С, то имеем: 

C D 2 - f АЕ1 — 4 ACF CD*+АЕ* — 4 ACF 
4 Л 2 С . • 4ЛС' 2 

e s = _ 
СХУ+ЛД» — 4 ^ C F 

4 Л 2 С 
(см. п° [772]). 

Производя 'Преобразования, найдем: 
•>_ C[CD2+AE*—4 ACF] — À 1СР^~\-АЕ2 — А ACF]_ 

е ' С [CD'2 - f Л # — 4 Л С Л 
С — Л 

т. е. 
С A j о Л или 1 — <г—-

Предполагается, что С—коэффициент при у2 больше, чем 
коэффициент Л при х2. Большая ось направлена по оси X. 

Если же Л > С, то большая ось направлена по оси Y, 
причем 

[372] е = = ] / 
л — С 

> Л 
откуда 

I е Л . 

Пример. Найти эксцентриситет в ив уравнения 
л.а 4 . 4 j , B = 16 

Л = 1, С = 4 

769. Фокальные радиусы (радиусы-векторы). Из опреде
ления эллипса или из соотношений, выведенных в п° 764, 
имеем (рис. 417j! 

Pf***ePN=e + х \ . (1) 
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Кроме того, из п° 766 

(2) 

Рис. 418. 

Складывая (1) и (2), получим: 

PF i PF' — e - -(- х) -г е — х • 2а. 

Таким образом сумма рас
стояний от любой точки эл
липса до фокусов есть вели
чина постоянная и равна боль
шой полуоси (рис. 418). 

770. Случай, когда боль
шая ось направлена по оси Y. 
Если заменить х на у и у на х, то 

[373] $+4 = 1. 

Рис. 419. 

Эллипс в этом случае бу
дет иметь вид, показанный на 
рис. 419. 

Координаты точек пересе
чения кривой с осью Y будет 

(0,а) и (0, — а). 

Координаты точек пересе
чения с осью X 

(à, 0) и (~-Ь, 0). 
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771. Уравнение эллипса, оси которого параллельны осям 
координат, но не совпадают с ними (рис. 420). Если начало 

Рис. 420. 

координат перенесено из центра эллипса в точку (—Л, —к), 
то первоначальное уравнение 

У1 
6а 1 

примет вид 

[374] (* — Л) 2 « iy — kY = 1. 

П р и м е ч а н и е . Начало координат может быть перенесено и в точку 
(А, к), причем получим уравнение 

С* + Л)э i (у + №_. 

Найденная форма основного уравнения эллипса является 
более общей. 

В разбираемом случае центр находится в точке (h, к). 
Уравнения осей эллипса суть: дг — Л, у —к. 

Координаты фокуса F (0, ае); фокус F' находится в точке 
(О, —-ае). Уравнение директрисы ND 

а 
з = --

Уравнение директрисы N'D 
а 

У = — Г -
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h — 

или 
x — h 

V a 2 — А2 

Уравнение директрисы N'D': 

х = Л — 
e 

или 

Va^-b*' 

Таким образом приведение уравнения к виду 
(x — A)2 {y-kf 

соответствует простому дополнению до квадрата членов, 
содержащих л и г / . 

772. Форма Л * 2 4 - Су 2 ~|- £>лт - ] - Zy; -|- F = 0. Это уравнение 
выражает эллипс с осями, параллельными осям координат. 
В этом случае координаты А и С имеют одинаковые знаки, 
но различны по величине. 

Дополняя квадраты членов с ~х и у.имеем: 
л I i D Y i r i J L E Y CD4-AE^~-4ACF Л [x + 2л] +C\g + = ш . 

Разделив на правую часть уравнения, найдем: 

ГЧ751 ( ~̂ 2А) . 2c) 1 1 

О У + ЛД 8 — 4 4 С У " r C D 2 - f - Л £ 2 — 4ACF l ' 
4A*C 4AC* 

Если A > С, то уравнение имеет вид 

Фокус F находится в точке (A — ае, k) или в (A — Ya?—A2) k). 
Фокус F' лежит в точке (A-f-ae, k) или в (Л -j-}/«2—А2,°&)> 

Уравнение" директрисы ND: 
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т. е. большая ось направлена по оси Y. Сравнивая ур-ние 
[375] с уравнением эллипса [371], видим, что 

11 2А'К~ 2С 

_ CEPArAE* — AACF ' 

t 
А2 = 

4 Л 2 С 

СЕР-АгАР — AACF 
АА О 

Если А ^> С, то поставим а 2 и б 2 одно вместо другого 
и получим уравнение вида 

и 2 х1* 
а 2 ^ б 2 1 ' 

Итак, уравнение 
Ах* Ar Ciß Ar Dx Ar Ey - f F= 0 

может быть преобразовано к одной из форм 

- ^ - | - F = 1 или ^ + ^ = 1 

путем перенесения начала в точку 
D_ _Е_\ 

' 2Ä 2С)' 

Пример. 4л.-' + V — 16* -I- 180 — 11 = 0. 
Объединяя члены с х и у и дополняя до квадрата, получим 

4*3 — 1 6 л : + 1 6 - 1 - V + 180-I-9 = 1 1 + 16 + 9 . " 
или 

4 ( * - 2 ) з + 9 (у + 1)* = 36, 
откуда 

( л - - 2 ) 3 fr + l)» , 
За г 2з ~~ h 

а 2 = 9, 'а = 3 ( 63 = 4 , 6 = 2, А = 2, & = - 1 , в е = / а 2 - 63 = у~Т.-
Фокус F находится в точке (Л — а е , к ) , т. е, в данном случае в точке 

( 2 - / 5 , - 1 ) . 
Фокус F — в точке (Л + ае, к) или в (2 + У 5, — 1). 
Уравнения директрис 

* = 2 - J L и **=.2+.-JL 

Ys Y s-
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773. Случай, когда большая ось параллельна оси Y 
а начало расположено не в центре (рис. 421). Уравнение 
принимает форму 

а-
Центр эллипса лежит в точке (Л, к). 
Уравнение большей оси: x = h. 
Фокус F расположен в точке (h, кА-ае) или в 

(Л, kArV^ — P). ' 
Фокус F' лежит в точке (h, к—ае) или (h, к—У а*—Ь-). 
Уравнение директрисы ND: 

g— к — или g = к — 
У о?— Ьа 

Уравнение директрисы ND' 

и = к А- - или и = кА—г а , 

где b—меньшая полуось, па
раллельная оси X, 

ч 0 
\ 

Л 
1 1 0 Iм i 

Рис. 421. Рис. 422. 

774. Эксцентрический угол (эксцентрическая аномалия). 
Окружности, построенные на большой и малой осях 

эллипса как на диаметрах, называются вспомогательными 
окружностями (рис. 422). 
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Уравнение эллипса: 

555 

А 2 
1. 

Уравнение о-ружности, построенной на большей оси: 

Уравнение окружности, построенной на меньшей оси: 
Xr>--Tlf-^V. 

Пусть <р — центральный угол, образованный неподвижной 
стороной, расположенной на.оси X, и подвижной — пересекаю
щей окружности в точках R и Q. Проведем RP и QP парал
лельно осям X и Y и отметим их точку пересечения Р. 
Получаем: 

OM=OQcoso я MP = ORsin<? 

х = а cos 'f и y = 6 sin '•?. 

Подставляя эти значения и у в уравнение эллипса, найдем. 
Л2 s in 2 ? 

Точка Р лежит на эллипсе. 

cos- - S U T О : 1. 

Рис. 423. 

775. Уравнение эллипса в полярных координатах 
(рис. 423). Если e < 1, то уравнение (см. п° 747) 

ер 
1 — е cos О 

соответствует эллипсу. 
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Для других фокуса и директрисы имеем: 

[376] р = *Р 
1-4-е cos Ь 

Если 0 = 90°, то величина 2р равна длине фокальной 
хорды, перпендикулярной к оси. Имеем." 

р = — ( l — е ^ ; с о з 9 = 0 . 

Подставляя в [376], находим 
е — ( 1 - е 2 ) 

р в

 e

i _ Q = а ( 1 - е 2 ) . 

Умножая на а, найдем 
ар = а 2 ( 1 — е 2) = А2 

2р = 2èa 

/ л а в а XXXIV. 
ГИПЕРБОЛА. 

776. В п° 745, где дается определение конических сечений, 
указано,'что если постоянное отношение в расстояний точек 

от фокуса к расстоя
ниям от директрисы 
больше единицы, то 

~Р(х и) геометрическое место 
таких точек назы
вается . гиперболой 
(рис. 424). 

Согласно опреде
лению, линия FB де
лится кривой вну
тренним образом, 
причем отрезки пря
мой находятся в от
ношении е : 1 

Рис. 424. АВ 
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Кроме того, гипербола делит FB, внешним образом пере
секая ее продолжение в точке А', причем абсолютная вели
чина отношения отрезков остается равной е. 

Г-
» 

Г-

-8 

-В 

Рис. 424а. 

F-

F-
В-

Рис. 424Ь. 

-А' 

-А' 

А'В 

F А' =— е • А'В. 

FA+AA'^FA'. 
Положим ААГ — 2а. Тогда, как и в случае эллипса, имеем: 

еАВ~\~2а = — еА'В 
е(АВ-гА'В) = -2а 
е{ВА'~АВ)^2а 

е2ВО = 2а 

ВО = ± 

Кроме того 

Но 
FF = 2 {FA + AB + ВО). 

FF = 2FO, FA = e AB, ВО •• -, AB = a — -

2FO = 2^e • AB~rAB+-~j = 2 e(a — - f 

T e. 

"W-f 

FO^ae. 

= 2ae, 
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откуда, как и в случае эллипса, получим 
(1 -е*)х*+у* = аЦ1-е*). 

В случае гиперболы e > 1, поэтому лучше переписать 
уравнение в таком виде: 

( в з _ 1 ) ^ _ ^ = ^ ( е З - 1 ) . 
Полагая 

& = а 2 (е 2 — 1) или (е 2 — 1) = ^ , 

получим, подставляя в предыдущее уравнение, 
Ь2 

— х2— if- — б 2 . 
а 2 * 

Разделив на Ь'2, находим окончательно: 

[377] $ " 4 = 1. 

Это и есть основное уравнение гиперболы. Так как 

Й2 = а а ( в 9 ~ 1 ) = а а в а — а 9 , 
то 

Пусть начало координат расположено в точке О и пусть 
осью X является OB, а осью Y— ОС. В таком случае коор
динаты одного фокуса будут F(— ае, 0), а координаты другого 
фокуса F' (ае, 0). 

И з соотношения 
PF' = e N'P, 

справедливого для всех точек кривой, получим, возвышая 
его в квадрат: 

PF'* = e*-- N'P* = e* (х j 

С другой стороны, из основной формулы для расстояния 
между двумя точками находим: 

РУ- = (х — ае)*-\-дя. 
Поэтому 

a V = а 2 4 - б 2 • или ае = У а 3 4 - Ь 3 . . 
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Координаты фокуса F будут (—ае , 0), где ае — ]/" а* ~\~ А'3. 
Фокус F' лежит в точке (ае, 0). 
Уравнение директрисы ND: 

а 
х = • 

Уравнение директрисы N'D'\ 

х — 

причем 
а 
е У « 3 - 1 - Аа 

777. Случай, когда фокусы лежат на оси У (рис. 425). 
Если х и у поставить одно на место другого, то основное 

уравнение 

a 2 6* ™ 

в случае, когда фокусы -расположены на оси Y, примет вид: 

Р 7 8 ] ^ ~ ~ = 1 , и л и ^ 

Фокус F' лежит в точке (0, ае), 
причем ае = У а'* -\~ УК N—у 

Фосус F расположен в Точке а 
<0, —ае) . _ J 

Уравнение директрисы ND напи- t 
шется так: 

а 
</ = -—> 

' я 2 - 1 . 

где 
а 
е Рис. 425. 

778. Вывод уравнения гиперболы иа общего уравнения ко
нических сечений. Общее уравнение конических сеченийтаково: 

(1 — e») x 2 - f i / 2 — 2рх ' + />2 = 0. 
Так как в случае e > 1 коэффициент при л2-—отрицателен» 

то имеем, меняя знак, 

( е 2 - 1 ) х 2 - ^ - Ь 2рх — р*=0. 
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Деля на ( е 2 — 1) и дополняя до квадрата сумму членов, 
содержащих х, найдем: 

Из рис. 424 видно, что 

• ае -

рЧ* 
г 2 — 1 ( е 2 — 1 ) а ' 

или 

е •1) 

î a — 1 
а 
е 

Теперь можем переписать наше уравнение в таком виде: 

[379] 

Если перенести начало координат из точки В в точку О, 

координаты которой суть (~~, o j , то уравнение обратится 

Р.(',У) 

в следующее: 

ДГ'2 У. 

или 
/а 
а 2 а 2 (е 2 — 1) 

откуда 

= 1, 

Рис. 426. а 2 б 2 ~~ 1 ' 

779. Фокальные радиусы (радиусы-векторы) (рис. 426), 
Из сказанного в п° 776 следуют соотношения 

PF=ePN=^e | — х 

PF = ePN' = e\x 

(1) 

(2) 
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Вычитая (2) из (1), 

PF— PF' = e — + х\~ 

• а -|- ех— ех-\-а~ 2а. 

Таким образом разность расстояний от любой точки гипер
болы до фокусов есть величина постоянная и равна длине попе
речной оси, пересекающей гиперболу. Длина оси, пересекающей 
гиперболу, равна расстоянию между вершинами, равному 2а. 

780. Асимптоты (рис. 427). Пусть POP — прямая, прохо
дящая через центр гиперболы, т. е. через точку О. Прямая 
будет выражаться уравне- ч / 

нием 
а = тх. 

Если при возрастании х 
точка Р удаляется в бес
конечность, то прямая 
POP', вращаясь вокруг О, 
будет приближаться к 
предельному положению 
АА'. 

Прямые АА' и ВВ' на
зываются асимптотами. 

Координаты точкиР(х,у) должны удовлетворять уравнению 
гиперболы 

Рис. 427. 

а 2 Ь* 1 

M уравнению прямой 
у — тх. 

Р е ш а я оба эти уравнения совместно, получим: 

ab 
x — : 

Vб2 

Пусть теперь точка Р {х, у) движется по кривой, причем х 
обращается в бесконечность. В таком случае знаменатель 
полученной дроби, т. е. величина 'j/б 2-— а-т3 должна при
ближаться к нулю. 

Если Ь 2 — а 2 7 п 2 = 0, то 
о 

m а 
36 О п р и н п ч и и к НЛЯ и н ж е н е р а 
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Подставляя это значение m в уравнение у — т х , найдем: 

•х и у = 

или 
-Aî_o 

а 
и и -А х — 0. 

J 1 а 
Это и будут уравнения асимптот. 
Уравнения асимптот можно представить в той же общей 

форме, как и гиперболу, если объединить их в одно уравне
ние второй степени (см. п° 743). 

Таким образом получим: 
Ь2 

х \ = 0 или у2 — — 

откуда 

: 0 , 

аг 

Деля полученное выра
жение на О2, найдем: " 

m 
b2 

0. 

781. Сопряженные ги
перболы (рис. 428). Две 

Рис. 428. гиперболы называются со
пряженными, если они 

имеют общие оси, причем каждая ось симметрии пересекает 
одну из гипербол и не пересекает другую. 

Если в уравнении гиперболы отсутствуют члены, содержа
щие переменные в первой степени, то уравнение сопряженной 
кривой находится путем перемены знаков при л 2 и у2 в дан
ном уравнении на обратные. 

Так например, если имеется 

16*» — у2 ^16, 

то уравнение сопряженной гиперболы будет: 

-16л:2 = 1 6 . 
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Таким образом 

563 

а 2 
3 
6* 

• 1 и 
а* 

= 1 

выражают сопряженные гиперболы. 
782. Преобразование уравнения гиперболы путем пере

несения начала координат. 
Перенося начало координат, можно преобразовать уравне

ние гиперболы точно таким же образом, как и в случае эллипса 
(см. п° 771). 

Возьмем общее уравнение гиперболы 

а 2 ¥ ~ 

и перенесем начало координат из центра этой кривой в трчку 
(—А, —к) , .тогда получим: 

[380] {x-hy ( Р - * ) а 
а 2 А2 

Примечание. Можно пе
ренести начало координат 
и в точку (Л, к), причем 
уравнение будет иметь вид: 

(* + А)». (ff + k)* Л 

а 2 о* 
Координаты нового по

ложения центра суть (А, к). 
Уравнение большой оси: 

у~к. 
Фокус F' расположен ;в р и с . 429. 

точке (A -f- ае, к). 
Фокус F лежит в точке (А'—ае, к), причем 

ае~У^Т&. 
Уравнение директрисы ND: 

\ л 

С 

w у 
\ 
\ 

I f ' 

У о 0 
h—*. 

о' X 

:А — 
Уравнение директрисы N'D' 

36* 
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причем 
а 
е Ya?-\-bï 

Если ось, пересекающая гиперболу, параллельна оси Y, 
то преобразованное уравнение .будет иметь вид 

[331] 

Рис. 430. 

Уравнение оси: л- = А. 
Координаты центра в новой 

системе суть (А, £). 
Фокус f расположен в 

точке (А, к~\-ае). 
Фокус F лежит в точке 

(А, к—ае), причем 

Уравнение директрисы ND: 

Уравнение директрисы ND': 
а 

Т* У = к-

где 
а 
е 

а* 
Ya-Arb* 

783. Равнобочная гипербола. Если а •• Ь, то уравнение 

а2 % 1 

принимает вид 
хъ — у* = а*. [25] 

Это уравнение соответствует кривой, называемой равно
бочной гиперболой. Асимптоты такой гиперболы образуют 
с осями координат углы, равные 45 3 . 

Уравнения асимптот будут 
у — х и у — —х. 

Эксцентриситет е равен У 2 или 1,414. 
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г ) Уравнение (х 4 -2# 4 -3) (Зл-4- A'j 4 - 5) 4- к — 0 есть уравнение кривой 
2-го порядка, обладающей тем свойством, что точки ее пересечения 
с прямыми 

* + 2 ^ + 3 = 0 

Длина хорды, проходящей через фокус и перпендикулярной 
к диаметру, равна 2а. 

784. Уравнение равнобочной гиперболы, отнесенной к 
асимптотам как к осям. При повороте осей на угол в 45° 
по часовой стрелке между прежними и новыми координатами 
получаются следующие соотношения (см. п° 793): 

х = х' cos ( — 45°)—у' sin ( — 45°) 

у = х' sin ( — 45°) -f у' cos ( — 45°), 
откуда 

x = yL=(x'-ry') (1) 
и 

y = yL,(y'-x'). (2) 
Подставляя значения переменных из (1) и (2) в уравнение 

равносторонней гиперболы дг а—y' i = di, получим: 

±-(х'* + 2х' у' ~\-у'*) - у(х** - 2х' г/ -fy *) = а*. 

Отбрасывая значки и упрощая, найдем: 

[332] ху = -^. 

Отсюда видно, что если переменные изменяются так, что 
их произведение остается постоянным, то кривая, изображаю
щая их в прямоугольных координатах, есть равнобочная ги
пербола. 

Гипербола, для которой прямые 

3JH-.4# + 5 = 0 
являются асимптотами, будет иметь уравнение вида 

(л- -f 2у + 3) (Зх -I- 4у -I- 5) + * = 0 ')• 

3 * 4 - 4 / / 4 - 5 = 0 
лежат в бесконечности. 
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Эта кривая гипербола и прямые (*) — асимптоты. 
Сопряженная гипербола отличается от данной внаком члена в поавой 

части равенства 
*2 Уг _ i . ** у- * 

3 а* ЪТ ~ '~i W = 

Если отнести ту и другую к асимптотам, то уравнения их примут вид 

х'у' = в ; х'у' — — е. 

Таким образом, когда уравнение гиперболы дано в виде. 

М - 20 4 3) (Зл- + Ау+ 5) -j- к = 0, 

уравнение сопряженной гиперболы будет 
(л-420 + 3) (Злг44</4 5 ) - £ = 0. 

Пркм. ред. 

Уравнение же сопряженной гиперболы будет 
(лг + 2# + 3) (Зл-Ну + 5 ) - £ = 0. 

Если.гипербола удовлетворяет дополнительному условию, 
например она должна проходить через точку (1, — 1), то 
можно легко определить значение к. 

В самом деле, подставив значение (1, —1) в предыдущее 
уравнение, найдем: 

(1 — 2 + 3) (3 — 4 + 5 ) + ^ = 0, 

откуда к = •— 8. 
Уравнение гипербол примет вид: 

(* + 2i, + 3) (3* + 4j, + 5 ) - 8 = 0 
или 

Зл-2 4- Юхд 4 - 8z/2 H- 14л- + 22у + 7 = 0. 
Аналогичным образом можем найти уравнение сопряжен

ной гиперболы 
Зл-2 + Юху 4 - 8i/ 2 4- 14л 4 - 22у 4- 23 = 0. 

Если принять асимптоты за координатные оси, то их урав
нения будут: 

х — 0 и у = 0 или ху = 0. 

Таким образом, уравнение равнобочной гиперболы отли
чается от уравнения ее асимптот тем, что в правой части его 
вместо'нуля стоит постоянная к, т. е. 

ху = к. 
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Значение этой постоянной определяется дополнительным 
условием, которому должна удовлетворять кривая, например 
проходить через точку 

1 2 2 

являющуюся ее вершиной, причем в этом случае уравнение 
принимает вид 

а 2 + о 2 

•47 = — 4 — ' 

т. е. выражает гиперболу, отнесенную к асимптотам как к осям, 
обычно косоугольным. 

785. Уравнение вида Ax2ArCy2-\-Dx-\-EyArF=0. 
Бсли^Л и С имеют разные знаки, то приведенное выше 

уравнение соответствует гиперболе, оси которой параллельны 
осям координат. 

Приводя это уравнение к виду [375], имеем: 

( А ' + ~ 2 Х ) ( ^ + " 2 ^ " ) 
~CD2 + AE2 — 4ACF CD2-\-AE2— AÄCF~ = L 

ШС 4 Л С 2 

Так как знаки А и С— противоположны, то АА2С и ЛАС2 

будут также иметь разные знаки. 
Если знаменатель второй дроби отрицателен, то ось, пе

ресекающая гиперболу, параллельна оси X, 
Если первый знаменатель отрицателен, то ось, пересекаю

щая гиперболу, параллельна оси Y. 

Если перенести начало координат в точку ^ 24~~' 2С )' 

то уравнение вида Ах2 -\-Су* + Dx -f- Еу - f - F = 0 можно пре
образовать к виду 

или 

file://-/-F~0
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Ç D M - AE*—4ACF_ CD* + AE* — 4ACF 
"4дС-2 -+- 4 ä Ü C • ±А+С 

C D 2 -f- АЕ'2 — 4 ACF ' С ' 
4.4 a C 

откуда 
Л _ O _ С 

С 

причем ось, пересекающая гиперболу, параллельна Х*Х. В слу
чае, когда ось, пересекающая гиперболу, параллельна YY, мы 
получим 

+ А + С 
А 

Знаки в подкоренном выражении должны быть выбраны 
так, чтобы е оказалось вещественным. 

Так как в уравнении гирпеболы А и С имеют различные 
знаки, то сумму абсолютных величин A w. С следует поста
вить в числителе, а абсолютную величину С — в знаменателе. 

Промер. Найти эксцентриситет гиперболы, выражаемой уравнением 

16 48 
Приводя к общему виду 

Ах* •j-C!f- + F= О, 
находим 

48* 2 - 161/2 = 768 

А = 4 4 , С = 1 б ; е = | / " i 8 + H e 1 / 4 = 2 i 

Заметим, что из уравнения равнобочной гиперболы следует 

786. Эксцентриситет с, выраженный черев коэффи
циенты членов общего уравнения. Из п° 776 

Ь- = а 2 е 2 — о? 

9 ь-Л- <fi 
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Из. пп° 776 и 764 
6 а 

Е 1 л а • 

Так как а и Ь в обеих формулах одинаковы, то 
e i _ i = i __ в 1 а н л . и e e - f e j a 2, 

т . е. сумма квадратов эксцентриситетов равна 2. 
Примеры. Сравнить уравнения 

•jg- ^ - = 1 (гипербола) 

16 
4 - • = 1 (эллипс). 

В обоих случаях а = 4, 6 = 2. 
Подставляя эти значения в выражения, написанные выше, имеем: 

ai 16 
в» = 1,25 ' 
е = 1,118 (для гиперболы). 

Для вллипса будем иметь: 

E I 2 = I - = 0 , 75 

е , = 0,866. 
отсюда 

е з - j - в 1 а = 1,25 + 0,75 = 2Д> 
Так как 

е г 4 - е х

3 = 2 
при аначениях а и Л одинаковых в обоих уравнениях, то значения е и ej 
могут быть изображены как катеты ПРЯМОУГОЛЬНОГО треугольника. 

787. Уравнение гиперболы в полярных координатах. 
Если е > 1 , то уравнение 

соответствует гиперболе. 
788. Соотношение между эксцентриситетом е эллипса 

и гиперболы в случае одинаковых а и Ь. Пусть е — эксцен
триситет гиперболы, ех — эксцентриситет эллипса. 
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Приняв постоянный отрезок за гипотенузу и построив против нее пря
мой угол А графическим путем, выразим соотношения между е и e t . 

Следует заметить, что в уравнении, соответствующем гиперболе, е должно 
быть больше 1. 

Если вх приближается к 0, е приближается к 1,414. 

789. Соотношение между эксцентриситетом эллипса и 
гиперболы, имеющих одинаковое значения aap. Обозна

чим эксцентриситет эллипса через e, а эксцентриситет гипер
болы через ег (рис. 431). 

Предположим, что эксцентриситет эллипса равен величине, 
обратной эксцентриситету гиперболы, т. е-

тогда 
а а ае = — и — = aei. 
в[ е 

Поэтому расстояние р . между фокусами и директрисами 
одинаково в обоих случаях, но расположение их таково, что 
фокус одной кривой находится там, где проходит директриса 
другой, и обратно. 

790. Если в уравнении эллипса b заменить на b У — 1 , 
т. е. на be, то оно обратится в уравнение гиперболы. Точно 
также, сделав такую подстановку в уравнениях касательной, 
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(У — I ) 2 

Извлекая корень квадратный, находим: 
ре 

e 2 — 1 = а 

Глава XXXV. 

ОВЩЕЕ УРАВНЕНИЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА. 

792. Уничтожение членов первой степени посредством 
перенесения начала координат. Пусть имеем общее уравне
ние второго порядка 

Ax^A-BxyArrCg^ArDxA-EyArF^^- (1) 
Перенесем начало координат в точку (А, к), тогда 

* = Л 

где л 7 и уг — координаты точки в новой системе. 
Подставляя эти значения х и у в (1), имеем: 

Ах'2 -f- 2ЛА*' -|- Ah} + Ä * y - f ЯЛ/ -f- ВЫ. 4 - 5А£ + С / 3 + 
Н- 26%' 4 - Ск2 4 - ZV + £>А + Еу' 4 - Ek+F= о, 

откуда 
Д*' 2 4 - Z V / + Q / 9 -Г(2ЛЛ -\-BkAr D)x'+(Bh + 2CÄ -f £ ) ^ , + 

4 - ( ^ A 4 ~ 5 A / t 4 - C ^ + £ ) A 4 - £ / b + / ) = 0. (2) 

Выберем значения Л и & таким образом, чтобы коэффициенты 
при х' и у' обратились в нуль, тогда 

2Ah~\-Bk-\rD^0, (3) 

£А + 2С£+£==0. (4) 

нормали и т. д. эллипса, получим соответственно уравнения 
касательной, нормали и т. д. гипе[ болы. 

791. Выражения для р в уравнении гиперболы. Из п° 
778 имеем:* 

' Р2е* . 

file://-/-BkAr
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&—4АС 

Если подставить эти величины в постоянный член уравне
ния (2): 

Ah2 -\- Bhk -\- С№ -\- Dh -\- Ек + F, 
то он будет равен 
„_„7 - (4ACF+ BDE -AE2-CD*- FB*) , 
[383] ж = ц м ' {5) 

Полученное выражение является крайне важным для вы
яснения характера кривой. 

Мы назовем его дискриминантом. 
Подставляя (3), (4) и (5) во (2), получим общее уравнение, 

отнесенное к новым осям: 
Ax'z + Bx'zj' + Cy'*-

[№] _ 4ACF+ ВЕ — АЕ* — CD2 — FB'2 

В* — 4 АС 

Заметим, что члены с неизвестными в первой степени 
исчезли, а коэффициенты при х"2, ху и у'2 остались прежними. 

Если дискриминант равен нулю, то 
Ах'ъА-Вх'у' + Су'^О, 

и уравнение выражает две прямых линии, как это доказано 
в п° 210. 

793. Вращение осей (рис. 432). Пусть оси ОХ и OY пово
рачиваются на угол 0 до тех пор, пока они не займут поло
жения ОХ' и OY', В таком случае произвольная точка кривой 
Р(х, у) будет иметь в новой системе координаты (х', у'). Про
ведем РМ перпендикулярно к ОХ' и опустим перпендикуляры 
из точек Р и M'на OX a OY. 

lNPM=b 
x = OT—LT 

] ) Предполагается, что 

Поим- ред. 
В2-ЫСфО. 

Решая эти уравнения совместно, получим: 
, _ ICD — BE л 

h ~ в*~-4АС }' 
ЧАЕ —BD 
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A c o s 2 0 
ß sin 0 cos 0 
С s in 2 0 

+ Л cos 0 
£• sin 0 

— 2А sin 0 cos 0 

2Cs in 0 cos 0 

— В s in 2 0 

В cos 2 0 

/ -|- Е cos 0 
— Z3sin0 

x'lf 

- f Л s in 2 fi 
— В sin fi cos fi 

С c o s 2 0 

у'Ar F = О. 

Если выбрать 0 так, чтобы коэффициент при х у' обратился 
в нуль, то 

В ( c o s 2 0 — sin 2 Q) = 2(Л — С) cos 0 sin О 
или 

В cos 20 = (Л — С ) sin 20 

sin 20 , В 

0Т= x'cosÜ 
LT = MN=у'sink 

л: =•= x ' cos О—#'sinO. 
Точно также 

y = OR-\~RS 
OR = x' sin О 

RS = PN =i/cos fi 
у — x' sin Q ~\-y' cos 0. 

Будем теперь поворачивать 
координатные оси кривой, вы
ражаемой общим уравнением 

Ах*+Вху + Су*+Dx -I-
+ £ ^ H - F = 0 . [13] 

Уравнения для преобразо
вания координат будут: Рис. 432. 

[385] x = x'cos<l—y'sin fi 
у = х' sin 0 • j -у ' cos 0. 

Подставляя значения переменных в [13], найдем: 
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— (Вх + E) ± V(ff» - 44 С)* 2 + 2{ВЕ - 2СР)х + ( £ 2 - 4.CF) щ ] 

V- 1С 

как то дано в п° 208. 
Если не считать сдвига, это будет то же самое коническое 

сечение, что и 
У(В^АС)х2Лг2(ВЕ~2СР)хЛ- [ щ 

Приводя это выражение к рациональному виду, получаем: 

— 4 C V - f ( ß 2 — 4АС)х* 4т 2 (BE — 2CD) х 4^(£ 2 —4CF) = 0. 

Отсюда ясно, что если fî2—4АС=0, то уравнение — ква^ 
дратное по отношению к у и линейное по отношению к х и, 
следовательно, выражает параболу. 

Если В'2 — 4 Л С < 0 (т. е. отрицательно), коэффициенты при 
х* и у2 будут иметь одинаковые знаки и геометрическое место 
является эллипсом. 

Если В1 —;,4J4Ç > 0 (т. е. положительно), то коэффициенты 
при л-2 и у"2 будут иметь разные знаки. В этом случае урав
нение соответствует гиперболе. 

7?5. Касательная (метод секущей). Уравнение касатель
ной к кривой в точке Р(х, у) находится следующим образом: 

Возьмем вторую точку Р2 на кривой, лежащую близко от Р, 
и проведем через них прямую. Она будет называться секущей. 

794. Определение вида кривой второго порядка. Для 
определения характера линий, выражаемых уравнением вто
рого порядка, составляем его дискриминант (п° 792). 

Если 
д = AACFA- BDE—АЕ* — CD2 — FB* = О, 

то уравнению соответствуют две прямых, действительных или 
мнимых, пересекающихся, параллельных или совпадающих. 
Доказательства этого уже приведены в п° 792 и 210. 

Если афО, то имеем в случае: 
если В2 — 4 Л С = 0 — параболу, 
если В2 — 4АС< 0 — эллипс, 
если ß 2 — 4 Л С > 0 —гиперболу. 

Необходимость выяснения величины В2 — 4АС (если &ф0) 
следует из явного выражения у через х. 
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Если точка Р 2 , двигаясь по кривой, приближается к Р, то 
прямая будет вращаться вокруг Р. 

Предельное положение секущей, когда Р% бесконечно при
ближается, называется касательной в точке Р. 

Вычислим наклон секущей, как 
это сделано в нижеследующем при
мере. 

Пусть кривая, изображенная на 
рис. 433, имеет уравнение 

5у = х'\ 

Точки Р0(х0, у о) и Pà(x0-\-h, 
у0 - j - к) лежат на' кривой, а потому 
их координаты должны удовлетво
рять ее уравнению. 

Поэтому 

5 & о + *) = (*о + Л ) 8 

-5#о + 5£ = 3х0

2/г + 
- b 3 V i ' a + A a + V ' . 

Вычитая (1) из (3), найдем 
5£ = 3*о 2 А+3* 0 ЛЧ-А 8 

. Зл-о2Л-|-Зл'о/12Н-Л8 

Наклон равен 
к 3 V + 3x0A + /i 2 

h 5 (4) 

Если Р2 приближается PQ, так что Л и к стремятся к нулю, 
то наклон 

.Зл^ + З ^ Л + Л 2 

m •• 
приближается к 

3 V (5) 

Это и есть наклон касательной. 
Уравнение прямой, проходящей через данную точку, есть 

у—у0 = т(х — х0). (6) 
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для эллипса-^—(—^— = 1 уравнение касательной: 

hg 
b2 [388] 4 + 4 = 1; 

для гиперболы —— — - = 1 уравнение касательной: 

[389] _ ^ L _ Ä = 1 . 

Уравнение касательной к любому коническому сечению 
в точке PQ(XQ, у0) может быть найдено подстановкой л-0г 

о Ü ху0-\-х0у Х-\-Хо вместо и у0у вместо y J , •• ^—— вместо ху, ^ 

вместо дг и 2 вместо у. 

Если дано общее уравнение 

Ах2 - j - Вху -|- Су2 -f- Dx-\~Ey ~\~ F— О, 

то уравнение касательной в точке Рй(х0, у о) имеет вид 

[390] Ax0x+B^à±s^L _|_ cgog+-%-(x + xJ + 

*•) Ур-ния [386] — [339] получаются из ур-иия [390] при частных значе
ниях коэффициентов А, В, С, D, E, F. Вывод ур-ния [390] дается в п° У07. 

Прим. ред. 

Подстановка (5) в (6) дает 
ЗА- 2 

y—yo = —f-(x — xu). 

796. Касательные к комическим сечениям в произвольной 
точке Ри{х0, Уо) могут быть определены по методу, указан
ному в п° 795. 

Для окружности х2-\-у2 — г2 уравнение касательной: 
[386] х0х - j - УоУ = г1; 

для параболы у% — 2рх уравнение касательной: 
[387] УоУ = р(х-Гх0); 

х2 i У2 
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Пример 1. Найти касательную к кривой Зл 2 — 4 w 4- 2» - - 7 = 0 в точке 
(1,-2).. Здесь Л = 3, В = - 4 , С = 0 , 0 = 0, £ = 2, ^ = - 7 , *„ = 1, 
i/o = — 2-

Подставляя эти величины в приведенное выше уравнение касательной, 
полу ч им: 

3 - 1 - Л - - 4 1 - У ~ 2 - х

 + 0 + 0 + 4 < У - 2 ) ~ 7 = 0. 
или 

Злг - 2г/ + 4л: -1- у - 2 - 7 = 7л - у - 9 = 0. 
Это и есть уравнение искомой касательной. 
Пример 2, Найти уравнение касательной к кривой 

3.Ï-' - 2ху — у3 4 - 3.V - 4 и — 3 = 0 
в точке ( — 3, 5). 

Здесь 
А = 3, В = -2, C = - l , Z) = 3, £ ' = - 4 , F = - 3 

хо = — 3, i/o = S. 
Подставляя в уравнение касательной, найдем: 

3 ( - _ 3 ) * - 1 ( - З я + 5 * ) - 1 ( 5 у ) - г -

+ - | - ( - 3 + л - ) - 2 ( , , + 5 ) - 3 = 0. 

Упрощая, имеем: 
3 5 * 4 - 8 ^ + 35 = 0 . 

Это и есть уравнение искомой касательной. 
Пример 5. Найти уравнение касательной к кривой 

4х2 + ^ - 5х - Пу - 8 = 0. 
в точке (4, 6). 

Здесь 
Л = 4, Я = 0, C = l , Ö - - 5 , £ = — 1 2 , F = - 8 , *„ = 4 , i / 0 = 6 

Иа общего уравнения касательной имеем: 

4 - 4* - j-1 {6у> 1- (4 + яг) — 6 (6 + у) - 8 = 0 
откуда 

27* —108 = 0 или х - А . 
797. Уравнение касательной к коническому сечедию, если 

известен ее наклон. 
Уравнение касательной, имеющей наклон m *): 
Для окружности ля-\~уй = г 2: 

[391] # = тл-±гУ"т2-+1. 
!) Все ур-ния (391)—-(397) выводятся из одного принципа. Этот прин

цип таков. Отыскивается точка пересечения прямой 
у = тх + п (*) 

с соответствующей кривой. 

37 Справочник для инженера. 
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2т 
Для параболы х2 — 2ру: 

[393] у = тх— Р т % 

2 • 
х2

 i / 2 

Для эллипса —— -f- -—- = 1: 

[394] ff = mt±Y «-m1 + Аа . 
Для гиперболы — 

[395] у = mx±Y a" m* — £2 . 
Х^ 

Для гиперболы — у?- = — I: 
[396] + 2 у = тх±Y ô B — - а а т а . 

Для гиперболы *и = с: 

[397] у = тх ± 2 Y — cm . 

Величина n берется так, чтобы две точки пересечения совпадали. Тогда 
прямая служит касательной. Рассмотрим для примера ур-ние [397]. 

Абсциссы точек пересечения прямой (*) с окружностью 

находятся из уравнения 
х2 -f- (тх -\- п)~ = г 2 

или 
(1 + m V + 2тпх + п> - г 2 = 0. (**) 

Если 
m V — Q + m s ) (п2 — г2.) = 0, (***) 

то ур-ние (**) имеет двойной корень и точки пересечения прямой с окруж
ностью совпадают. 

Прямая становится касательной. 
Соответствующее значение n получается из равенства (***) 

„а = г 2 (1 - f m 2 ) 
или 

n = ± r f ï + m * . 

Окружность имеет две касательных, параллельных данному направлению. 
Уравнение касательных 

у == тх ± г У т'г -\- 1 , 
Прим. ред. 

Для параболы у2 = 2рх. 
[392] у = тх-^-—р 
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798. Нормали к коническим сечениям. Нормалью к кри
вой в точке Рх (хх, ух) называется прямая, перпендикулярная 
к касательной в этой точке. 

Уравнение нормали можно найти путем определения на
клона касательной, после чего наклон нормали легко получить, 
припомнив, что он является величиной, обратной и имеющей 
противоположный знак по отношению к указанному наклону 
касательной. Кроме того, нормаль проходит через ту же точку 
кривой Рх(хх, ух), что и касательная. 

Зная наклон нормали и координаты точки, через которую 
она проходит, можем написать искомое уравнение. 

Уравнения нормали для различных конических сечений будут: 
Для окружности x2 - j - у* — г-: 

[398] xQy = ху0. 

Для параболы /у2 = 2рх: 
[399] у0х А,- ру = х9у0 ~|~ ру0. 

Для эллипса -f- -А%- — 1 : а- ог 

[400] а%х - Ьп-х0у = ( а 2 Ь ~ ) х0у0. 

X2 г/2 

Для гиперболы ~-г2 ^ - = 1 : 

[401] а*у0х + Ь'>хиу==(а*-\~Ь'2)хоу0. 

Если дано уравнение кривой в общей форме 

Ах* -I- Вху -I- Су* H- Dx А- Еу Ar F= 0, 

то уравнение нормали в точке Ро(ха,Уц): 

[402] ^ я „ = - ^ | ± ^ ± | - ( , _ , „ , . . 

799. Свойства касательных и нормалей к коническим се
чениям. Касательная и нормаль к эллипсу делят соответ
ственно внешний и внутренний углы между радиусами-векто
рами, проведенными из фокусов в данную точку, на две рав
ные части. 

На рис. 434 
/ FPD — IDPF 

IF'PN= IN PC. 
37* 
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Таким образом, для того чтобы провести касательную и 
нормаль к эллипсу в точке Р, следует соединить ее прямыми 
б фокусами и разделить пополам внешний и внутренний углы, 

образованные этими 
прямыми. 

Из физики из
вестно, что угол па
дения равен углу от-

/V ражения волны, по-
этому, если потолок 
имеет форму эллип
соида, то шопот че
ловека, стоящего в 
точке У7,, можно слы
шать только в F', в 
соседних же с F' точ-

Рис. 434. ках он слышен не бу
дет (рис. 435). 

Касательная и нормаль к параболе делят пополам соответ
ственно внутренний и внешний углы между радиусом-вектором 
.и прямой, проведенной через 

Рис. 435. Рис. 436. 

Этим свойством параболы пользуются при устройстве пара
болических рефлекторов. Все /.учи, выходящие из источника 
света, помещенного в фокусе, отражаются по линиями, парал
лельным оси параболы. 

Касательная и нормаль к гиперболе делят пополам соот
ветственно внутренний и внешний углы, образованные ради
усами-векторами, проведенными из точки касания. 
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Из рис. 437 имеем 
IF'PA=> ZAPF: 

IFPD= IDPC. 

800. Диаметр конического сечения. Геометрическое место 
середин параллельных хорд называется диаметром кониче
ского сечения. Указанные хорды" называются сопряженными 
с данным диаметром (рис. 438). 

Рис. 437. Рис. 438. 

Сказанное лучше всего иллюстрировать примером. 
Возьмем уравнение эллипса 

х^ . у 2 

1. 

Пусть уравнение одной из хорд будет: 
у = тх - j - с 

и пусть P\{xv ffi) и Р2(лг а, у 2 )—точки ее пересечения с кри
вой, a Pä(xs, Уз) — середина хорды, проходящей через Рх и Pit 

так что 

2 и ^ - ~ 2 ' * 8 : 

Найдем координаты точек пересечения хорды с кривой, 
для чего решим совместно их уравнения. « Подставляя значе
ния xv yv лг2 и уь найдем: 
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Придавая теперь параметру с различные значения, полу
чим координаты середин каждой хорды данной системы.• 

Поэтому можно найти геометрическое место этих точек, 
если выполнить условия (1) и (2) независимо от значений с. 

Исключим с путем деления (1) на (2), тогда получим: 

У, &9 т. 

Таким образом координаты середин системы хорд, имею
щих наклон т, должны удовлетворять условию 

»2 

х а 
У ~~ или 
у = 

&2 m 

а2т 

Это и есть уравнение диаметра, проходящего через сере
дины хорд, имеющих наклон т. 

Точно таким же образом можно найти уравнения любого 
диаметра, делящего пополам хорды с наклоном т, и для дру
гих конических сечений. 

Так, для параболы у2~ 2рх это уравнение имеет вид 
2р 

у — — 

для гиперболы — 5 — - -fg- = 1 имеем: 

m 

6 2 
У = ~ 5 — х. a1 m 

801. Свойства диаметров. Рассматривая уравнение диаме
тров параболы, видим, что каждый из них параллелен ее оси 
или, иначе говоря, каждая прямая, параллельная оси параболы, 
делит на две равные части хорды какой-либо системы. 

Касательная, проведенная через конец диаметра, парал
лельна хорде, которая делится им пополам. 

Каждый диаметр эллипса проходит через его центр. 
Если один диаметр, например АА' (рис- 439), делит пополам 

хорды Ь, с и т. д., параллельные второму диаметру ВВ', то второй 
диаметр делит пополам хорды, параллельные первому. Такие 
диаметры называются сопряженными. 



Подкасателъные и поднормали 583 

Касательная, проведенная через 
раллельна сопряженному диаметру. 

Если провести систему хорд, 
имеющих наклон /тг, то получим 
диаметр, наклон которого равен 

конец диаметра, па-

m = 
а-т 

Отсюда следует, что m vi m' 
являются величинами наклона 
сопряженных диаметров, если 

6 2 
m = — 

а-т. 
или 

или же 

m •• 

mm 

а-т 

б 2 

Каждый диаметр гипербо
лы проходит через центр ее. 

Если АА' и ВВ' (рис. 440) 
суть сопряженные диаметры 
гиперболы CAD и C'A'D', 
то они являются также со
пряженными диаметрами со
пряженной гиперболы EBF 
и E'B'F', 

Касательная, проведенная 
через конец диаметра, па
раллельна сопряженному диа
метру. 

802. Подкасателъные и 
поднормали. Проекция от
резка PQT на ось Х(ркс. 441) 
называется подкасательной 
в точке Р0. Точно также 
проекция отрезка P0N на 
малью в точке Р0. 

Итак, подкасателъная есть отрезок ТМ, 
поднормаль — отрезок MN, 

г 0 

Рис. 441. 

ось X называется поднор-
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Рассмотрим уравнение касательной к параболе у2 = 2рх 
в точке Р0(х0, у0): 

iWo = P(•* + •*<>). [387] 

Чтобы найти точку пересечения ее с осью X, положим 
у = 0, тогда 

рх - f рх0 = О 

х — —хй = ОТ, 
следовательно 

то=х0: 
Подкасательная 

ТМ = ТО + OAf = д-0 + дг0 = 2дг0. 

Уравнение нормали в точке Р0 (х0> уо) можно написать так: 

Положим у = 0, тогда 

д.. _ Д ( ) | -^, 
i/o 

Но 

MN=ON—OM=x0-\"p—x0 = p, 

Таким образом длина поднормали любой точки параболы 
PQ(XO> УО) есть величина постоянная и равна р. 

Удобный графический прием для построения касательной, 
нормали, подкасательной и поднормали к параболе заклю
чается в следующем: 

Опишем окружность из фокуса, радиусом, равным расстоя
нию от последнего до данной точки. Окружность эта пере
сечет ось X в точках, через которые проходят касательная и 
нормаль. Опуская перпендикуляр из Р0 на ось X, получим 
подкасательную и поднормаль (рис. 442). 

Применяя тот же самый метод, как и в случае параболы, 
к эллипсу, найдем, что подкасательная для люСоЯ точки 
PO(XQ, УО) будет равна 



Параметрические уравнения кривой- 585 

Если имеется система эллипсов, имеющих одну и ту же 
большую ось, то касательные для точек, имеющих одинако
вые абсциссы, пересекут продолжение большой оси в общей 
точке N (рис. 443). 

Оис 442.- Рис. 443. 

Начертив окружность с диаметром, равным большей оси 
эллипса, и выбрав точку Р0 на этой окружности, имеющую 
абсциссу *о. проведем касательную P0N. Касательные к точ
кам эллипсов с этой абсциссой построить весьма легко, так 
как для этого следует только соединить их с точкой N. 

Глава XXXVI. 

УРАВНЕНИЯ В ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ФОРМЕ И В ПОЛЯРНЫХ 
КООРДИНАТАХ. 

'803. Параметрические уравнения кривой. Если каждая иа 
двух переменных координат точки, лежащей на кривой, вы
ражена в виде функции третьей переменной, то такие урав
нения называются параметрическими уравнениями кривой, 
а третья переменная называется параметром. 

Если известно уравнение, связывающее переменные, и 
если задаться соотношением между одной из переменных и 
параметром, то часто бывает возможно определить соотноше
ние между параметром и второй переменной. Таким путем 
можно представить данную кривую в виде ряда параметриче
ских уравнений. Однако, обычно при выборе параметра за
даются известными геометрическими соотношениями между 
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или (п° 800) 

У-

1 
• tv sin а g -

— a- cm 

. ъч 
• а а т а _ | _ 0 2 ' 

804. Параметрические уравнения прямой. Из уравнения 
прямой 

у—Уо=-(х — х0) (1) 
n 

m 
мы знаем, что наклон линии равен — и что она проходит 
через точку (л-0, у0). 

Разделив (1) на т, имеем: 
У—Уо_ x XQ ^ 

m n 
Примем каждое из этих отношений равным третьей пере

менной t, тогда 

——— = t и x — x0~{-nt (2) 
[403] _ п 

З—Mo^t или y = y0-\-mt. (3) 

Ур-ния (2) и (3) суть параметрические уравнения прямой (1), 
Пример. Представить уравнение 

5у - 4.V = 15 
в параметрической форме, 

Имеем: 
5# = 4 * 4 - 1 5 . 

Положим каждую часть равенства равной t, тогда 
t = 5ff, 

i = 4 * 4 - 1 5 , 

переменными и параметром или рассматривают как параметр 
время, в течение которого точка находилась в движении; пе
ременные же выражают в виде функций времени. -В преды
дущих главах мы уже имели несколько примеров параме
трических уравнений, таковы (п° 456) 

х = iv cos а 
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Отметим, что после исключения t из этих двух уравнений 
получим уравнение в прежней форме. 

Данное уравнение можно представить также и в таком виде: 
Ъу - S = 4* 4 - 1 0 = i 

t = 5ij — $ и t = 4.Y 4 - 1 0 

И у : 

y = -j- x 4 - з 
4 

t = y + l и < == - g - д: 4 - 4, 
откуда 

.V = —r- t — 5; 4 • = t - l . 

Мы сделаем эти соотношения более ясными, применив 
совершенно новый род координатных осей. 

Пусть имеются три взаимно перпендикулярные координат
ные оси, проходящие через точку О и подобные тем, кото-

"Y 

.12 

' 10 

J 
Б 
А 

Л 
. у \4 \ \ 
• " Ï " J - I ! 

1 

8 10,-12 14 

Р и с . 444. 

рыми пользуются в аналитической геометрии в пространстве. 
Проведем через эти оси следующие пересекающиеся плоско
сти: плоскость через оси X и Y для изображения соотноше
ний между х и у, плоскость через ось X и ось Т, для изо
бражения соотношений между х и t, и наконец, плоскость 
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через оси Y и Т для соотношений между у и t. Следует 
помнить, что мы рассматриваем плоскости, а не пространство, 
как в соответствующих случаях аналитической геометрии. 

Для удобства на рис. 444 эти оси изображены в перспективе. 
Нанесем на плоскости XT график уравнения 

х = * $ 5. • 
4 

На плоскости YT построим график уравнения 
# = 1 

и на плоскости XY — график уравнения 

# = —-* + 3. 

Взяв произвольную точку на какой-либо из этих прямых, 
посредством проектирования определим соответствующие 
точки на остальных. 

Пример. Пусть t — 10. Проектируя на прямую 

* = 4 - ' - 5 
4 

найдем координаты (10, 7у). Таким образом 

Теперь проектируем на 

3 = 1-1, 
•тогда 

я = 10 - 1 = 9. 
Из этих точек на обеих линиях опускаем перпендикуляры на пло

скость XT, тогда найдем точку (7у , 9) на прямо 
я = — х + 3. 

Следует отметить, что прямая 
у = ± х + 3 

проходит через точку ( — 5, — 1) и что ее наклон равен — • 

Наклон прямой - • 

* — - | - * — 5 

по отношению к оси Т равен - | - , а наклон прямой Я = t — 1 равен 1. 

Если мы зададим две из указанных прямых, то третья определится 
весьма легко. 
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Вообще можно начертить одну из параметрических прямых 
в любом месте на плоскости, причем второе параметрическое 
уравнение определится из заданных условий. 

805. Параметрическое уравнение окружности. Рассмотрим 
окружность с центром в начале координат и радиусом г, 
описываемую точкой Р(х, у), которая движется от оси в на
правлении против часовой стрелки (рис. 445). 

Из рисунка видно, что 

C O S 0 : 
X 

г и sin 

откуда 

[404] 
х = г cos О 
у = г sin 6. 

Здесь мы получим параметрические уравнения окружно
сти, в которых -угол 0 является параметром. 

Соотношение между окружностью и приведенными выше 
параметрическими уравнениями может быть выведено путем 
построения графика х = г cos О 
на плоскости ХЬ, графика 
y = r sin 0 на плоскости Y О 
окружности на плоскости 

Р и с 445. Рис. 446. 

Несколько точек этих трех кривых отмечены на рис. 446. 
Окружность имеет радиус, равный б. Аналогичным образом 
можно показать, что уравнение параболы 
if = 4x 
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может быть представлено в виде системы 
х = 2 2 , 

Для эллипса 

ские уравнения 

х i У 
6 а 

1 мы получили бы параметриче-

х = a cos О, 
y=b sin О. 

Для гиперболы д : - 1 можно получить систему IL 

x = a sec ß, 
у = о tgrö, 

или 
д: = a ch / и 

y = b sht (см. n° 685). 

Для построения кривых следует придавать параметру раз
личные значения, а затем вычислять х и у , располагая полу
ченные результаты в виде таблицы. 

806. Параметрические уравнения параболы. 
Пример. Авиатор, летящий горизонтально со скоростью 45 км/час, 

хочет лопасть бомбой в мишень на земле. Высота самолета над землей — 
1000 м. На каком расстоянии от мишени он должен бросить бомбу, т. е. 
чему равно расстояние AB? 

Расположим начало координат в точке, где 
начинается движение бомбы. Пусть Р(х, у) — по
ложение ее через t секунд (рис. 447). 

Если обозначим через v скорость бомбы в 
метрах в секунду, то через t секунд она пройдет 
в горизонтальном направлении vt метров. 

Таким образом 
л- — vi 

1000 

L . 

Кроме того, как известно из физики, через t 
секунд бомба пройдет.по вертикали вниз расстоя
ние, равное - j - gt2 (пренебрегая ветром и т. д.), 

отсюда 
1 

Рис. '447. I у 1 = 1 0 0 0 , g — 9,81 (приблизительно), 
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следовательно 
20ÜÜ 
9,81 

: 14,3 сек., 

т. е. бомба достигает земли через 14,3 сек. В течение втого времени она 
движется и в горизонтальном направлении. 

Подставляя t в уравнение 
х — vt, 

где v — 45 км'час. или 12,5 м/сек., имеем 

л - = 12,5-14,3 = 178,75 м. 
Заметим, что уравнения могут быть приведены к обычной форме путем 

исключения из них t: 

X" • 

разматы-
к окруж-

/ L 

А 

Î 

/ L 

А 
\ 0 8 \Д M 

807. Развертка круга (эвольвента). Если круг обернуть 
ниткой, то кривая, которую будет чертить на плоскости точка 
нити, когда последняя » 
разматывается, называет- \ 
ся разверткой круга \ 
(эвольвентой). 

Проведем ось X че
рез центр окружности и 
точку Р в том положении 
ее, когда она находится 
на окружности. 

Примем за параметр 
угол поворота 1 радиуса, 
проведенного в точку 
прикосновения 
ваемой нити 
ности. 

Из чертежа (рис. 448) 
им£ем: Рис. 448. 

х = OM= ОВ-\-ВМ^ OB-VLP 
ОВ = a cos S, LP — TP sin 0 = a 0 sin 0 

y = MP = BL=^BT— LT 
BT=asm<), LT^. TP cosO = aO cos6. 

Таким образом получим уравнения 
[405^ • * = a cos 0 - j - a ö sin 8 

У = я sin 0 - cos 0. 
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808. Пример движения. Если туго намотанная нить начи
нает разматываться с окружности радиуса а с постоянной 
угловой скоростью k радианов в секунду, то угол поворота 
радиуса через t сек. будет равен kt радианов. Подставляя 
эту величину в параметрическое уравнение развертки круга, 
получим уравнение движения точки Р (х, у): 

х = а (cos kt-\~kt sin kt) 

у = a (sin kt — kt cos kt). 

809. Циклоида. Геометрическое место положений точки 
Р (х, у), лежащей на окружности, катящейся без скольжения 
по прямой, называется циклоидой. 

Рис. 449. 

Расположим начало координат в точке О—пересечении 
кривой с осью X. 

Проведем в какой-нибудь точке окружность радиуса а. 
Обозначив через 0 угол, на который повернулась катящаяся 
окружность, примем его за параметр. 

Имеем: 
P 5 = a s i n 0 , CB —a cosü. 

Согласно указанным выше условиям 

ОЛ — дуга Л Р = аО. 

Из чертежа следует, что 

Л; = OD = OA — PB —а1) — a sin 6 

y=,DP = AC— CB = a— a cos 0, 
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откуда 
[4061 ^ а ( б - з ш о ) 
1 у = а (1 — cos 8), 

где Ö выражен в радианах. 
Это и есть уравнение циклоиды 

в параметрической форме. 
Касательная РТ и нормаль РА 

пересекают окружность в концах 
вертикального диаметра РА при 
любом положении окружности. 

Площадь, ограниченная кривой и 
осью ОХ, равна 

А = 3%а\ 

Длина кривой 
5 = 8 а. 

810. Построение циклоиды. Раз
делим данную окружность на неко
торое число равных частей . . . 1, 2, 
3, 4 и т. д. (рис. 450). 

Отложим отрезок РР', равный 
длине окружности, и разделим этот 
отрезок на такое же число равных 
частей. 

Через точки деления окружности 
проводим прямые, параллельные 
РР, а именно: 1—9, 2—8, 3—7. 
и т. д. 

Если круг повернется на одно 
деление, например РР, точка Р пе
редвинется в положение, совпадаю
щее с прямой 1—9, параллельной РР', 

Положение точки Р на этих па
раллельных линиях может быть 
определено двояким образом: 1) пу
тем .помещения центра в различ
ные положения и засекания точек 
на прямых, дугой радиуса* а или, иными словами, путем вы
черчивания нескольких окружностей, 2) путем простс го отсту
пания на одно деление по мере перехода от одной парал
лельной к другой, пока не. дойдем до середины. 

38 Справочник для инженер!. 



594 Уравн. в параметр, форме и s полярн. координатах 

Переходя, затем, к другому концу РР' и двигаясь по на
правлению к середине, найдем аналогичным способом точки 
второй половины кривой. 

Основанием для этого построения является то обстоятель
ство, что окружность каждый раз передвигается на одно де
ление. 

811. Трохоида (рис. 451). Если окружность катится без 
скольжения по прямой, то точка, лежащая на радиусе окруж
ности или его продолжении, описывает кривую, называемую 
трохоидой. 

Если расстояние от данной точки до центра окружности, 
катящейся по оси X, меньше радиуса, то кривая называется 

ц\{ароченна(1 

px^~~~ 

I Ч / 

J Рис. 451. V. J 
удлиненной трохоидой, если же это расстояние больше ра
диуса, то кривая называется укороченной. трохоидой или 
трохоидой с петлями. 

В обоих случаях параметрическое уравнение имеет вид 

[407] х = а^ — Ь sin О 
у = а — b cos О, 

причем b соответствует расстоянию точки по радиусу до 
центра катящегося круга. 

Для построения трохоиды вычерчиваем окружность в раз
личных положениях (точно так же, как и в случае циклоиды) 
и отмечаем на радиусах расстояние b для соответствующих 
положений, после чего соединяем, полученные точки плавной 
кривой. 

812. Гипоциклоида и эпициклоида. Точка, лежащая на 
окружности, катящейся без скольжения внутри другой, непо
движной окружности, 'описывает- кривую, наэыпаемую гипо-
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циклоидой. Если подвижная окружность катится по неподвиж
ной снаружи, то точка ее описывает эпициклоиду. 

Пусть г — радиус катящейся окружности, R— радиус 
неподвижной, тогда уравнение гипоциклоиды в параметриче
ской форме имеет вид (рис. 452): 

x~(R — г) cos 0 - f r cos ( ^ 7 ^ ° ) 
(408] 

Уравнение эпициклоиды будет 

[409] 

у = ( £ — г) sin 0 — г sin ( -—-• f) 1. 

x = {RA~r) cos 0 — r cos (*±r.). 
y-—(R-\-r) sin 0 — Y sin Л - f f 

Рис. 452. Рис. 453. 

Параметр 0 есть переменный угол, выраженный в радиа
нах, который образует с осью X линию, проходящую через 
центры окружностей. 

Ось X, как это видно на рис. 452 и 453, проходит через 
начальную точку кривой. Если радиусы R я г соизмеримы, 
то кривая — замкнутая. 

813. Построение эпициклоиды и гипоциклоиды. Разделим 
половину катящейся окружности на п равных частей, как это 
показано на рис. 452 и 453, и пусть точки деления будут 
/, 2, 3 и т. д. Приняв О за центр и 01, 02, 03 за радиусы, 
проводим дуги, как это показано на рисунках. 

38* 
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Опишем дуги АГ, А2', A3', взяв их такой же длины как 
и дуги 7—2, 2—3 и т., д., а затем проведем радиусы ОТ, 
02', 03' и т. д. 

Если катящаяся окружность подвинется вперед на одно 
деление, точка Р передвинется от начальной точки на не
подвижной окружности в точку, лежащую на первой внешней 
концентрической окружности, Так как центр катящейся окруж
ности лежит на радиальной линии 01', то ее новое положение 
может быть найдено аналогично тому, как мы поступали 
в случае циклоиды. 

814. Особые виды гипоциклоид. Если радиус катящейся 
окружности равен половине радиуса неподвижной, то геоме-

Рис. 454. Рис. 455. 

трическое место обращается в прямую, являющуюся очевидно 
диаметром неподвижной окружности (рис. 454). 

Если радиус.катящейся окружности равен четверти радиуса 
неподвижной, то получим кривую с четырьмя вершинами, 
называемую астроидой. Параметрические уравнения астроиды 
будут: 

x^^RcosbA- * / ? c o s 3 0 

ij=^~R sin 0 — 1-.Rsin 36. 
1 »4 

Уравнение этой линии в прямоугольных координатах 
х 8 -\-gT~ C F . 

file://-/-gT~
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Оно может быть получено путем исключения 8 из приведен
ных выше параметрических уравнений, 

Если у эпициклоиды ра
диус неподвижной окружности 
равен радиусу подвижной, то 
получим кривую, называемую 
кардиоидой (рис. 456). 

Параметрические уравнения 
кардиоиды будут: 

x = 2R cos Ö — Л cos 26 
V — 2R sin 8 — R sin 26. 

Уравнение этой кривой в пря
моугольных координатах будет 
(А« А,-у*+2Rxy = Ä9(*a - j - ^s). 

График этих уравнений вычер
чивается точно так же, как и 
в случаях, рассмотренных в 
предыдущих п°. Рис. 456. 

Уравнения кривых в полярных координатах. 
815. При исследовании уравнений в полярной форме 

рекомендуется выяснить следующее: 
1. Точки пересечения с полярной осью, для чего полагают 

6 = 0°, 180° и п -180 0 . 
2. Пересечения с прямой, перпендикулярной к полярной 

оси, для чего полагаем 0 = 90°, 270° и т. д. или (2л— 1) 90й. 
3. Значения 0, при которых кривая проходит через полюс, 

для чего полагаем р = 0. 
4- Симметричность кривой относительно полюса. Для этого 

подставляют вместо р величину ( — р ) , причем если уравнение 
от этого не изменяется, то кривая симметрична относительно 
полюса. . 

Если подстановка (к— 0) вместо Ö не изменяет уравнения, 
то кривая симметрична относи 1ельно прямой, перпендикуляр
ной к полярной оси. 

5. Крайние значения. Решаем уравнение.относительно " 
и определяем максимум и минимум р . Определяем значение 6, 
для которых р обращается в бесконечность, а также при кото
рых р становится мнимым. 

816. Применение полярных координат. Если геометриче
ское место чертится концом отрезка прямой пвр»м«ннои длин», 
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другой конец которого закреплен, то применение полярных 
координат в этом случае оказывается весьма удобным. 

'817. Спирали. Спиралью называется кривая, описываемая 
точкой, движущейся по прямой, вращающейся вокруг непо
движного полюса, причем длина радиуса - вектора и угол, 
образуемый им с полярной осью, возрастают, или убывают 
по некоторому определенному закону. 

818. Спираль Архимеда. Если отношение радиуса-вектора 
к полярному углу есть величина постоянная, то соот
ветствующая кривая называется спиралью Архимеда (рис. 457). 

Полярное уравнение ее имеет следующий вид: -

[410] P = kt, 
где 8 выражен в радианах. 

Можно определить также спираль Архимеда как кривую, 
которую чертит точка, движущаяся с постоянной скоростью 
по радиусу-вектору, в то время как последний вращается 
с постоянной угловой скоростью-

Рис. 457. Рис. 458. 

819. Гиперболическая спираль. Кривая, описываемая 
точкой, радиус-вектор которой изменяется обратно пропорцио
нально полярному углу, называется 'гиперболической спи
ралью. 

Полярное уравнение гиперболической спирали имеет вид 

[411] p » i и р 9 = * . 

Эта кривая начинается • бесконечно удаленной от полюса 
течке и постепенно приближается к полюсу, никогда однако 
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его не достигая (рис. 458). Она имеет асимптоту, параллель
ную полярной.оси и расположенную в расстоянии k над ней. 

820. Параболическая 
спираль. В этой кривой 
квадрат радиуса-вектора 
пропорционален поляр
ному углу (рис. 459). 

Уравнение ее пишется 
так: 
[412] Р 2 = £0 . 

821. Жезл. В этой кри
вой квадрат радиуса-век
тора обратно пропорцио
нален полярному углу. Ее 
уравнение будет: 

Г Ш ] Р й = - р 

j 
1 \ / ° 

Рис 459. 

Полярная ось является асимптотой этой кривой (рио. 460). 
Жезл начинается в бес

конечности и постоянно при
ближается к полюсу, никогда 
его не достигая. 

822. Логарифмическая 
спираль. Логарифмическая 
спираль есть кривая, облада
ющая тем свойством, что 
разность логарифмов ради
усов-векторов пропорцио-

Рис. 460. нальна разности соответ
ствующих полярных углов (рис. 461). 

Уравнение кривой 

[414] 8 а 
?1А или , ас га ' 

где 8 выражена в радианах, а—значение р при 0 = 0.̂  
Если а = 2, то при 

- 2 , — 1 , 0, 1, 2, 3, 4 и т. д. 

1 1 
4 ' 2 

, 1, 2, 4, 8, 16 и т. д. 
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Рис. 463. 90* 

рие.'464. Рис 465, 
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823. Лемниската. Геометрическое место точек, Произведение 
расстояний которых от двух неподвижных точек F и F есть 

величина постоянная (равная -^-aaj, называется лемниска
той. 

Полярное уравнение кривой имеет вид 
[415] P 2 = a 2cos.20. 

Так как максимальное значение cos 20 есть 1, то макси
мальная величина р есть а. 

Если cos 29 отрицателен, то р — мнимая величина. Таким 
образом между прямыми, образующими угол 45° и 135 е. 
с осью X, нет точек кривой (рис. 462). 

Если вместо 0 подставить (— 0), то уравнение от этого 
не "изменится. Отсюда следует, что кривая симметрична 
по отношению к полярной оси. 

Если p — 0, то cos 20 = 0 и 9 = 45° или 135°, следовательно 
кривая проходит через полюс при этих значениях угла. 

Уравнение р 2 — a 2 sin 29 выражает лемнискату, повернутую 
относительно начала на угол 45°. 

824. Трехлепестная роза. Уравнение этой кривой (рис. 464) 
имеет вид 
[416] p = asin 39. 

825. Четырехлепестная роза (рис. 465). Уравнение этой 
кривой таково: 
[417] p = acos2 9. 

Глава XXXVII. 
ЭМПИРИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ. 

826. Определение эмпирических уравнении. Кривая, вы
черченная на основании данных, полученных из Опыта, назы
вается эмпирической кривой. 

Уравнение, соответствующее кривой, которая в достаточ
ной степени приближается к эмпирической кривой, называется 
a тирическим уравнением, 

Многие явления природы, как это было найдено путем 
опыта, характеризуются какой-либо из трех основных зависи
мостей: 

1) степенной (п° 244), 
2) показательной (п° 365), 
3) гармонической (ш° 613), 
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Степенная функция имеет общую форму 

у — k = m (х — /г)". 

Если п = 1, то уравнение соответствует прямой линии 

у = тх Ar b или у = тх. 

Если п > 0, то уравнение принадлежит к параболическому 
типу 

y - k = m{x~h)\ 

причем вершина кривой лежит в точке (А, к). Сюда относятся 
также частные формы: 

у — тхп, у• — тх" 4~ b, у — cx2Ar Ax-f-a. 

Если п < 0, то уравнение принадлежит к гиперболическому 
типу 

г/—k = m(x — А)~ , 

причем центр соответствующей кривой лежит в точке (А, к). 
К этому типу относятся частные случаи 

9 = J * У = " f f + b > ХУ = Ъ х H" "i/-

Последняя форма приводится к виду 

± + - = 1. 
х у 

827. Во всех случаях, когда требуется найти эмпирическое 
уравнение, рекомендуется сначала вычертить кривую в прямо
угольных координатах по данным опыта, чтобы получить 
общее представление об ее характере. 

Если геометрическое место приближается к прямой линии, 
то можно принять уравнение у = тх - j - b. 

Если необходимо установить зависимость между перемен
ными не с очень большой точностью, то для определения длины 
отрезка Ь, отсекаемого на оси Y, и величины наклона про
водят прямую т, наилучшим образом соответствующую сред
ним положениям нанесенных точек. 

Для несколько более точного определения выбирают пару 
точек, которые весьма хорошо представляют данные наблю
дения, и соединяют эти точки прямой' (п° 729), 
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Если о т и точки суть {x.lt gi) и (*й, #2)1 то уравнение пря
мой будет 

.¥1 •Уъ 
-*2 

Пример. При исследовании механизма выяснилось, что усилие Р, необ
ходимое для поднятия груза W, изменялось следующим образом (рис. 466): 

W 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

р 2,6 4,0 5,25 6,53 7,85 9,10 10,4 11,65 12,95 14,25 

Нанося соответствующие ' точки на миллиметровую бумагу, можно 
заметить, что зависимость между переменными выражается прямой, причем 

60 80 У 
Рис. 466. 

удобными для подстановки в уравнение координатами являются Н^=*10 
Р = 2 , 6 и W= 100, Р— 14,25. Таким образом получим: 

^ - 1 4 ' 2 5 - T § ^ Î R ^ - 1 0 ° ) -
и = 0,129*-+-1,3 

Р = 0 , 1 2 9 1 7 + 1 , 3 

828. Способ наименьших квадратов. Если измерения 
произведены более тщательно и требуется составить брлее 
точное уравнение, то необходимо произвести следующие вы
числения (воспользовавшись выводами теории метода наимень
ших квадратов). 

Взяв данные предыдущей задачи, подставим их попарно 
в уравнение у — тх'-\-Ь, в результате чего получим десять 
уравнений: 

2,6 = 1 0 т --Ь 9,1 = 6 0 т - v-ь-
4 = 2 0 т --Ъ 10,4 = 7 0 т - -b 
5,25 — 3 0 т - -Ь 11,65 = 8 0 т - -ь 
6,53 = 4 0 т - -ь 12,95 = 9 0 т - - 6 
7,85 = 5 0 т - -ь 14,25 = 100т -H 
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Умножаем каждое уравнение 'на коэффициент при m и 
сложим результаты. 

Имеем: 
5713,7 = 3 8 5 0 0 т ~|-550&. 

Умножаем каждое из уравнений на коэффициент при 6 
и сложим результаты, тогда найдем: 

84,58 = 5 5 0 т + 1 0 6 . 

Решая полученные уравнения относительно m и Ь, найдем: 
m = 0,1287 
6 - 1 , 3 8 0 . 

Теперь уравнение примет вид 
Р = 0,1287 Г-4-1,380. 

Итак, способ наименьших квадратов можно формулиро
вать следующим образом: 

1. Составим.ряд уравнений первой степени путем подста
новки данных, полученных из опыта, в общее уравнение. 

2. Если можно получить столько же уравнений, сколько 
имеется искомых постоянных, то, решая их совместно, найдем 
значения этих постоянных. Если число уравнений больше 
числа искомых постоянных, то следует умножить каждое урав
нение на коэффициент при первой постоянной и сложить полу
ченные уравнения. Продолжая описанный процесс требуемое 
число раз, получим столько уравнен! й, сколько их тре
буется для определения постоянных. 

3. Решим совместно полученные уравнения. 
4. Подставив найденные постоянные в общее уравнение, 

получим нужное эмпирическое уравнение. 
829. Зависимости, приводимые к прямолинейным. Урав

нения, имеющие графики не в виде прямых (при вычерчивании 
их в прямоугольных координатах); могут быть обращены 
в линейные, если воспользоваться различными видами коор
динат, являющихся функциями X и у . 

Пусть, например, имеется уравнение 

Обозначив лга чер.еа и, получим линейное" уравнение 

•у « cr - j - bu. 
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Предположим, что из опыта мы получили следующие соот
ношения между сопротивлением и "скоростью; 

V 0 10 20 30 40 50 

R 510 800 1720 3300. 5300 8100 

Найдя соответствующие тот и в прямоугольной системе коор
динат, видим, что они располагаются на кривой, близкой 
к параболе, следовательно зависимость между переменными 
выражается формулой: 

y — a-{~bxz. 

Пусть и s= V 2 и у = R, тсгда, преобразовав указанные 
вы не числа, составим таблицу: 

и 100 400 900 1600 2500 

R 800 1720 3300 5300 8100 

400 800 1200 . 1600 2000 2400 
U ~ х* 

Рис. 467. 

Проведем на-глаз прямую, наилучше приближающуюся в сред
нем к данной системе точек. 

Эмпирическое уравнение может теперь быть найдено, если 
определить постоянные, соответствующие этой прямой, и под
ставить общее уравнение. 
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у — а-\ 

Обычно для этого бывает достаточно двух точек, например: 
800 = а + 1006 

8100 = 0-4-25004, 
откуда 

а = 500, 6 = 3,00. 
Подставляя эти величины в уравнение 

R = a-{-bu, 
получим ' 

R = 500 4- 3u = 500 4- 3 V\ 
Можно построить графики каждого из указанных выше урав
нений, служащих для определения а и 6, для чего будем 
откладывать по оси общие величины а, а по ординатам — 
величины Ь. Пересечение прямых даст значение о и 6, удовле
творяющее обоим уравнениям (рис. 467). 

Если требуется большая степень точности, то следует вос
пользоваться методом наименьших квадратов (см. предыду
щий п°). 

830. Описанный способ приведения уравнений различного 
вида к уравнению прямой весьма удобен во многих случаях 
практики. Пусть, например, в результате нанесения точек на 
миллиметровую бумагу представляется вероятным, что зави
симость между переменными может быть выражена равенством 

Полагая ys = v и * 2 = u, проводим соответствующую пря
мую, чтобы убедиться, как это согласуется с исходными дан
ными. Для установления истинного вида зависимости может 
потребоваться произвести много пробных попыток такого 
рода. 

Уравнения вида 
L 
х 

могут быть приведены к линейному виду путем подстановки 

Л' 

Уравнения вида 
ху = Ьх-гау 

приводятся к линейному виду посредством деления на ху. 
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При этом получаем: 

Полагаем 

ц 

Можно поступить иначе. Деля ху = Ьх - j - ay на х, имеем: 

'-*+(*}. 
Положив ц = ^ - , приводим зависимость между х и # к линей

ному виду. 
В линейных уравнениях необходимо, определить две по

стоянные; для этого нужно иметь два независимых условия, 
связывающие их. Подстановка результатов двух наблюдений 
позволяет определить зависимость между ними, так как ука
занные условия дадут возможность составить систему двух 
уравнений. 

Как это легко заметить, • описанному преобразованию 
к линейному виду могут быть подвергнуты лишь те уравнения, 
в которых нужно определить две постоянные. 

831. Степенные функции, выражаемые общим уравнением 
у — k — a(x— h)n, 

могут быть представлены в линейной форме логарифмирова
нием, так как 

\g(y — k) — \ga-\-n\%{x—-h). 
Положив 

v-lg(y-k), u — lg(x — А), 
имеем: 

V = lg a -f- пи, 

где Ig а — величина постоянная. 
Этот метод объясняет удобство пользования логарифмиче

ской координатной бумагой. Следует заметить, что иа ней 
вместо значений и и v указаны соответствующие логарифмам 
величины х и у. 

Таким образом, если есть основания предполагать степен
ную зависимость между переменными, то рекомендуется нано
сить значения переменных непосредственно на логарифмиче
скую бумагу. 

a i b 
7 + 7 

= — и 

1 
у 
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Пример. Предположим, что приведенные ниже результаты опыт» под
чиняются закону 

у = ах 

5 10 20 40 60 80 100 

у 97 553 3130 . 17700 48800 ЮОСЯ 175000 

Логарифмируя уравнение, находим: 

v = l g 9> С— Ig а, и = lg х. 

Соответствующее линейное уравнение будет иметь вид: 
v=*nu-\-C* 

Положим 

и (=;lg х) 0,699. 1,00 1,301 1,602 1,778 1,903 2,00 

v i—h у) 1,9868 2,743 3,496 4,248 4,688 щ 5,000 5,243 

Чд о=0.243 
0..4 0.8 1.2 1.6 ' 2.0 2.4 

Рис. 46S. 

Нанося эти числа на миллиметровую бумагу, где по абсцис
сам откладываются и, а' пО" ординатам — v (рис. 468), видим 
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из рисунка, что отрезок, отсекаемый прямой на оси Y, равен 
(в масштабе ординат) 0,243. Таким образом свободный член С, 
соответствующий lg а, равен 0,243. . 

Наклон прямой оказывается равным 2,51, следовательно 
и — 2,5. 

Уравнение прямой (для переменных и и v) имеет вид: 
v = 2,5 и -[-0,243 

или 
kv = 0,243 + 2,51g дг 

С•= ig а = 0,243, откуда а = 1,75. 

100.000 
80.000 
60.000 

40.000 
30.000 

20.000 

* 10 000 
г 8.000 

I 6.000 

I 4.000 
3.000 

2.000 

10 20 30 40 60 80 100 200 300 600 1000 
Значения' х 

lg С=1.00 1.301 1.602 1.978,2:000 

Рис. 469 

Таким образом искомая зависимость выражается формулой 
у = 1,75 дг2' . 

Соотношения, выражаемые указанным уравнением, могут 
быть вычерчиваемы на стандартной логарифмической бумаге. 
В этом случае вместо логарифмов можно отмечать самые зна-

39 Справочник для инженера. 
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чения переменных, а результаты читаются прямо по шкалам, 
так как при постановке отметки какой-либо точки здесь авто
матически находятся соответствующие логарифмы. 

На рис. 469 показан график степенной функции, вычерчен
ный на логарифмической координатной бумаге, причем наклон 
прямой непосредственно определяет показатель степени при 
независимой переменной, а точка пересечения с осью X дает 
значение ее коэффициента при ней. 

Пример. Покажем применение метода наименьших квадратов к случаю 
степенной функции у — а.хп. 

-г 4 7 11 15 21 

у 28,6 79,4 182 318 589 

lg X = и 0,602 0,845 1,04 1,18 1,32 

\gy — V 1,456 1,900 2,26 2,50 2,77 

Составим уравнения вида 

Имеем; 
: пи -(- С. 

1,456 = 0,602 п 
1,900 = 0,845 л -
2,26 = 1 , 0 4 п 

С 
С 
С 

2,50 = 1 , 1 8 п + С 
2,77 = 1 , 3 2 n - ~ 

Умножим каждое уравнение на коэффициент при соответствующем 
и сложим результаты: 

0,876 = 0,362 n 
1,606 = 0,714 n 
2,352 = .1,084 n 4-1,04 С 
2,94 = 1 , 3 8 3 п . 

0,602 С 
0,845 С 

1,18 С 
3,662 = 1,748 n -f -1,32 С 

11,436 = 5,29 ! n -f- 4,987"с 
Складывая первоначальные уравнения, где коэффициентом при С 

является во всех случаях единица, имеем: 
10,886 = 4,986 n + 5С. 

Решая оба эти уравнения совместно, получим из 
11,436 = 5,294 n + 4,987 С 
10,886 = 4,986 п 4- 5,000 С 

следующее: 
п = 1,816 С = lg а = 0,366, откуда 

Таким образом искомое уравнение будет: 

•• 2,32. 

# = 2 , 3 2 ^ 8 1 в . 
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V 26,43 22,40 19,08 16,32 14/14 12,12 10,51 9,147 

р 14,7 17,53 20,80 24,54 28,83 33,71 39,25 45,49 

Ваяв логарифмы, получим: 

LG V 1,4221 1,3502 1,2806 1,2127 1.1473 1,0835 1,0216 0,9612 

LG Я 1,1673 1,2430 1,3181 1,3900 1,4599 1,5277 1,5938 ' 1,6580 

Линейная форма зависимости между переменными будет 

)gP = -n]gV+C. 

Вместо того чтобы выбирать две точки на прямой и под
ставлять их координаты в общее уравнение с целью после 
совместного решения полученных уравнений найти значения 
постоянных, часто пользуются так называемым методом сред
них, который дает более точное приближение. Однако этот 
последний все же менее точен, чем метод наименьших квадра
тов (п° 828). 

Суть метода средних состоит в следующем: 
Подставляем все отсчеты, полученные из опыта, в уравне

ния прямых и располагаем полученные уравнения в две 
группы. 

39* 

832. Степенные функции, в которых n — величина отри
цательная. Эти функции называются функциями гиперболи
ческого типа и могут быть найдены точно таким же образом, 
как и рассмотренные в предыдущем п°. 

Нижеследующая таблица дает объем V B кубических футах 
одного фунта насыщенного пара, при давлении Р фунте в на 
квадратный дюйм, причем требуется определить зависимость, 
связывающую эти величины. 

На основании опыта можно предположить, что эта зависи
мость имеет вид 

PVn = C 
или 

p=cv-'\ 
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1,5938 = 1,0216 л -
1,6580 = 0,9612 л 
: \ 

-С 
С 

6,2394 = 4,2136 л -I-4C 

Решая полученные уравнения совместно, имеем: 

л = — 1,064 

С = 1g а = 2,6764, 
откуда 

а -=475 . 

Уравнение имеет вид: 

Р = 475 К - 4 '""' 1 

или 
Р К 1 Д Ш = 475. 

Если соответствующие точки не лежат на пр'ямой, в случае, 
когда мы предположили зависимость у = ах', но распола
гаются по кривой, загибающейся вверх при возрастании л', то 
следует выяснить, нельзя ли преобразовать график к прямо
линейной форме путем вычитания некоторой постоянной k из 
значений у-

Если какая-нибудь из этих попыток покажет, что график 
выпрямляется, то подбирают значение к, обращающее этот 
график в линию, которую можно принять за прямую. 

Таким образом уравнение можно будет привести к виду 

Сложим члены этих групп, причем получим два уравнения. 
Решаем.их совместно, как в предыдущих примерах, причем 
пользуемся подстановкой 

lg P — v, lg V^=u, lg а = С 
v — пи I - С 

1 4 6 7 3 = 1,4221 л I-G 
1,2430 = 1,3502 n - i - С 
1,3181= 1,2806 л - f С 
1,3900 = 1,2127 л + С 

14481 = 5,2656л Н-4С 

1,4599 = 1,1473 n -|- С 
1,5277 = 1,0835 л - | - С 

у — к — ахп или у = ах} ••{-к, 
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X 1 2 3 4 5 

У 14 64 182 393" 742 

Точно также, если график загибается вниз, то, прибавляя 
постоянную к, приведем уравнение к виду 

^ , — ах или у == ах —• к. 

Другой метод спрямления графика состоит в прибавлении 
постоянной к ко всем значениям независимой переменной. 
При этом все точки графика переместятся справа налево на 
различные расстояния. Если этот метод окажется удовлетво
рительным, то уравнение будет иметь вид 

y = C(x — h)n. 

Некоторые кривые могут быть выпрямлены посредством 
употребления двух добавочных постоянных в тех случаях, 
когда одна постоянная не приводит к нужному результату. 

833. Эмпирические уравнения вида 

у = а -f - bx -|" C-Ï2 - |- dxa - j - • • • 4 " gxn-

Подставляя в указанное уравнение значения переменных, 
полученных из опыта, можно получить достаточное число 
уравнений, составляющих систему и могущих служить для 
определения величины постоянных a, b, с, d и т. д. 

Необходимо иметь по крайней мере столько уравнений, 
сколько требуется определить постоянных. Для обычно тре
бующейся степени точности достаточно определить три члена. 
Если же требуется большая степень точности, то определяют 
большее число их. 

Некоторые члены могут отсутствовать или так незначи
тельно влиять на результат, что ими можно с успехом пре
небречь. 

Пример Из опыта получены следующие данные; 
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Пусть требуется определить четыре постоянных; тогда составляем четыре 
уравнения: 

У = а 
14 = в • 
64 = а 

182 = а 
393 = а-

Ьх + с*2 -I- <£с3 

b + c + d 
"" 4с + 8о* 

9с - f 2 7 d 
1 б с + б 4 а \ 

2b 
36 
46 

Решая совместно указанные уравнения, имеем: 
а = 2, Ь = 3, с = 4, rf = 5. 

Уравнение имеет вид: 
^ = 2 + 3*-Ь4л-а + 5л-8. 

834. Закон естественного роста или показательный 
выражается формулами 

y = abx или у = аекх. 

Уравнения этого вида могут быть преобразованы в линей
ные посредством логарифмирования обеих частей: 

\%У = кх Ige -|- lg а, 

но Ige — постоянная, равная 0,4343, поэтому 
lgу == 0,4343 Ь г - f i g а . 

Последнее уравнение является ли
нейным по отношению к lg у ах и 

дает возможность определить 
искомую зависимость. 

Употребляя полуло
гарифмическую бумагу, 
можно начертить со
ответствующую пря-

'60 70 80 90 100 ПО 120 130 мую, так как орди-
Р н с наты будут отклады

ваться на логарифми
ческой шкале, а абсциссы — на обычной, имеющей рав
ные деления. 

Пример. Опыты Тоуэр» дали следующие соотношения между величиной 
коэффициента трснкя и температурой подшипника 

120 110 100 90 80 1 70 60 

0,0051 0,0059 0,0071 0,0085 0,0102 0,0124 0,0148 
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t | 120 110 1 100 

90 80 J 70 1 60 
lg p. J 377076 3/7709 3^8513 •3>294 2,0086 j £0934 1,1703 

Составим семь уравнений, в которые подставим соответствующие зна
чения t и lg р.. 

Затем пользуясь методом средних, найдем два уравнения, Решая 
последние, имеем в результате (рис. 47O). 

р. = 0,2113 < Г ° « 

Если требуется большая степень точности, то следует' 
пользоваться методом наименьших квадратов. 

На рис. 471 показана прямая, нанесенная на полулога
рифмической бумаге. 

Указанная бумага весьма полезна для коммерческих вы
числений. Так как изменение ординаты графика характеризует 

Рис. 471. Рис. 472. 

относительное изменение функции у, то кривая показывает, 
в каких случаях был получен наибольший процент прибыли. 

• Если, например, график А на рис. 472 показывает про
дажную цену товара, а В — себестоимость в течение извест
ного промежутка времени, то оценка экономического положе
ния г"*"чт быть сделана с одного взгляда 

Предполагая, что между переменными существует зависимость вида 
|х = ае"', 

имеем 
lg |J. = 0,4343& + l g « . 

Составляя таблицу из приведенных выше данных, имеем: 
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Глава XXXVIII. 

ПРИЛОЖЕНИЕ КООРДИНАТ К ГЕОМЕТРИИ ТРЕХ ИЗМЕРЕНИИ. 

Аналитическая геометрия в пространстве. 
835. Аналитическая геометрия в пространстве изучает 

при помощи аналитического метода тела и поверхности в про
странстве, что вызывает необходимость рассматривать три 
измерения и пользоваться тремя переменными. 

Если одна из переменных равна нулю, то аналитические 
соотношения между оставшимися двумя будут такими же, как 

в случае, когда мы рассма
тривали две переменные. 

Если пользуются пря
моугольными координата
ми, то применяют три 
пересекающиеся взаимно 
перпендикулярные плоско
сти, называемые коор
динатными плоскостями, 

X ХОУ, YOZ и ZOX. 
Указанные координат

ные плоскости пересека
ются по трем взаимно пер
пендикулярным прямым 
ОХ, OY и OZ, назы
ваемым координатными 
осями. 

Обычный метод определения положения точки Р(х, у, z) 
показан на рис, 473. Стрелки указывают положительное напра
вление осей. 

836. Другой метод определения положения точки в про
странстве заключается в том, что задается ее радиус-вектор, 
т. е. расстояние до начала координат, и углы, образуемые 
этим радиусом-вектором с 'координатными осями. Эти углы 
называются направляющими углами. 

В этом случае точка Р обозначается условно, таким образом: 

Р(р> а> ß, т). 
Проектируя радиус-вектор на координатные оси, найдем 

равенства, связывающие указанную систему с системой прямо
угольных координат; а именно: 
[418] л- = р cos а, у р cos S, z =-- р cos f. • 
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Кроме того из показанного на рисунке параллелепипеда 
имеем: 
[419] p e = x a + u B + z V 

Решая совместно эти уравнения, получим: 
Р 2 = Ра cos 2 о + p* cos 2 ß р 2 cos 2 т, 

откуда 
[420] cos 2 а -1 - cos 2 ß - f cos 2 7 = 1. 

Так как 
л' = p cos а, г/ = р cos ß, z --- р cos T 

Р = У * А - Ь ^ + Л 
то имеем: 

[421] 

[422] 

[423] 

cos а : 

cos p = 

COS ~! = ; 

.'/ _ = J L 

Yx*-\-y*-\-z-\ P 
Z 2 

837. Расстояние между 
двумя точками в простран
стве. Пусть заданы две точки 
Рг и Р, (рис. 474). Из рис. 474 
имеем 

P^^Aß'-l-CD^-yßC 
AB = Хг — .Yj 

Г 
L 

.L. 

t -J 
Z J 

I 1 t I I 

У, k . -

JSC = y, — J5/-1 

CD — z2 — zv 

Следовательно / Рис. 474. 

^ 2 = ( ^ ~ - х 1 ) 2 - } - ( у 2 - ^ 1 ) 2 + ( ^ " Г 1 ) 2 ' 

Обозначив расстояние /^Р. , через d, получим окончательно 

[ 4 2 4 ] d « ] / ( V., -~ .Г,)Ч- ( Г / 2 - / / T ) 3 + ( * 3 —' 
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Направление линии / Э

1 Р 2 , которая не проходит через начало 
координат, определяется „углами направления" а, ß и f пря
мой, проходящей через начало и параллельной Р^РУ 

Ребра параллелепипеда, показанного на рис. 474, парал
лельны координатным осям: 

поэтому 

[425] cos « = 

Z. CPf* ß = Z. АРгРъ т = Z. EP1P9, 

Xz — Xx _ n _ # 3 — # 1 COS ß : COS 7 = • 

Возвышая в квадрат последнее равенство и складывая, 
найдем попрежнему 

cos 2 а -{- cos 2 ß - j - cos 2 f = 1 . 

838. Углы между двумя радиусами-векторами или между 
двумя прямыми. Пусть через начало координат проведены 

прямые, параллельные данным 
2 ja прямым О Д и ОЯ 2 (рис. 475), 

причем точка Рг определяется 
координатами р 1 ( alt ß 1 ( ifi, а 
точка Я 2 — координатами р а, 
«г» ßä и Ï2 и пусть, кроме 
того, Ö — угол между прямыми 
ОРг и ОР 2 . 

Если прямоугольные коор
динаты Pj суть (xv yv хг), то: 

OA = xv AB = glt ВРх=хх. 

ty À 
0 / 

в 

Рис. 475. 

Проектируя OPi и OA-\-AB-\~BPi на ОРъ имеем: 

Рх cos 0 = х cos «a -f-# cos ß 2 ~\~ z c ° s
 Ï2-

Проектируя О Pi на координатные оси, получим: 

х = рх cos aj 1 
j / = P 1 c o s ß 1 j-
z = p i C 0 S Y i J 

(2) 

Подставляя (2) в (J ) и деля на р }, находим: 

cos б = cos cos a 2 - j~ cos ßj cos ß a 4 - cos ft cos Тг. 
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Если a l f Тр и а2, ß 2 , Y2 суть углы направления двух прямых 
то в случае их параллельности 

«i = ч Pi = Ti = тг, 
а в случае перпендикулярности 

cos а : cos а й - j - cos р\ cos ß 2 4" cos Yi cos Y. — Ö. 

Рис. 476. Рис. 477. 

839. Деление отрезка прямой в данном отношении. 
Пусть требуется разделить отрезок РгР^ точкой Рй в отно-

.тг 

шении — , т. е. пусть 
тч 

РуРн = т г 

РцРъ m 2" 
Тогда 

,! т{ А- т 2 

т г - 4 - т 2 

ст^а 4- /"2^1 
г — • . . 

1Щ 4- 7П 2 

840. Поверхности. Геометрическое место точек, соответ 
ствующих уравнению с тремя переменными, называется поверх
ностью. Легко видеть, что если в заданном уравнении, напри
мер л: 2 - ) -г / а —z = 10, придавать л- и у различные значения 
и находить значен ш z, то точки Р будут располагаться на 
некоторой поверхности. 

841. Некоторые уравнения с одной переменой. Уравнение 
2 — 0 определяет координатную плоскость XOY. 
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- Уравнение у = 0 определяет плоскость XOZ. 
Уравнение х = 0 определяет плоскость YOZ. 
Уравнение z = k соответствует плоскости, параллельной 

XOY и отстоящей от нее на расстоянии k единиц. 
Точно также х — к соответствует плоскости, параллельной 

YOZ и лежащей на расстоянии к единиц от нее, а уравнение 
у = к соответствует плоскости, параллельной XOZ. 

Всякое алгебраическое уравнение с одной переменной 
соответствует одной или большему числу плоскостей, парал
лельных координатным. 

842. Уравнение с двумя переменными первой степени 
соответствует плоскости, перпендикулярной к координатной 
плоскости этих переменных. 

Пример. Рассмотрим уравнение 

Зл' -|- 2ц = 5. 

В плоскости ХОУ атому уравнению соответствует прямая AB (рис.478). 
Если иа какой-либо точки этой прямой Р восставить перпендикуляр к 

плоскости ХОУ, то каждая точка Q на 
нем будет иметь те же самые значения .v 
и у, что и другая точка, лежащая на этом 
же перпендикуляре. Эги значения перемен
ных удовлетворяют уравнению 

Зл- + 2^ = 5. 

Далее, если PQ движется вдоль AB, 
• X оставаясь всегда перпендикулярной к пло

скости ХОУ, или параллельной оси Z, то 
координаты любой точки получаемой при 
этом поверхности удовлетворяют уравне
нию Зл- - j - 2у — 5, которое очевидно и яв
ляется уравнением плоскости. Рис. 478. 

843. Любое уравнение с двумя переменными (рис. 479). 
Рассмотрим уравнение 

Точка Р (у, г) принадлежит окружности, лежащей в плос
кости YZ. Если провести перпендикулярно плоскости YZ 
прямую PQ, то любая точка Q, лежащая на ней, будет иметь 
те же самые у и z, что и точка P, а следовательно будет 
удовлетворять уравнению u 9 - f -z B = 25. Так -как мы взяли 
точку Р произвольно, задавшись только условием, чтобы 
она лежала на окружности, то наше уравнение соответствует 
прямому круглому цилиндру, образующие которого парал-
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лельны оси X, а пересечение с плоскостью YZ представляет 
собой упомянутую выше окружность. 

Совершенно аналогичным образом можно доказать, что 
геометрические места точек, удовлетворяющих уравнениям 

X" 

у = 2pz, 
суть цилиндрические по
верхности, образующие 
которых перпендикулярны 
к плоскости, соответствую
щей этим переменным, а 
пересечение их с плоско- Рис .479, 
стями суть соответственно 
эллипс, гипербола и парабола. Вообще же, всякое уравнение 
с двумя переменными в аналитической геометрии в простран
стве соответствует цилиндрической, поверхности. Так как 
образующие перпендикулярны плоскости, к которой отно
сятся переменные, то они параллельны оси третьей переменной. 
Образующая линия PQ называется элементом, а геометри
ческое место, лежащее в плоскости, — директрисой или 
направляющей цилиндрической поверхности. 

844. Кривые в пространстве. Геометрическое место, кото
рому соответствуют два уравнения с тремя переменными, 
является кривой, расположенной в пространстве. 

Так как уравнение с тремя переменными соответствует 
поверхности, то очевидно, что система из Двух уравнений 
удовлетворяется только координатами тех точек, которые 
лежат на пересечении этих поверхностей. Пересечение двух 
поверхностей есть кривая, которая и выражается системой 
двух уравнений. 

Прямые в пространстве. Так как y = k есть уравнение 
плоскости, параллельной XOZ, и так как z = & соответствует 
плоскости, параллельной ХОУ, то их пересечение есть пря
мая, параллельная оси X. 

Точно также: ' 
z — k и x — k выражают линию, параллельную оси У\ 
х = к и y~k выражают прямую, параллельную оси К. 
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В частности 
х = 0, у = 0 — уравнения оси Z; х = 0, z = 0—уравнения оси К; 

у = 0 и z = 0 — уравнения оси X. 
Более подробные сведения о прямой см. п° 725. 
845. Ш а р . Пусть Ç (h, k, I)—центр шара радиуса г. 
Так как любая точка шара находится в расстоянии г от 

центра, то 
С Я = л 

Из формулы (424) имеем: 
[426] 

или 

Это и есть урав
нение шара, центр ко
торого лежит в С (h, 
к, Г), а радиус равен г 
(рис. 480). 

Если центр распо
ложен в начале коор
динат, то h = 0, k = О, 

I / = 0 и уравнение при
нимает вид: 
427] A - 2 - | - ^ - j - z 2 = r 2 . 

Раскрывая скобки в 
Рис. 480. уравнении 

(х _ ну Ar (у- W H- (* - О9 = Л 
получим 

д-а _j_ya _|_ Г 2 _ 2Л.г — 2Лу — 2/г + Л2 + Л8 + ^ ~ > а = 0. 

Это уравнение можно представить также в виде: 

x%A-g*Ar#-\-Gx-\-Hg-\-Kz-{-L = 0. 
Дополняя соответствующие члены до квадратов, имеем: 

[428] ( , + | ) ч ( , + 1 ) 4 (* + •£)' = 
~ ( G 2 4 - № + K a - 4 L ) . 
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Последнее уравнение принадлежит к виду 
(х-h? Ar (у-kf -Ar(z~ [)* = r\ 

причем координаты центра суть: 
Я 

, / = к_ 
2' 

а радиус равен 

при условии, что G 2 - j- / / a -j-AT 3 — 4L>0. 
846. Проекции. Через кривую̂  расположенную в простран

стве, может проходить сколько угодно поверхностей, причем 
уравнение каждой пары их определяет эту кривую. 

Рассмотрим две поверхности 

z = 3. 
Первое представляет собой уравнение шара радиуса 5 

с центром в начале координат. Последнее же соответствует 
плоскости, парал
лельной ХОУ и про
ходящей над ней в 
расстоянии 3 единиц 
(рис. 481). 

Если координаты 
какой - либо точки 
удовлетворяют обоим 
уравнениям, то они 
удовлетворяют также 
уравнению л:2 -(- у ' г = 
— 16, полученному 
из них посредством 
подстановки z — 3 
в л9-fir"-f г2 = 25. 

Так как лг 2-|-^ 2=16 соответствует поверхности, прохо
дящей через пересечение указанных ранее поверхностей, 
то очевидно, что это уравнение соответствует цилиндру 
с образующей, параллельной плоскости XY. Таким образом 
можно сказать, что подстановка z = k (где k—постоян
ная) в уравнение поверхности дает уравнение цилиндра, 
проходящего через пересечение плоскости z — k и данной 

Рис. 481 
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поверхности, или уравнения проекции на плоскость XY 
линии, полученной от пересечения z = k и поверхности. 

Описанным способом можно определить характер кривой, 
получающейся в результате пересечения данной поверхности 
плоскостью, параллельной координатной. 

847. Проекция кривой на координатную плоскость. 
Повторяя рассуждения, приведенные в предыдущем п°, можно 
найти уравнение проекции на плоскость XY кривой, опреде
ляемой двумя уравнениями, посредством исключения перемен
ной z из этих последних. Уравнение, полученное в резуль
тате, и является уравнением искомой проекции. 

Точно также для проектирования на плоскость XZ исклю
чаем у, а для проекции на плоскость YZ исключаем из 
двух уравнений переменную х. 

Итак, кривую можно представить двумя уравнениями 
с двумя переменными в каждом. 

Проекция геометрического места на координатную плоскость 
называется изображением его на этой плоскости. 

Для нахождения уравнения 
кривой, по которой пересе
кается поверхность с плос
костью XY, примем z = 0, для 

1 плоскости XZ примем y = Q, 
j _ X для плоскости YZ примем х — 0. 

нениями 
Полученную кривую можно рассматрипать как 'кривую, заданную ураи-
|ями 

ip 4 л- 16 . 0 
z = 4 

И Л И 

плоскости XY, являющееся параболой. 

. I / 2 - 4 . V - H 6 - - H 

у* -1 г ' = 4.V ' ) • 

Если паять первое, видим, чго у'2— 4,v | х | -1б = 0 есть изображение но 

0 

') Система уравнений 
iß-Ах -1-16.-: 0 
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848. Пересечение поверхности с координатными осями. 

Чтобы найти: 
пересечение с осью X, полагаем у = 0, z = О 

tj » Y, X = Ô, 2 = О 
« » » 2Ï, „ л = 0, у = 0.. 

Рекомендуется исследовать симметричность поверхности, 
для чего делаем подстановки (—х) вместо х , (—у) вместо у 
и (— 2.) вместо z . 

Если после такой подстановки уравнение не изменяется, 
то поверхность соответственно симметрична по отношению 
к плоскостям YZ, XZ 
или XY и по отношению 
к оси X, Y и Z. 

849. Поверхность вра
щения. Поверхность, об
разующаяся при враще
нии плоской кривой во
круг прямой, служащей 
осью, называется поверх
ностью вращения. От
сюда следует, что каждое 
сечение этой поверхно
сти плоскостью, перпен
дикулярной к оси, яв
ляется окружностью, как и путь, проходимый точкой, образую
щей кривую-

Рассмотрим эллипс 

Рис. 483. 

( -12* = О 
{ * = 0, 

который вращается вокруг оси X (рис. 483). 
не равносильна системе 

^ - 4 * + 16 = 0 
z = 4. 

В самом деле, исключая у'1 из уравнений (*•), приходим к системе 
^ 2 _ 4 , г - - ( - 1 б = 0 

г 2 = 16, 
которая распадается на две 

, , в _ 4 х - | - 1 б = 0 1 и г,а — 4.г + 16 = 0 1 
2 = 4 / г— - 4 ) 

Первая система есть система -~|;). 
Прим. ред. 

40 Справочник для инженер» 



626 Приложение, координат к геометрии трех измерений 

Пусть Р(х, у, z) есть точка, принадлежащая поверхности 
вращения. 

Проведем плоскость через, ось X и точку Р и пусть OY' 
есть пересечение ее с плоскостью YZ. 

Уравнение эллипса, отнесенное к осям ОХ и OY' как 
к координатным осям, есть 

* а _ | _ 4 у а _ 12г = 0. ' (1) 

Проведем плоскость, перпендикулярную к оси ОХ и про
ходящую через Р. Из РАВ имеем: 

У 8 = + (2) 

Подставляя значение у ' 2 из (2) в (1), получим: 

j r S - H z ' H - V — 1 2 * = = 0 , 

V которое и является ис-
£ комым уравнением. 

Пример. Вращая прямую 
2*- | -3z = 12, у = 0 вокруг 
оси Д получим конус. Опре
делить его уравнение (рис. 
484). 

Проведем плоскость че-
^ рез O Z и P, а также плос

кость, проходящую через Р 
и перпендикулярную к оси 
OZ. 

Уравнение прямой, ле 
жащей в плоскости ZOX', 
будет 

2л-Ч-Зс== 12. (1) 
Рис. 484. 

Из прямоугольного Д АВР имеем: 

*'= УА-Ч-J/ 2 -

Подставляя (2) в (1), получим: 

2Уд2+7з + З г = 1 2 

12 - Зл 

(2) 

откуда следует, чго 
л-2-

(12 - З г р 

Из пероого примера мы видим, что уравнение поверхности 
вращения поручается подстановкой ] / ( / - - | - z s вместо у , а во 
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втором примере мы нашли новое уравнение подстановкой 
Y х2 -\-у2 вместо х. 

Вообще для того, чтобы найти уравнение кривой, следует 
вычислить корень квадратный из суммы квадратов двух 
переменных, исключая той, которая откладывается по оси 
вращения, и подставить его вместо одного из переменных, 
входящих в уравнение кривой. 

Для уравнения, связывающего х и у, при вращении вокруг 
оси X, следует подставить ]/у'2 - |- z2 вместо у, так как у и z 
суть переменные, отличные от х. Величину Yy^-j-z- необхо
димо подставить в уравнение там, где у в него входит. 

Сказанное можно формулировать в таком виде: 
Если f(x, у) = 0 есть уравнение кривой в плоскости XY 

M если ось X является осью вращения, то уравнение поверх
ности вращения будет 

Если кривая f{x, у) = 0 вращается вокруг оси Y, то урав
нение соответствующей поверхности будет 

Наконец, если кривая f(y, z) = 0 вращается вокруг оси 
Z, то получим такое уравнение поверхности вращения: 

/(/*9Н-яа,*) = о. • 
850. Уравнение конуса. Поверхность конуса получается 

путем вращения прямой z = mx~\~c вокруг оси Z. 
Подставляя Yx2-\-y2 вместо х, получим: 

z = mj /^TP-f с или V^T? = 
откуда 

(у с\ч 
[429] *" + Я а = ̂ --5гК 

Точно также при вращении прямой у = тх -f- к вокруг 
оси X следует сделать подстановку Yy~~\-z2 вместо у, тогда 
получим 

Yy2~\-Z2 = mх~|- к или у2 ~|- — (тх-\-к)2. 
40* 
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851. Сплющенный с ф е р г и д . Эллипс 

а* ^ б 2 1 

при вращении вокруг малой оси дает сплющенный сфероид^ 
Вращая вокруг оси Z, мы должны сделать подстановку 
У х14гу2 вместо х, причем получим: 

*2 + у~ 
а'2 b* ~ 1 

или 

852. Вытядутый сфероид. Если вращать эллипс 

V 2 о 2 z 2 

[ « О ] TiT + ^ + Ä r - 1 -

а 2 1 б 2 

2 1 

вокруг большой оси (оси .А"), то, подставляя вместо z вели
чину Vy^A-z'2, получим уравнение вытянутого сфероида 

[431] + 6 2 1 б 2 

853. Параболоид вращения есть поверхность, образованная 
вращением параболы 

Л ! 2 -—- 2pZ 
вокруг ее оси (оси Z). 

Подставляя ]/* 2-|-,t/ 2 вместо .г в приведенное уравнение, 
получим искомое 
[432] x*Ary* = 2pz. 

854. Однополый гиперболоид вращения. Однополым 
гиперболоидом вращения называется поверхность, образо
ванная вращением гиперболы 

вокруг оси, не> пересекающей кривую (оси 2) . 
Подставляя ]/.х 2-|-г/ 2 вместо х, 'получим: 

У 2 ;/2 г 2 

[433] + 

которое и является искомым уравнением. 
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855. Двуполый гиперболоид вращения. Двуполым гипер
болоидом вращения называется поверхность, образованная 
вращением гиперболы 

в 2 б 2 . 1 

вокруг оси, пересекающей кривую (оси X), 
Подставляя вместо z величину ] A / 2 - | - £ 2 , найдем искомое 

уравнение: 

а? Ь2 б 2 
[434] 

Главе XXXIX. 

ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ТРЕМЯ ПЕРЕМЕННЫМИ. 

Линейные уравнения. 
- 856. Плоскость. Наиболее удобной формой уравнения пло

скости является нормальная форма, которую мы сперва и рас
смотрим. 

Возьмем произвольную плоскость, например Л.ВС(рис. 485). 
Проведем прямую ON, перпендикулярную к плоскости ABC, 

и примем направление от О к N за положительное на этой 
прямой. 

Пусть OD = р есть 
расстояние от начала ко
ординат до плоскости, 
причем D'— точка встречи 
перпендикуляра ON с этой 
плоскостью. 

Обозначим углы, обра
зуемые ON с осями ко
ординат, через а, ß и f 
и пусть Р (х, у, z) — 
произвольная точка в пло
скости. Начертив коорди- , 
наты этой точки, найдем: и с ' 

ОЕ = х, EF^y, FP^z. 
Проектируя OE-\~EF-\~ FP и ОР на ON, получим: 

(пр. 0£) - ] - (пр. EF>-\-(пр. Г/>) = (пр. ОР), 
откуда 

x c o s а-\~У c o s ß -1 - z c o s "f = p 
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или 

[435] л' cos « -j— у cos ß - j - z cos Y— p = 0. 

Это и есть нормальная форма уравнения плоскости, где р 
есть расстояние плоскости от начала координат, а, ß и ~{— 
углы, образуемые перпендикуляром, опущенным из начала ко
ординат на плоскость, с координатными осями. 

857. Общее уравнение первой степени. 

[436] Ax + By + Cz + D = V 

есть уравнение плоскости, потому что его можно привести 
к нормальной форме. 

Умножим уравнение на постоянную к, величину которой 
определим, сравнивая уравнение 

кАх + кВу - f кСг - f /Ш = О (1) 

с нормальной формой 

xcos«4".?/cosß-j-zcosY — р — 0. [435] 

Уравнение (1) совпадает с [435], если можно найти к, удо
влетворяющее равенствам: 

кА — cos a-, kB cos 3, кС— cos y (2) 

kD = — p, (3) 

Возвышая в квадрат (2) и складывая, найдем: 

к2 (А2 4- В\ 4 - С") = cos 2 а 4- cos 2 ß -|- cos 2 y = 1 (см. n° 837;,. 

откуда 

*- * 
Подставляя это выражение в (1), получим: 

А _ В 

[437] 
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Следует отметить, что ур-ние [437] написано в нормаль
ной форме, причем 

[438] 

„ А а В 
cos а = • c o s я -

cost-

VЛ2+/52 + С 2 ' ± : ) / " А 8 _ | _ д а _ | _ С 2 ' 

С —£> 
±: У A 2

 - j - Ь 2 -f- С 2 ± У А* -\- ß2 + С а ' 

Из сказанного ясно, что знак радикала должен быть про
тивоположным знаку при D, так как р должно быть положи
тельным. 

Чтобы привести уравнение к нормальному, следует разде
лить все его члены на 

причем знак радикала должен быть противоположен знаку при D. 
Коэффициенты при x, у и z в уравнении плоскости про-

порциональны косинусам углов а, ß и "(, составляемых перпен
дикуляром к плоскости с осями координат. Таким образом 
плоскости, выражаемые уравнениями 

Ах-\- Bj 4 - Cz Ar D — 0 и A'x - f B'y - f C'z-f - U = 0 

параллельны, если 
Ä — JL—£. i\ 
А' В' С ' 

и перпендикулярны, если 
AA'-ArBB' ArCC*=0. 

Если плоскости 

параллельны, то 

_Ax+B!r\ Cz-(-£> = О 
À'x - I - В',/ + c v -i- -0 = 0 

cos ß cos Y 

cos a', cos ß' cos y ' ' 

Отсюда с помощью равенств (438j получаем 
А__ В___С_ 

А' ~ В' С " 
Равенство (439; вытекает из равенства 

cos 0 = cos a cos a' -f- cos Ji cos У - 4 - cos у cos y ' 

Сем. n° 838), когда в последнем заменим косинусы углов а, ß, Y, У, '{' 
их выражениями через коэффициенты-

Прим ре') . 



D — O соответствует плоскости, перпендикулярной 

D = 0 соответствует плоскости, перпендикулярной 
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Подставляя это в (3), получим; 

Л = 1 -С, В = - | - С . (4) 

Угол между пересекающимися плоскостями можно найти 
из формулы 

[4391 = .АА' + ™ + СС 

858. Уравнения вида: 
Ах -f- By - j - D = О соответствуют плоскости, перпендикуляр

ной к плоскости XY. 
By - j - Cz -f- D = 0 соответствует плоскости, перпендикуляр' 

ной к плоскости YZ. 
Ax-\-Cz-\~D — 0 соответствует плоскости, перпендикуляр

ной к плоскости XZ. 
Уравнение в форме : 
Ax-\-D = Q соответствует плоскости, перпендикулярной 

к оси X. 
Ву + 

к оси / , 
Cz-\-

к оси Z. 
Если уравнение имеет вид D = 0, то очевидно плоскостл 

проходит через начало координат. 
Пример. Найти уравнение плоскости, проходящей через точку Р(2,3, 4j 

и параллельной плоскости, соответствующей уравнению 
24* - 1 5 # -f- 27z — 80 = 0 . 

Пусть требуется представить искомое уравнение в форме 

Ax-^Bg+Cz + D^O. (1) 
Так как эта плоскость параллельна заданной, то отношения ковффи-

циентов при неизвестных равны между собой: 

= £ (2) 
24 - 1 5 27" К ) 

Точка Р принадлежит искомой плоскости, поэтому ее координаты удо
влетворяют уравнению последней. 

Подставляя эти координаты в (1), имеем: 

2 i 4 + ' 3 5 + 4C + Z5 = 0 . (3) 

Решая (2) и (3) совместно, найдем.* 
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Д — у С . (5) 

Подставляя (4) и (5) в (1), получим 

*-Сх-^Су+Сг~*1с^0. 
Деля на С и умножая на 9, найдем окончательно: 

8х~ 5 ^ + 9 z - 3 7 = 0 . 
Это и есть искомое уравнение. 

Лучшее решение указано в п° 862. 
859. Уравнение плоскости в отрезках на осях коорди

нат. Если отрезки, отсекаемые плоскостью на осях X, YnZ, 
равны соответственно а, b и с, а уравнение плоскости есть 

Л * + Яу + С г + Я = 0 , [436] 

причем координаты точек пересечения (а, 0, 0), (0, Ь, 0) 
и (0, 0, с) должны удовлетворять уравнению, то имеем: 

Àa + D=*0, Bb-\-D = 0, Cc~\-D = 0 
или 

а о с 

Подставляя в уравнение плоскости, получим: 
D • D D _1_П г, * • r v z-r-ZJ — 0 . 

a b J с 1 

Разделив уравнение на ( — D), найдем: 

Это уравнение называется уравнением плоскости в отрез
ках на осях координат. 

860. Расстояние от точки до плоскости. Приведем ура
внение плоскости к нормальному виду: 

л:cos«-f-г/cos ß ~|-zcos f — p — 0. [435] 

Пусть имеется точка Р0 (х0, ,г/0, z ( )) и пусть о' —искомое 
«расстояние от нее до плоскости. 
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Спроектируем ОЕ, EF и FPÜ на ON (рис. 486), тогда 

ОЕ = xQ cos Ol 

EF= у0 cos ß 

FP0 = z0 cos Y, 

следовательно 

или 

[441] 

pArd = x0cosa-ryoc°s?J-!rzocos"i ') 

d= x0 cos a -f-j/n cos $-\-ZQCOS-( — p . 

1 / 

Рис. 486. 

-Таким образом, чтобы 
найти расстояние от дан
ной точки до плоскости, 

I следует в нормальное 
' урав ение последней под

ставить координаты этой 
точки. 

_у Пример. Определить рас-
стояние от точки . ( — 1, 2, 3) 
до плоскости 2.v -f - у — 2г -(-
-4-8 = 0 . 

Имеем; 

Л ь= 2, 5 = 1, С = - 2 , Л = 8 . 

Из формулы [ 4 3 8 ] п" 4 5 7 
полуиим: 

2 2 _2_ 

3 ' rt j / > -i- + С* dz У"4 --I- Г + 4 - 3 
Здесь Z) — положительно, а потому п^ред радикалом следует поставить 

знак минус, чтобы р оказалось положительным. 

1 ) В зависимости от положения точки Ра относительно плоскости знак d 
может быть как плюсом, так и минусом. Если точка Р0 лежит с той же сто
роны от плоскости, что и начало координат, то d имеет знак — . Если 
точка Р0 и начало координат лежат по разные стороны от плоскости, то d 
имеет знак" -)-

Прим. ред. 
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Далее 

- У А* + Bi -I- - 3 3 
С - 2 2 

COS Y : 

P = 

- Уа* + В!+ а - з з 
—- Z> - 8 8 

откуда 

УА* + в*+& - 3 3 

! ) + Ч - 4 ) - н - 4 - т 

861. Система плоскостей. Уравнение плоскости заклю
чает в себе две или три постоянных, которые следует опре
делить. Обычно в нем одна из указанных постоянных может 
быть выбрана произвольно, причем в этом случае уравнение 
соответствует системе плоскостей. Особенно важны две си
стемы плоскостей, к рассмотрению которых и перейдем. 

862. Система параллельных плоскостей. Уравнение си
стемы плоскостей, параллельных данной 

Ax + By + Cz + D^O, 

имеет следующий вид: 

[442] Ax-\-Bij-\-Cz -\-k = Q, 

где к— произвольная постоянная. 
Пример. Найги уравнение плоскости, проходящей через точку Р (3, 2, — 1) 

н параллельной плоскости 
7 . С - г - 1 4 = 0 . 

Уравнение параллельной плоскости будет: 
7.V • - у - z -I- к — 0 . 

Подставляя n ато уравнение координаты данной точкч Р{3>, 2, —1) , 
лежащей на искомой плоское ni, имеем: 

'Л - 2 - ; H к 0, 

откуда 
к — — 20. 

Таким образом находим уравнение искомой плоскости: 
7 л - - у — z - 2 0 = 0 . 
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863. Система плоскостей, проходящих через линию пере
сечения двух плоскостей. Если заданы две плоскости 

Д л: - f Вху -f- Схг + А = О 

то система искомых плоскостей выражается уравнением:, 

[443] Агх + Вгу + Сгг + Dx+k {А,х+В^ + C^D,) = О, 
« 
где к— произвольная постоянная. 

Действительно, координаты любой точки, находящейся на 
линии пересечения плоскостей, должны удовлетворять обоим 
уравнениям, поэтому они удовлетворяют и уравнению си
стемы. 

Пример, Найти уравнение плоскости, проходящей через пересечение 
плоскостей 

2х + # - 4 = 0 
iy + 2z = 0 

и перпендикулярной к плоскости 
3* - f 2у — 3z = 6 . 

Уравнение системы плоскостей, проходящих через пересечение двух 
других, выражается уравнением 

2x+y-b-\-k{y±2z) = Q 
или 

2.i- + ( £ + l ) f f + 2 b - 4 = 0 . 

Чтобы искомая плоскость была перпендикулярна к данной Зх + 2у— 
— Зг = б, должны существовать следующие соотношения между коэффи
циентами 

AxAi + BlBi+C1Cz = 0 
А: = 2, ^ = £ + 1, С] = 2к 
А2 = 3, В., = 2, С а = - 3 . 

Подставляя, имеем: 
2 • 3 + (к + 1) • 2 -I- 2& ( - 3) = 0 

6 + 2 + ? Л - 6 Л = 0 
- 4Л = - 8 

£ = 2 . 

Теперь остается подставить полученное значение А в уравнение си
стемы, причем будем иметь 

2x + y - i + 2'y + 2z)^Q 
или 

2х-\-Зу + 42 — 4 = 0 . 
Это и есть искомое уравнение. 
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864. Система плоскостей, проходящих через данную 
точку Р0 (Х0, у 0 ) Z 0 ) . Пусть имеем уравнение 

Ax + Bff + Ct + D^O, (1) 
соответствующее некоторой плоскости, проходящей через 
точку Р0.(х0, у0, z 0 ). Так как координаты последней должны 
удовлетворять ур-нидо (1), то 

Ах0 -I- Ву0 + Czo -I- D = 0 . (2) 
Вычитая (2) из (1), получим: 

[444] A(x-x0)-\-B(g-9o) + C(z-z0) = 0. 
Пример. Найти уравнение плоскости, проходящей через точку (1, — 2,1) 

и параллельной плоскости 
y - 3 * + 4 z - 5 = 0 . 

Уравнение плоскости, параллельной данной, будет иметь вид:' 
# —3.r + 4z + /fc = 0 . 

Но из [444] 
А (х - 1) + В (у + 2) + С (г - 1 ) = 0 . 

Раскрывая скобки, получим 
Ах -f- By + Cz - А + ЧВ - С = 0 . 

Сравнивая оба уравнения, видим, что 
А = - 3 , Я = 1, С = 4, А = — Л + 2 В - С « = » 3 + 2 - 4 = 1, 

откуда искомое уравнение можно нап i c a T b так: 
3,* — # — 4z — 1 = О 

(см. ч" 857 и 862). 
865. Плоскость, проходящая черев три заданные точки. 

Если плоскость 
A v | By -Cz-' d = o 

должна проходить через три точки: 

Л 9 и zi)> Pi (*2> \Уь г 8) и (•*«, #e> *a)» 
то должны быть соблюдены три условия: 

/ b i ~ b & / i + + = О 
Ax2~rBy2~\-Cz^\-D = 0 
Axa-\-Bya-\-Cza~\~ £> = 0 . . 

Для определения четырех коэффициентов решим указан
ные уравнения, причем лучше всего, пользуясь последними 
тремя из них, выразить коэффициенты А, В к С через D, 
а затем подставить в уравнение 

Ax-\-By~\-Cz~rD = Q. 
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Пример, Найти уравнение плоскости, проходящей через точки (2, 3, 0) 
( - 2 , -3,4) и (0, 6, 0). 

Подставляя значения координат в формулу, получим: 
2A+SB + D = Q (1) 

-2А-ЗВ + 4С + О = 0 (2) 
6В + Z> = 0 (3) 

Из ур-ния (3) В = - -g-\ (4) 

Подставляя утроенное В в (1), получаем: 

ЧА - j + D = 0 

Л — f (5) 

Подставляя удвоенное /I и утроенное В во (2), находим: 

У + у - Н С + я = о 

4 С + 2 £ ) - = 0 

С = - - f . Гб) 

Подставляя найденные выражения А 5 , С в Ах -|- 5у -|- Сг -|- 0 = 0, по
лучаем: 

£ Л Л , 

v • • 1 2 •• Умножая на — — , найдем: 

Зх -f 2у + бг - 12 = 0 . 
Это и есть искомое уравнение. 

866. Уравнения плоскостей, делящих пополам углы между 
двумя пересекающимися плоскостями. Для нахождения ука
занных уравнений приводим уравнения данных плоскостей к нор
мальной форме. Так как каждая точка плоскости, делящей попо
лам угол между данными плоскостями, отстоит на одинаковое (по 
абсолютной величине) расстояние от последних, то имеем: 

А В, 
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Это и есть уравнение плоскостей, делящих пополам угол 
между плоскостями 

Аах -f- Btfj -\~ C2z - f Д . = 0 . 

867. Прямая линяя. Пересечение двух плоскостей пред
ставляет собой прямую линию, поэтому система двух уравне
ний первой степени 

AlX-\-Biy + CxZ-\-D^0 
А 2 х 4- в,у -\~ dz 4 - А = о 

выражает прямую ,в пространстве. Гораздо удобнее, впрочем, 
привести указанные уравнения к одному уравнению, содержа
щему две перем'енные, для чего решаем их совместно. 

В этом случае уравнение дает проекцию прямой на одну 
из координатных плоскостей и является уравнением прямой, 
лежащей в этой плоскости. 

Для того чтобы найти проекцию прямой на плоскость XY, 
следует исключить "z. 

В приведенных уравнениях 
— Ахх— fi,у—-A ___ —А.,х—В.,у—-Р» 

z ^ ' с{ ~~~ d 
откуда 

d{AxxA-Bxy f Д ) - С ( ( А г 4 - f i ^ - l А ) 
или 

[446] (AidA,C,).v | - ( а д - - А 3 С 1 ) у + ( С а А — CiPJ-^0. 

Уравнение проекции на плоскость XY, представленное 
в общем виде, будет 

Ш 7 1 n — i Ci А А 
L* J //— вс2—в;с\х

 1 B'id—BXi • 
Проекция на плоскость XZ имеет уравнение 

1 * J X~" AiB.— A.ßi 1 AiB.—A.ßi ' 

Для проекции на плоскость YZ найдем 

г 4 4 9 1 „ - А С - - - А , С , , А А : = А А 
l**VJ У~~Л1Ь\, S L & Z 1 AiB, A,Bi' 
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Пример. Определить уравнения проекций на координатные плоскости 
прямой, выражаемой уравнениями 

Sx + 2g+ х — 5 = 0 
, х+2у — 2z — 3 = 0 . 

Здесь 
: 3, BL = 2, Cj = 1, А = — 5 

: 1, В% — 2, Cg 
1 • 1 • - 3 • ( - 2) 
2 - ( — 2) — 2 - 1 

= - 2, А, = - з 
! • ( —3) — ( — 2 ) ( - 5) 

1 2 ( - 2) - 2 • 1 
7 13 

— ^ = -g-jf — g - или 7л- -f- by — 13 = 0 

есть уравнение проекции на плоскость XY. 
Уравнение 

Ау — 7г — 4 = 0 

есть уравнение прямой на плоскости YZ. 
На рис. 487 показано расположение прямой и ее проекций 

на координатные плоскости. 
Из чертежа видно, что прямые АС и DB, проектирующие 

концы отрезка AB на плоскость XY, параллельны оси Z, 

прямая в пространстве 
СО = проекция на плоскость ХУ 

1.0 

•075 f f 

0.50 £W = 

0.25 f 

Ô.25 0.50UÎ5SI.0 1.25 1.50 1,75 

ZX 
ZK 

Точно также прямые АЕ и BF, проектирующие отрезок AB 
на плоскость XZ, параллельны оси Y. Наконец СА и HB, 
проектирующие AB на плоскость YZ, параллельны оси X. 

868. Уравнение прямой, проходящей через данную точку 
Д (•*<)> Ут zù и образующей углы «, ß и у с осями. Пусть 
Г У, z) находится на прямой в расстоянии d от Рй. 
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Из формулы [425] п° 837 имеем: 

откуда 

[450] -
cos« cosß COS "f 

869. Прямая, проходящая через две данные точки. Пусть 
даны точки Рх (хи ylt zx) и Р 2 (-*2, Уя> г а ) . 

Из предыдущего п° имеем: 

У — У\ ..... z — zx 

cos ос cos р' cos ? ' 

кроме того 
* i — ' х 2 _ У1—Уъ _ zv—z% 

cos« cosß COST 

Для исключения неизвестных косинусов делим (1) на (2) 
X — ХХ _ у 1/у _ Z — Z\ 

x-i ~~х1 У2 — У1 Z'à — Ъ 

или 
X — У—'Ух Z — ZX 

(1) 

(2) 

[451] 
У\ — Уъ 

870. Прямая, параллельная плоскости. Прямая, образую
щая углы а, ß и f с осями, параллельна плоскости 

Ax^By~\-Cz \-D = 0 

только в случае, если 

A cos а + В cos ß~|- С cos 4 — 0 

*) Условие параллельности прямой и плоскости, выражаемое уравнением 

Л cos « - | - В cos ß -f- С cos Y = 0 , 

получается ив условия перпендикулярности двух прямых (см. п° 838), если 
заметить, что косинусы углов, образуемых перпендикуляром к плоскости 
с координатными осями, пропорциональны коэффициентам <4, В, С, а угол 
можду перпендикуляром к плоскости и прямой ей параллельной— прямой. 

Прим. ред. 

41 Справочник для ипданорл. 
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Прим. ред. 

871. Прямая, перпендикулярная к плоскости. Прямая, 
образующая углы а, ß, -у, с осями координат, перпендикулярна 
к плоскости 

Ax + By + 'Cz + D^O, 
только если 

Л _ _ В _ С 1 } 

cos« cosß C O S Y 

Глава XL. 

УРАВНЕНИЯ ВТОРОЙ СТЕПЕНИ С ТРЕМЯ ПЕРЕМЕННЫМИ 
(В ПРОСТРАНСТВЕ). 

872. Уравнения второй степени. 
[452] Ах* + Вуа- + С* 2 - f Dxy - j - Èyz + Fxz -|- Gx - | -

-\-Hy-j-Kz + L = 0. 

Уравнения этого типа соответствуют так называемым по
верхностям второго порядка. 

Существуют пять основных видов указанных поверхностей, а 
именно: эллипсоид, однополый гиперболоид, двуполый гипербо
лоид, вллиптический параболоид, гиперболический параболоид. 

Вырождением этих поверхностей являются: конусы, цилин
дры, плоскости, прямые и точки. 

873. Эллипсоид. Простейшим уравнением этой поверхности 
является: 

гч ,л ~ 2 

t " * ] . £ + & + 

Ее' можно рассматривать как поверхность, образованную 
эллипсом переменных размеров, движущимся параллельно 
плоскости ХУ, причем центр его всегда находится на оси Z, 
а концы оси, параллельной оси ОХ, описывают эллипс 

я 2 Z 2 

1) Условие перпендикулярности прямой и плоскости, выражаемое ра
венством 

А В ^ С 
cos a cos P cos Y ' 

вытекает из условия параллельности двух прямых, если заметить, что А,-
В, С пропорциональны косииусам углов, образуемых перпендикуляром к пло
скости с осями координат. 
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:с. 

концы оси, параллельной оси Y, описывают эллипс 
/ 7 2 Z 2 

V2 h с* 1-

Координаты Точек пересечения эллипсоида с координат
ными осями суть; 

Л Г = ± в , Y = ±:b, - Z = : 

Следы на координатных 
пло.скостях будут: 
на плоскости XY: 

ЛГ2
 i z/2

 л . . 
^ 8 ~ г 6ä = 1 ( э л л и п с ) ' 

на плоскости X ? : 

iL. _|_ iL. _ i (эллипс), 
а2 с2 

на плоскости KZ: 

i L J~ i L = 1 (эллипс). 

Уравнение линии пересечения эллипсоида 

Рис. 488. 

HI 
+ - £ - 1 

и плоскости z = параллельной плоскости XY, получим, 
подставляя z~k в уравнение эллипсоида: 

а-
I t - 1 _ _ _ 

r А2 ~ с 2 

или 
==1. 

Этот эллипс можно рассматривать как кривую, произво» 
дящую эллипсоид, при изменении к от - | - с до — с . 

Его большая полуось равна 

± V c * - k * , 
41* 
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а меньшая полуось равна 

с 

(предполагая, что а > Ь). 
Другая форма уравнения эллипсоида имеет вид 

• = 1. Ь'Ца?—*2) 1 с 2 (а 2 —л: 2) 

Из этого уравнения видно, как изменяются длины боль
шей и меньшей оси, так как в знаменателе г/2 и z 2 появляется 
переменная величина. 

874. Однополый гиперболоид (рис. 489). Основное уравне
ние однополого гиперболоида есть 

[454] а 2 "г" о 2 с 2 1. 

Поверхность эту можно рассматривать как образованную 
эллипсом переменных размеров, движущимся параллельно 

плоскости XY, причем центр 
его все время находится на оси Z. 
Концы оси, параллельной оси X, 
описывают гиперболу 

„ 2 „2 Х > 

г 
— /; 

с. 489. 

а концы оси, параллельной оси Y, 
следуют гиперболе 

Ml 
о 2 

сй 
= 1. 

Координаты пересечения с осями суть 

дг = r t а, у = ±Ь. 

Следы на координатных плоскостях суть: 
на плоскости XY—эллипс: 
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на плоскости XZ— гипербола: 

_ _ _ _ _ _ _ _ 
a 2 ~cj~l] 

на плоскости YZ—гипербола: 

• • J - _ _ _ _ = 1 
б 2 с 2 

Эта поверхность обладает тем свойством, что через любую 
ее точку можно провести две прямых, целиком лежащих 
на ней. 

Уравнение однополого гиперболоида может быть перепи
сано в такой форме: 

, у2 

a 2 ( c 2 + z 2 ) ' - 2 ( c 2 4 - z 2 ) 
с 2 с 2 

или 
у2 г1 

б 2 ( а 2 — л.2) с 2 ( а 2 —• л: 2) 
= 1. 

Пересечение поверхности 

4--?з- — ~ = 1 
_ 2 с-

и плоскости z = к, параллельной XY, получим, подставляя 
z = k в указанное выше уравнение: 

£ _ _|_ i L _ - : ! _ ] _ _ _ _ 
а 2 ~ _2 п с 2 

или 
А»8 

1. 

Последнее выражение можно рассматривать как уравнение 
эллипса, описывающего в пространстве рассматриваемую по
верхность по мере того, как к принимает различные значения, 
или секущая плоскость перемещается^ параллельно плос -. 
кости XV, 
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а 2 > с 2 

Ее можно рассматривать, как образуемую эллипсом пере
менных размеров, движущимся параллельно плоскости YZ, 
в то время как центр движется по оси X. 

Единственные точки пересечения осей с поверхностью суть 
х — ^а, у = 0, z — 0. 

Следы на координатных плоскостях суть: 
на плоскости XY • 
бола: 

• гипер-

а 2 i ß 1; 

на плоскости XZ — 
бола: 

_ É L = 1 
é с 2 ' 

гипер-

с плоскостью YZ поверхность не пересекается. 
Чтобы определить вид кривых, получающихся при перс-

сечении двуполого гиперболоида плоскостью х— к, парал
лельной YZ, подставим это значение х в уравнение 

v 2 
E l 
è 2 

z-
"c 2 

= 1. 

Получаем: 

б 2 с 2 а 2 

или 

Sc- -а2) 
Это уравнение можно рассматривать как уравнение пере

менного эллирса, соответствующего различным значениям к. 
Если 

~~а<к<а. 
то эллипс — мнимый, а потому поверхность не существует 
u пределах от х = — а до x ~ а, 

875. Двуполый гиперболоид, (рис. 490). Основное уравне
ние этой поверхности будет 

[455] 
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876. Эллиптический параболоид (рис. 491). Основное 
уравнение этой поверхности 

[456] 

Ее можно рассматривать как образуемую эллипсом пере
менных размгров, движущимся параллельно плоскости XY, 
причем его центр все время 
находится на оси Z. Концы 
оси, параллельной оси X, дви
жутся по параболе 

хп- = аЧ. 

Концы оси, параллельной 
оси Y, следуют параболе 

У* 

Точки пересечения с коор
динатными осями суть: 

^ " = 0 , Y=0, Z = 0. 

Следы на координатных плоскостях суть: 
на плоскости XY — точка: 

л:-
а-: 

о-

на плоскости XZ- ~ парабола: 

avz\ 
на плоскости YZ— парабола: 

у*.= ЬЧ. 

Пересечение эллиптического параболоида с плоскостью 
z — k, параллельной плоскости XY, определяется уравнением 

X" Ml 

или 
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Эти уравнения можно рассматривать 
переменного эллипса, который описывает 

Рис. 492. 

как уравнения 
в пространстве 

эллиптический парабо
лоид по мере измене
ния к от нуля до беско
нечности. 

877. Гиперболический 
X параболоид (рис. 492). 

Основное уравнение этой 
поверхности есть 

Образующей кривой является парабола, лежащая в пло
скости х = к, параллельной плоскости YZ. Уравнение 

к2 

• i E - , 
или 

ест§ уравнение образующей параболы. Вершина образующей 
/ к2 \ 

находится в точке I к, О, — 1, движущейся по параболе 
хъ a 2 Z j лежащей в плоскости XZ. Последняя кривая 
имеет вершину, обращенную вниз (рис. 492). 

Сечения, параллельные плоскости YZ, суть параболы с 
вершинами, обращенными вверх, сечения же, параллельные 
плоскости XY, суть гиперболы. 

Описанная поверхность обладает тем свойством, что че
рез любую ее точку можно провести прямую, целиком лежа
щую на поверхности параболоида ] ) . . 

•) Ур-ние [457] можно рассматривать как результат исключения вели
чины X по уравнениям 

a h Ь к 

а Ь 

Совокупность ур-ний (*) характеризует линию пересечения двух пдо» 
(-.костей^ т. е. прямую. • • г 
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878. Конусы (рис.493). Общее уравнение конуса есть: 

[458] ^ _ ц . 4 _ _ ^ - = о . _ j _ У 

Поверхность конуса можно рассматривать как образованную 
переменным эллипсом, движущимся параллельно плоскости XY, 
причем концы большей оси следуют ^ 
прямой 

л 2 z 2 Q 
а2 с 2 

Пересечения с осями суть: 

х = 0, # = 0, z = Q. 

Следы на координатных плоскостях 
суть: 
на плоскости XY — точка: 

+ 5 2 - ° . 

Так как ур-ние [457] есть следствие уравнений (*), го координаты 
любой точки прямой принадлежат поверхности параболоида, на котором 
прямая лежит целиком. 

Чтобы убедиться, что через каждую точку Pq ( х 0 , у& Zq) поверхности 
параболоида проходит прямая, достаточно подобрать X так, чтобы 

X = -^2- — SU 
а Ь 

Тогда из уравнения параболоида 

\!Г + -г){—-т)-*° 
следует, что 

{•f+ *)>•=.., 
т. е. точка лежит на прямой (*). 

Иначе говоря, через любую точку поверхности параболоида проходит 
прямая (*). 

Совершенно также можно убедиться, что черев каждую точку поверх
ности париболоида проходит прямая вида 

*О УО _ Z . 
a b Р. 

[Трим, ред, 
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на плоскости XZ—две прямых 
X" Z" 
~ 2 7- = 0; 

:0. 

* 2 

+ .У2 Z 2 

а 2 + _ 2 с 2 

а2 

.У2 

Ô 8 

Z 2 

с 2 

а11 с 
на плоскости KZ—две прямых: 

У* _ ff. 
"6s" "с 2 

Рассматривая уравнения конуса и однополого гиперболоида 

1, 

видим, что они отличаются лишь тем, что в уравнении гипер
болоида имеется свободный член. 

Указанные поверхности не имеют общих точек. Если z и,[/ 
в приведенных уравнениях бесконечно возрастают, то значе
ния х в них приближаются друг к другу. 

Говорят, что гиперболоид и конус асимптотичны друг 
к другу и находятся в той же связи как гипербола и ее 
асимптоты на плоскости. 

879. Цилиндры. В п° 843 было показано, что уравнению 
с двумя переменными соответствует цилиндрическая поверх

ность. Цилиндр, образующие которого пе
ресекают данную кривую и параллельны 
одной из координатных осей, называется 
проектирующим цилиндром. Уравнение его 
можно найти путем исключения третьей 
переменной из уравнений кривой. 

Для определения кривой можно пользо
ваться двумя уравнениями проектирующих 
цилиндров, рассматривая ее как их пере
сечение. 

Пример. Построить кривую пересечения двух ци 
линдров 

Рис. 494 Я'1 - 8 Н - 7 = * 0 . (2) 

Начертим след поверхности (1) на плоскости XY, причем образующие 
цилиндра перпендикулярны к этой плоскости. 

Начертим теперь след цилиндра (2) на плоскости YZ. Образующие 
ЭД'О перпендикулярны к указанной плоскости. 
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Чтобы начертить перспективный вид пересекающихся цилиндров, реко
мендуется взять по оси Y единицу масштаба вдвое меньше, чем по осям 
X и Z (например, для последних взять 10 мм = 1, а для первой 5 мм = 1). 
Для построения в перспективе круга или эллипса чертим описанный квадрат 
или прямоугольник, что дает четыре точки соприкосновения с кругом или 
эллипсом. Эти точки приходятся в серединах четырех сторон. Указанный 
способ облегчает вычерчивание эллипса или круга (рис. 494). 

Возвращаемся к решению задачи. 
Рассмотрим плоскость, уравнение которой у — к. Она параллельна 

плоскости XZ и образующим проектирующих цилиндров. Она пересекает 

Рис. 495. 

ось Y в точке М, проекцию кривой на плоскости XY а точках А и В, 
а проекцию на плоскость Y.Z в точках С и D. Эти точки определяют поло
жение образующих проектирующих цилиндров. Точки пересечения обра
зующих EF и ÜM одного цилиндра с образующими ËG и FH другого 
определяют точки кривой пересечения проектирующих цилиндров. Взяв 
несколько секущих плоскостей, т. с, придавая к различные значения, по
строим кривую пересечения -Поверхностей л'З 4' ,Va = 2u и у1 -|- Ф — 8? -Ь 
+ . 7 - О (рис. 495). , 
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880. Параметрические уравнения кривой в пространстве. 
Если координаты в пространстве заданы как функции пере
менного параметра, то получаются уравнения кривой в пара
метрической форме, например: 

. х = 4/B f у ^ i _ 2t, z = 2. 
Хорошим примером таких кривых является винтовая линия, 

к рассмотрению которой переходим. 
Если точка движется по поверхности прямого круглого 

цилиндра таким образом, что расстояние, проходимое его 
в направлении, параллельном оси 
этого цилиндра, пропорционально 
углу, на который она поворачи
вается вокруг оси, то точка описы
вает винтовую линию. 

Пусть имеется уравнение круг
лого цилиндра: 

и пусть Р0 — начальная точка кри
вой, расположенная на оси X, а точ
ка Р (дг, у, z) лежит на этой 
кривой. 

Согласно условию BP пропорциональна АО, где к — постоян
ная, зависящая от шага винтовой линии. 

Из рис. 496 имеем: 
х — OA = OB cos 0 = г cos О 
у = AB = OB sin 0 = r sin 0, 

откуда находим параметрические уравнения рассматриваемой 
кривой: 

x = rcosG; y = rsinïï; z —/cl. 

Глава XLI. 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ. 

Скорости изменения величин. 
881. Прежде чем начать изучение дифференциального 

исчисления, рекомендуется отчетливо восстановить в памяти 
основные и наиболее важные отделы алгебры, тригонометрии 
и аналитической геометрии. Хорошее знание указанных о где-
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Лов Математики, а также соответствующее умение пользо
ваться излагаемыми в них математическими преобразованиями 
существенно помогут понять должным образом методы диф
ференциального исчисления! 

Весьма существенно вполне понять связь между функцией 
и независимой переменной или аргументом. При изображении 
функций мы пользуемся ординатой как мерой величины функ
ции, соответствующей некоторому значению независимой пе
ременной. 

Кривая, изображающая функцию, проходит через концы 
ординат, переменную длину которых мы изучаем, доставляя 
весьма удобный способ как изображения самих этих длин, 
так и для интерполирования с целью нахождения промежу
точных значений, заключающихся между вычисленными. 

При построении графиков функций исключительно важно 
установить правильным образом, какую из переменных, сле
дует принять за функцию, а какую — за независимую пере
менную. Этот вопрос решается таким путем: если две пере
менные величины изменяются так, что значения первой из 
них зависят от значений второй, то первая величина является 
функцией второй. Первая из указанных переменных изобра
жается ординатой точки, абсцисса которой выражает вторую, 
т. е. независимую переменную. Говоря проще, ординаты 
представляют собою значения функции, в то время как 
соответствующие абсциссы — значения независимой пере-
менной. 

882. Скорость изменения величие. Одним из наиболее 
важных вопросов, предлагаемых физикой и изучающихся в диф
ференциальном исчислении, является вопрос об определении 
скорости изменения переменных, т. е. величины изменения 
функции, соответствующей изменению величины независимой 
переменной на единицу. Если эта скорость постоянна, график 
функции является прямою линией и ординаты ее, выражающие 
значения функции, возрастают (или убывают) на определенную 
постоянную величину при возрастании независимой переменной 
на единицу. Однако, вообще говоря, указанная скорость изме
нения может быть величиной и непостоянной; поэтому необхо
димо рассмотреть ниже так называемую среднюю скорость изме
нения и скорость изменения в данный момент, последнюю 
иногда называют мгновенной скоростью. 

Дифференциальное исчисление изучает .указанные скорости 
изменения величин, причем оно само возникло и развилось 
из исследования задач такого рода. 
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883. Средняя скорость изменения. Средняя скорость из
менения (возрастания или убывания) функции в любом интер
вале представляет собою величину изменения (возрастания 
или убывания) функции, деленную на число единиц аргумента, 
заключающееся в указанном интервале; другими словами, она 
является частным от деления величины изменения функции 
на величину изменения независимой переменной в том же 
интервале. Таким образом, в функции, изображенной на рис. 497, 
величина ее возрастания равна 8 в интервале от л: — 
— 15 до л- = 25; величина же возрастания независимой пере
менной, очевидно, равняется 10, и средняя скорость возра
стания функции в этом интервале есть или 0,8. 

Точно так же мы найдем и среднюю скорость убывания 
функции в некотором интервале, или, как это обычно делается, 

найдем отрицательную ско-

скорости возрастания указанной функции. Поэтому, в свою 
очередь, наклон касательной к кривой представляет собою 
скорость возрастания в данный момент функции, выражаемой 
указанной кривой. Другими словами, касательная указывает 
те изменения величины функции, которые произошли бы 
в некотором интервале, если бы функция продолжала возра
стать в указанном интервале с той же скоростью, что и в на
чале его, т. е. в точке касания- Таким образом, скорость из
менения в данный момент у функции, изображенной на рис. 497, 
равна 0,5 для точки с абсциссой дг ~ 15. Выражение „в дан
ный- момент" может вызвать недоумение, ибо для любого из
менения функции, как бы оно мало ни было, требуется не
который, хотя бы и крайне незначительный, промежуток вре
мени. В виду этого приходится исследовать соотношения 
между переменными для весьма малых интервалов изменения 

25 рость возрастания функции, ибо 
убывание функции можно рас
сматривать как отрицательное 
возрастание её. 

О 5 10 15 20 25 30 

Р и с 497. 

884. Скорость изменения в 
данный момент. Касательная 
к кривой линии показывает на
правление этой кривой в точке 
касания. В том случае, когда 
функция выражается прямой ли
нией, направление последней 
или ее наклон является мерой 
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их значении и предметом изучения является средняя ско
рость изменения в этих интервалах. При исследовании 
движения поезда скорость его, в некоторый данный момент, 
не может быть принята за число километров, пройденных им 
в течение часа, который включает в себя и рассматриваемый 
момент времени; скорость поезда в данный момент не может 
быть взята даже как число метров, пройденных за одну се
кунду, включающую в себя и рассматриваемый момент вре
мени, несмотря на то, что меньший интервал все значитель
нее приближает величину средней скорости к величине ско
рости в данный момент, т. е. к скорости в начале интервала. 
В этом случае, уменьшая интервал времени и находя соответ
ствующую ему среднюю скорость, мы можем как угодно 
близко подойти к определению точного значения скорости 
поезда в данный момент времени, т. е. скорости того момента, 
с которого интервал начинается. Другими словами, скорость 
в какой-либо момент является пределом, к которому стремится 
средняя скорость по мере того, как интервал делается все 
меньше и меньше, т. е. приближается к нулю. 

' Чрезвычайно важно уяснить себе, что величина, на которую 
переменная отличается от ее предела, несущественна, в то 
время как сам предел имеет первостепенное значение. Раз
ность между переменной и ее пределом может быть сделана 
как угодно малой и в конце концов ею можно будет прене
бречь и не рассматривать ее. Такой вывод может некоторым 
из читателей показаться неясным или неудовлетворительным. 
Однако, если рассматриваются только пределы переменных, 
то никаких затруднений возникнуть не может. 

885. Размеры величин. Для того чтобы определить размер 
какого-либо количества, мы должны сравнить его с принятым 
за единицу количеством такого же рода, что и данное. Срав
нивая' ООО ООО С

 М Ы Д ° л ж н ы будем сказать, что первое 

очень мало. Если же мы сравним I c i ООО ООО, то здесь при
дется сказать, что 1 очень мала. В случае же сравнения 

lbOOÖÖÖ с *000000 мы несомненно будем считать, что ука
занная дробь чрезвычайно мала. Вопрос о размере количества 
имеет весьма важное значение в дифференциальном исчислении 
и мы позднее познакомимся с ним достаточно близко. 

886. Переменные и пределы. Для того чтобы показать, 
каким образом переменная приближается к пределу, рассмот-
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рим три точки А, ВЛ и С, находящиеся на прямой линии 
(рис. 498). 

Пусть расстояние между точками А и С равняется 1; 
предположим, что положение точки Вп изменяется с течением 
времени и что в течение первого рассматриваемого интервала 
его Вп лежит посередине между À и С в точке _3Х. 

В течение следующего интервала положение подвижной 
точки Вп изменяется от Вг к _?2, причем точка /3 2 находится 
посередине между А и Вг; в течение третьего интервала точка 
Вп переходит из положения В2 в положение Bs, причем Ва, 

в свою очередь, так-
j °з . "г „' • - же находится посере

дине между А и В2. 
Мы можем, очевидно, 

Рис 498. _• 
г-ис. _-о. взяв достаточно боль

шое число интерва
лов, сделать точку Вп как угодно близкой к точке А. Таким 
образом, для первого интервала расстояние между А и Вп 

1 1 1 равняется -тг, для второго интервала - т - , для третьего - 5 - , 1 4 'о 

для четвертого и т. д. Взяв достаточно большое число 

интервалов, мы можем дробь, выражающую расстояние между 
В.п "и А, сделать как угодно малой, хотя бы например сделать 

ее подобной дроби "jTOQÔ ООО ' ^ о л и к а к а я _ л и б о переменная 
убывает указанным образом, т. е. так, что ее величина в конце 
концов делается и остается меньше любой, какой угодно малой, 
наперед заданной величины, то мы говорим, что данная пере
менная стремится к пределу, равному нулю. 

Рассмотрим теперь расстояние между точками Вп и С, 
изменяющееся по мере того, как число интервалов возра
стает. В этом случае 

для первого интервала В\С = - j - = 0,5 

3 
„ второго „ . . . . . , В£ — -j- = 0,75 

7 
„ третьего .„ . . . . . . . /3 3С = - g - — 0,875 

15 
,, четвертого „ . . . . . . % ßjG — yg- 0,9375 
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для пятого интервала • . . . . . . ВйС = — 0,96875 - 3 ! 
32 

63 „ шестого „ ВВС — 0,984375. 

Из предыдущего следует, что величина указанного рас
стояния от В„ до С постепенно приближается к 1, по мере' 
того как число интервалов возрастает. Чем больше будет рас
сматриваемых интервалов, тем ближе значение расстояния 
будет подходить к единице. 

Таким образом 1 является предельным значением рассто
яния от Вп до С. Взяв достаточно большое число интервалов, 
мы можем сделать значение переменной как угодно близким 
к единице. Числа 0 и 1 являются соответственно пределами 
переменных расстояний от ' В„ до Л и от В„ до С, которые 
сами выражаются дробными числами. Пользование этими 
пределами гораздо удобнее, чем значениями указанных рас
стояний, 

887. Понятие о пределе. Для иллюстрации связи между 
переменной и ее пределом служит нижеследующий пример. 

Кверху брошен мяч, причем соотношение между высотой 
его в метрах А и временем под'ьема в секундах t дано 
в виде равенства 

h = 46t— 4,9ü3. 

Найти скорость спустя 3 секунды после начала полета. 
Рассмотрим интервал времени, начинающийся в момент 

после 3 сек.; пусть 0,01 сек. величина интервала. 
Если 

1 = 3, то А = 4 6 - 3 — 4,9- 3 2 = 93,9 (1) 
Если 

t = 3,01, h —Mo- 3,01 — 4,9 • 3 ,01 2 « 94,06551. (2) 

Разность высот (h), равная 0,16551, соответствует разности 
времени it = 0,01 сек. Средняя скорость изменения высоты 
в интервале от £ = 3 до £ = 3 , 0 1 равна 

0,16551 л с с С л i • ^ = 16,551 м( сек. 

Пусть продолжительность интервала делается все меньше и 
меньше, т. е. пусть она приближается k пределу, равному нулю. 
Таким же путем, какой применялся выше, вычислим среднюю 

42 С в р т о ч в и к для инженера. 
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скорость изменения высоты (Л) для каждого из интервалов w 
составим таблицу этих средних скоростей; при этом обозна
чим разность высот через Д.Л, а интервал времени — через А/ 

Л Л 
U ДА _ Т 7 -

, 0,01 0,16551 16,551 
0,001 0,0165951 16,5951 
0,0001 0,001659951 Л 6,59951 
0,00001 0 000*6599951 16,599951 
0,000001 0,0000165999951 16,5999951 

По мере того, как А/ берется все меньше и меньше, ско-

дл 
рость д-^ все ближе стремится к некоторому предельному 
числу. Наблюдая за изменением величины ~ ~ , можно скорее 
всего предположить, что указанным предельным числом 
будет 16,6. 

Для того чтобы найти это предельное число, мы можем 
продолжать рассуждение следующим образом: 

Вместо того, чтобы давать символу A if численные значения, 
произведем исследование в общем виде при помощи алгебра
ических действий, рассматривая уравнение 

h = 46 / — 4,9f t (1) 
Если t возрастает до значения / - j - Д / , т ° Л соответственно 

увеличивается до значения / i-f-Д/г, ибо возрастание t вызы
вает изменение величины h, зависящей от алгебраического 
соотношения между h и /. Поэтому имеем 

А + Д Л = 460-Ь-Д/)— 4 , 9 . ' Н - А ^ = 
= 4 6 / - | - 4 6 Д / — 4 , 9 / ; ! - - 9,8/Д/ — Д4,9/ 3 / ^ 

Вычитая (1) из (2), получаем 
Д Л = 4 б Д / — 9,8/Д/ — 4,9 Д Л 

Делим это выражение на А/: 

^ = 4 6 - 9 , 8 / - 4 , 9 А/. 

ДА 
Пусть теперь А/стремится к нулю. Тогда отношение.-д— прибли
жается к выражению (46 — 9,8/), которое и является точным 
предельным значением средней скорости, к которому послед
няя стремится при А/ приближающейся к нулю. Другим ело-
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вами, выражение 46—9,8 _—4,9 A t дает среднюю скорость 
возрастания для любого интервала k-t, в то время как выра
жение 46 — 9,8-, в свою очередь, дает точное значение ско
рости возрастания в моменты времени t. 

Для момента _ = 3 выражение 46 — 9,81 дает 46 — 29,4 = 
лес ДД 

= 16,6, что и является поэтому пределом отношения д—. опре
делявшегося в численном примере этого п". 

Необходимо заметить, что выражение ~ , вообще говоря, 

не стремится к нулю, несмотря на то, что величины àt и ДЛ 
стремятся к пределу, равному нулю. 

Совершенно необходимо, чтобы предыдущее объяснение 
было бы отчетливо понято. Если здесь имеются какие-либо 
затруднения, следует вернуться к приведенному выше в1 на-

« стоящем п° примеру и продолжить составление таблицы зна
чений à.t, А Л и -д— до тех пор, пока не станет очевидным, 
что А* и А/, беспредельно уменьшаются, а их отношение 
~ стремится к некоторой определенной величине,как к сво
ему пределу. 

Рассмотрим предел некоторогов ыражения, например. 
# —10 4 - 1 ООО ООО Д л.-4-1 ООО ООО ООО А х-> 

На первый взгляд кажется, что можно не ожидать, что это 
выражение, имеющее столь большие коэффициенты, будет 
при Ах, приближающемся к нулю, само приближаться к 10, 
как к своему пределу. Однако, не доверяя первому впечатле
нию, исследуем, что будет происходить указанным выраже
нием по мере того, как мы будем брать Ддг все меньшем и 
меньшим. Имеем; 

Д* = 0,1 « = 10 4 100000 + 10003000 =*' 1010С010 
Д.* =-0,01 i/==10 4-10С00 + ШО0О = 110010 
Ад: = 0,001 V = "W 4 Ю-О 4- 1000 -= 2010 
- л = 0,0-01 » = 10 + 1 0 0 + 1 0 • • « = - • 120 
ах = 0,000001 у~ 10 + 1 + 0 0 0 1 = 11,001 
ùx = 0,000.03001 и => 10 + 0,001 + 0,0.0000001 == 10.001G00001 

« Д л - - 0,000000000001 « = 10 + 0,000.01 +0.000000000000.01 = 
= 10,000001000000001. • 

Продолжая уменьшать А*, т. е. заставляя Дл- приближаться 
к нулю, как к пределу, мы можем сделать величину у как 
угодно близкой к 10. Приведенный пример должен помочь 

42* 
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нам уяснить, каким образом выражение с чрезвычайно боль
шими коэффициентами может приближаться к некоторому ма
лому числу как к пределу в том случае, когда переменная, 
входящая в выражение, стремится к пределу, равному нулю. 

Символ А х-* 0 или А х = 0 читается таким образом—„дельта 
х стремится к пределу, равному нулю", или так — „предел 
дельта дг есть нуль". , 

888. Графическая иллюстрация. Пусть Р(2,1)и (2-j-А дг, 
1-\~Ау) — две точки на кривой, уравнение которой е с т ь # = 
= f(x), а прямая CD — секущая, проведенная через точки Р 

и Рг. Тогда, как это видно на 
Au 

рис. 499, выражение ^ представ* 
ляет собою наклон секущей CD: 

Это отношение, кроме того, яв
ляется средней скоростью возра
стания функции на интервале Адг. 

По мере того как Ах прибли
жается к пределу, равному нулю, 
точка Р1 стремится в свою очередь 
к своему предельному положению Р. 
Тогда секущая, проходящая через 
точки Р и Рг, вращаясь около 
точки Р, приближается к своему 
AB, которая является касательной 

к данной кривой в точке Р. Эта касательная представляет 
собою точное предельное положение секущей, к которому она 
стремится по мере того, как Ал; приближается к нулю; наклон 
же касательной является точный значением предела к кото-

рому стремится величина выражения в том случае, когда 
Ах приближается к нулю. 

Наклон касательной, проходящей через какую угодно точку 
кривой,являтся в то же время и наклоном кривой в точке касания. 

Пример. Найти скорость изменения функции у по отношению к неза
висимой переменной се при ю = 3, если 

42/ = * 2 - 2 л - - И , . (1) 
Пусть (œ0, ул) — координаты некоторой точки кривой, выражающей фун

кцию у, тогда 4#о == хо2 — 2л'о -f- 4. ' * 
Если* на этой кривой' взята какая-либо другая точко с координатами 

[Хй-f-ùx, ffo-j-hy)t то равенство (1) получает вид 
4 (Уо + ав) = (*о + ' д * ) 2 - 2(* 0 + Д -v) + 4 ' (2), 

Ьуц + Щ - х0Ч- 2 х0Ах -j- Ах* _ - ?Д* - f i 

Рис. 499. 

предельному положению 
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Вычитая (1) из (2), имеем: 

4 Ьу = 2.v0 Длт — 2 \х + ДлЛ 
Делим последнее равенство на 4Ддг, 

Дл; 2 2 + л ' 
Если Д.. приближается к нулю, то 

Ду Л 0 1 ' 
-т^ стремится к -g — . 

Тогда, при л'о = 3 

Последнее означает, что в той точке рассматриваемой крйнЬй, для которой 
.v = 3, скорости изменения у я х одинаковы, или, другими словами, что 
наклон касательной в этой точке равен 1. 

Глава Kill 

ОСНОВНЫЕ ПРАВИЛА ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ. 

889.' Производная. Дана функция у независимой перемен
ной х) а также два соответствующих друг другу значения х 
и у; если л: получает приращение _ Дл", которое вызывает по
явление приращения à.y у переменной у, то предел отноше-

Д.г/ . . . 
ния -д-^-, при Дл?, стремящемся к пределу, равному нулю, на

зывается производной у по х. 
Символ для обозначения производной у по х пишется так: 

dy 
dx'. 

То же самое выражается и иначе: 

[459] ах д m -> о L 

f(x-\-bx)-f{x) 
Ах 

Таким образом 
d(4x*-\~3x) ±* lim 

д w -> о 

[4 (х ~|г А.у) 2 - ( - 3 (х -I- А*)1 - [4г 2 + . З У ] . , 

Дл

или 
[460] 

aV ,, Ду 
-T-==lim . - г — . 
ах дж-̂ 6 Длг 
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890. Значение пределов. Исходя из того, что было уже 
сказано о пределах, читатель вероятно оценит степень их важ
ности; в противном случае следует восстановить в памяти те 
отделы, где они разбирались (п° 887). 

Если разность между переменной величиной х и постоян
ной С постоянно делается меньше любого как угодно малого 
значащего числа и таковой остается, то говорят, что перемен
ная х стремится к пределу С. В этом случае, разумеется, 
рассматриваются абсолютные значения разности, а знак их 
во внимание не принимается. 

891. Дифференцирование. Действие, посредством которого 
находят производную фулкции, называется дифференцирова
ние». Это действие равносильно тому, которое производят, 
чтобы найги выражение для скорости изменения в данный 
момент, для скорости движения или для наклона линии. 

'Производная многочленного алгебраического выражения 
может быть всегда найдена по способу, изложенному в п° 889; 
однако, ниже будут даны более быстрые и менее сложные 
методы определения производных, которые охватят все эле
ментарные типы алгебраических, логарифмических и тригоно
метрических функций. 

т . du 
1ак как выражение при подстановке в него координат 

(*oi #о) какой-либо точки кривой дает наклон ее в этой точке, 
то уравнение касательной к указанной кривой, проведенной 
через точку (х0, у0), выражается так: 

du' [461] 
dx (x — xQ), 

ai = et 0 

У - Vi 

а уравнение нормали—• таким образом: 

1 [462) 
dy 
dx 

(х—х0)'. 

а> = а?0 

V-Vs 

См. аналитическую геометрию (пп° 795 и 798). 
892. Производная постоянной величины. Производная по

стоянной 
dC 
~3х = 0. 



Влияние постоянного слагаемого m 
Так как постоянная С не изменяется при изменении х на 

величину Дл-, то ее приращение А С равно нулю, т. е. 

А С 

Дл- = 0-, 

Поэтому 

[М8] 
ах 

Так как равенство у = С является уравнением прямой ли
нии, параллельной оси X, то наклон в этом случае в любой 
точке равен нулю. 

893. Производная переменной, взятая по этой ж е пере
менной. Производная переменной, взятая по ней самой, оавна 
единице. 

Если у — х, то 
dy dx j 

ах dx ' 
А * . ибо 7 = 

Так 
= дг,'и &у 
как 

Ду û t 
Длт ~ АЛ-

= 1 

то 
= 1 , 

Рис. 500. 

Это соотношение можно видеть на рис. 500. 
894. Влияние постоянного слагаемого. Пусть выражение 

F(x) представляет собою некоторую функцию от л\ 
Рассмотрим равенство 

y~F(x) + C. 

Очевидно, что С исчезает при вычитании, производимом 

для получения Ду (п° 888). Следовательно, выражение - ~ ~ , а от-

dii 
сюда и -f- имеют ту же величину, что и при дифференциро-

ах. 
вании функции y—F{x), не содержащей величины С, 

Наклон касательных к двум кривым, проведенным в точ
ках Р и Рх (рис. 501), одинаков для любого значения л-о, вхо
дящего в оба уравнения, выражающие кривые. Прибавленная 
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постоянная величина 5 только передвигает кривую на 5 еди
ниц кверху. Наклон касательной не меняется, так как кривая. 

, перемещается параллельно самой 
себе, а касательная остается парал
лельной своему первоначальному 
положению. Следовательно, вели
чина производной одинакова в обо
их случаях. 

895. Производная произведения 
функции на постоянную величину. 
Производная произведения постоян
ной на функцию от переменной 
по этой переменной равна произве
дению постоянной на произдодную 
функции, т. е. 

d[Cf(x)] _cd[f(x)] 
Рис. SOI. dx dx ' 

что видно из следующего: пусть у — С • / (л-), тогда 
y + ày^Cfixi-Ax), 

ày^C[f(x + àx)~f(x)], 
откуда 

Д ^ - Г f + 
àx~"U àx 

Переходя к пределу, получим 

1464] 

20- // 
16- /// 
12-

Ч я. ч! 
1Л 

\ 

0 
—J-jj-1 

dy = cä[f(x)\ t 

dx dx 

896. Производная степени. Имеем выражение у~х\ 
Пусть дг = д-0, тогда 

# о - f by = .(хо + Ад:)2 = л-0

2 -1- 2л-0 - Дд: + Ал а . 
Вычитая ^о = л-0

2, имеем 

Разделйй на Дд-, получим 

^|==2д- ( ) -Ь Ад;. 
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- 7 ^ = 2*0 

Пусть Д.. стремится к 0; тогда 

dx 
для любой точки хй. 

Скорость изменения ординат для точки х — 2 есть отно
шение 4 : 1 . 

Скорость изменения ординат для точки л- = 3 есть отно
шение 6 : 1 . 

Скорость изменения ординат для точки х~4 есть отно
шение 8 : 1 . 

4 3 2 I О I 2 3 4 

16 

dy 
dx 8 -

4 - / 8 

Л 
4 3. 2 i С 3 1 2 3 * 

Рис. 502. 

Таким же путем, какой мы применяли для разыскания про
изводной выражения у — х 2 , мы найдем производную и функ
ции у — д:8. 

в любой точке л-(); если 'у — х\ то 

« f r - 4 * 8 

в любой точке х0; вообще, если п. — любое положительное 
целое число и мы имеем у = х'\ то 

[465] 

для любой ТОЧКИ Xq. 

dx •пх0 

п-1 • 
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Глава XLIÎL 

ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ. 

897. Дифференцирование суммы. Пусть и есть функция 
от х (например л:2), a v — какая-либо иная функция от х (на
пример 2х)\ кроме того пусть 

у = и _|_ IJJ , 

Приращения Ду, Дц, Ди переменных у, и, v соответствуют 
приращению Ах независимой переменной х. 

. Пусть 
У о = Щ + Щ • 

Положим теперь 
х = х0 - |- А * . 

При этом имеем 
iA) + % = "о + Ä " + *>о + й ^ • 

Вычитая у0 = и0 - j - vQ, получаем 
Дцг = Д ц -|- . 

Разделив на Адг, имеем: 
Д^ Au . Ди 
Ддг~Длг"'~Дл:" 

Пусть Длг стремится к нулю; тогда 

[466] ^ = ^ £ _ | _ ^ . 
с?лг etc 1 ах 

Производная суммы двух функций есть сумма кг про
изводных. 

Таким же образом, имеем 
d (и -4- v — w) du ,dv dzo 

dx dx dx dx 
Пример. Найдем производную выражения 

g = -I- 2.v2 - 5.v -I- 9 . 
Такая функция соответствует выражению 

g — и +.г> — W -4- с 
cfy , d^x*) d(5x) , d(9) 
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Производная суммы любою числа функции равна алге
браической сумме их производных. 

Эти функции обозначаются весьма разнообразно: иногда 
через буквы и, v, w, или символами F(x), f(x) и т. д., в дру
гих случаях они даются в виде цалых выражений, например 
xi-\-2ax, ха и т. д. Как бы они ни были заданы, указанное 
правило определения производной суммы функций остается 
в силе. 

893. Производная степени. Пусть у~и'\ где n — положи
тельное целое число, и—любая' функция от л: 

, у-ГАу = (и + Д ц ) \ 

Разлагая выражение (и |-Ди)" по формуле бинома, полу
чаем 

i . n i 11-1 i i П (П 1) м — 2 i n i i i и 

у -|- Ау = и ~\~п - и Au j T 2 ~ и ' и "г• • ' Т" А " • 

ВычиТа'я у = ип, имеем: 

А " — 1 л I
 П ( П

 V Н — 2 А п ! I А '» 

Ay = n • и Au -| ~Г~2~ ' Д и " ~ г Аа . 

Разделив на А г , получим 
А 7 n - r i A u i n ( n —1) « _ 2 л Au 
Д.С Д.г 1-2 A.v 

При приближении Ах к 0, Au также приближается к 0, т. е. 
г а £.чл dy n — t du 
[467] dT~n-U 'dx-' 

Если u = x, что представляет собою частный случай, то 

g-S 
и 

Можно показать, что эта формула остается справедлива 
при любом постоянном п, и таким образом мы имеем следую
щее правило. 

Производная функции, возведенной в некоторую степень, 
показатель которой есть положительное, отрицательное, 
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дробное или даже иррациональное постоянное число, равна 
произведению показателя степени на функцию в степени, 
уменьшенной На единицу, умноженному на производную са
мой функции. 

Таким образом, если п есть положительная дробь то 

[468] <k^JL.u

£«~\i±. 
L ах q dx 

Таким же образом, если u—отрицательно и равно — пг, то 
— m 

у = и 
dy._ , - m ~ i d« 
dx dx ' 

3 
Если u = x, a n-==-~^t то 

у=*х 

dx ~ 4 х * dx ~ 4 Х 

i 

Если у = У х, у = х2 

dy_=l_ _ 1 
d*. 2 Х 2 ~ 2 У х ' 

ЕСЛИ у = А, и = х~* 

dx л 4 

Если у — (л:2-}-3)8, то это выражение можно представить 
так: 

ii—o,,» du 

dx~äU 'Тх 
r'u rf(*»4~3) 0 
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Следовательно 

& = 3 (*в 3 ) 2 . 2х = бх (** + З) 2 . 

899. Дифференцирование функции от функции. Пусть и —• 
функция от л - , а у — функция от ц . В этом случае и изме
няется в Р а з быстрее, чем х, а у—в —- раз быстрее, 

чем и. Поэтему, очевидно, у изменяется в ^ • ~ быстрее 

чем х. 
Отсюда 

Переходя к простому арифметическому примеру, увидим 
следующее: если у, например, изменяется в 4 раза быстрее, 
чем и, а и — в б раз быстрее, чем х, то у изменяется 
в (4 X 6) = 24, раза быстрее, чем х. • 

Распространим сказанное на функцию от функции, когда 
последняя также является функцией от функции. 

Если х — функция от /, г—функция от х, у—'функция 
от z, то 

[ « » ] % й - ; ; ; - " ; -

Таким же образом, для любого числа функций от функций 
производная имеет вид 

d t • • • d t -

Если t—независимая переменная, у-—последняя по по
рядку функция, то в равенство [471] следует проставить над
лежащим образом числители и знаменатели. 

Пример. Нагревают стальной стержень. Длина его есть функция его 
температуры, которая в свою очередь является функцией времени В этом 
случае длина стержня есть функция от функции при независимой перемен
ной if. Скорость изменения длины стержня в секунду равна произведению 
скорости изменения длины для одного градуса и скорости увеличения тем
пературы в секунду. 

В графике, соответствующем функции от функции, наклон 
функции у по отношению к независимой переменной х рав
няется величине наклона у по отношению к и, умноженной на 
величину наклона u по отношению к х. 
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900. Графическое изображеяие функций от функций. 
При рассмотрении в координатной системе соотношений между 
тремя переменными у, х и t, из которых х есть функция 
от t, а у — функция от дг, получается весьма простой 
способ, выясняющий связь между функциями от функ
ций. 

Не следует смешивать это соотношение с тем, которое 
соответствует кривой в пространстве. 

Пусть скорость измене
ния л- по отношению / (рис. 
503) 

AB Д v 
АС "дГ ' 

скорость изменения у отно
сительно X 

FE_ Ду 
DE. Д-г ' 

Скорость же изменения у 
относительно / 

JH àt • 

JH~AC 
FE 
DE д* 

Тогда 

Дд: 
A ï 

"дТ* 

Предположим, что скорость изменения д: относится к ско
рости изменения / как 11)г : 1. Примем за единицу длины для 
измерения наклона отрезок на прямой ОТ; т. е. пусть АС — 1, 

AB — , а также и DE = 1~. 

Положим, скорость изменения у относится к скорости изме-

нения х как 2 : 1 ; тогда EF— 1— X 2 == 3 . 

Имеем EF—JG — 3; кроме того JH — 1, будучи равно еди
нице длины на оси ОТ, с которой мы начали наше построе
ние. Отсюда следует 
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Пример, Продифференцируем 

Yï+x = (a + x)T. 

Положим (а 4 х) = ц . Тогда 
i _ _ i 

dx. du dx 2U Л 1 ' 

Подставляя значение и, взятое выше, получим: 
1 1 

901. Производная функции, возведелной в некоторую сте
пень, может быть найдена при помощи формулы для производ
ной функции от функции. 

Пусть у — и", где n — положительное целое число, a u —• 
любая функция от х. 

Из формулы для производной функции от функции имеем 

ûi^êi.êi, г 4 6 9 1 

. dx du dx L J 

Если x получает приращение Ах, то у и и получают со
ответственно приращения Ау и Дц. 

y - f t y = (« + A n ) w . 

Разлагая (и-\~Аи)п по формуле бинома, получаем 

у + Д 7 = ц« + n • u " " 1 Ди H- и" - 2 Ди» - f . . , - j - Au». 

Вычитая у — и", имеем: 

Ay = n • u • Д м - | y - ™ ' . . . и • àu"~\-... - ) -A u. 

Деля на Au, имеем 

A;y « - i i — 1 ) « - 2 л i i л " - i 

„ n . и _|_ — - и • Au 4- . . . -f- л « 

При приближении Au к 0, приближается к n - u " - 1 * 
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Поэтому, 
dy 
du 

Подставляя эту величину в выражение 

dx du dx 
получаем 

dy n-г du гл&чл 
Т х = п.и [467] 

902. Производная произведения двух функций. Рассмот
рим две функции от х, например (х2-{-3) и (л - 2 - ( -5х - | -9) . 

Произведение их 

# = ф 2 + 3 ) (* 2 + 5* + 9 ) . 

Мы могли бы конечно сначала произвести указанное пере
множение, а затем и найти искомую производную обычным 
путем (т. е. производную суммы), однако более быстрый спо
соб заключается в следующем: 

Пусть у = и Х » | где и и v — две функции, являющиеся 
сомножителями. 

Пусть х = ха, т. е. пусть х имеет некоторое определенное 
значение. 

Тогда 
у о = щ X v 0 . 

Пусть х получает приращение Ах, тогда 

У о + by = К + А") (*»о + M 
— H0Wo ~Ь vn' bu -f- uQ àv - | - Au Av. 

Вычитая y0 == получим 
Ay = o 0 Au -\- u0 Av - j - Ли Av. 

Разделив на Ax, получаем 

Ay Au . Av , . Av 
^ = ^ « о + ^ + А ц — . 

Пусть Дл- приближается к 0. 
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Тогда ^Дн- j . также приближается к 0, причем полу

чается следующее выражение: 

M 7 0 1 dy. du . dv 
ax dx dx 

Применяем ату формулу к примеру, приведенному в начале п". 
Пусть и -~ x" I - 3; v = х- • | • 5-v -|- 9. 
Тогда• 

f/л- - г / л - * 1 ' rfr 

f / ï Я Д Г 

J = (л 2 f-3)(2r [-5) -I-(л-Ч 5л--! 9 ) (2л - ) -

; -4л ! > I - 15л-- -1 24л- - j - 15 . 

Перемножение данных (функций друг на друга до диффе
ренцирования дает д* - |~5х а -1- 12л- ~| - 15 v - j•- 27. При дифферен
цировании последнего выражения как суммы получаем про
изводную: 4дг8 • |-15л*'2-|-24дг~|-15. Получили такой же самый 
результат, какой был получен при помощи формулы производ
ной *ля произведения функций. 

Пример. Продифференцируем у = (х -| 1)Г| (2х — I / 1 . 

t U - r iP ' / ( 2 r 1 ) : ' : (2-v l ) : i dS*+M dv- u.v Ux 

= (v - | - 1)" • 3 (2v 1 ) 2 . - ( ~ ^ - | - (2.v 1)» • 5 (.v -I-1)'' i i i i Ü 
« 6 (.v - f l)ß (2* - 1)? -1- 5 (2.V- - l)a (д- + 1 ) 1 

(2* - - 1 ) 4 « H" 1 )416* "H). 

Наклон графика функции y — u- v равняется функции и, 
умноженной на величину наклона функции v~f(x), плюс 
функция v, умноженная на величину наклона функции и ~F(x). 

Производная произведения двух функции равна первой 
функции, умноженной на производную второй, плюс вторая 
функция, умноженная на производную первой. 

903. Пример произведения двух функций. Пусть дг и у— 
переменные значения двух сторон прямоугольника; нужно 
узнать, с какой скоростью изменяется величина площади 

43 Справочник для iniatoiiojm. 



674 Дифференцирование алгебраических функций 

этого прямоугольника, равная произведению двух его сторон, 
являющихся функциями времени. 

Пусть А0 — величина площади прямоугольника, a х0, у о — 
значения сторон его в некоторый момент времени t0. Спустя 
некоторый промежуток времени At, т. е. в момент tQ~\-Atf 

будем иметь 
А0 -I- АА = (ДГ0 + А х ) (уо 4" д # ) = * о Уо + *о Д # + # о А * + л * аУ 

АА = xQ Ay - j - З й Ах 4- A r • Ay. 

Так как каждая переменная изменяется в зависимости от 
времени то 

АА Ai; , Ах , . А г / 

~АТ - х° ~Tt ~ h 7 , ) "AT " h v ~Д7 ' 
Последнее выражение пред

ставляет собою среднюю ско
рость изменения величины пло
щади по отношению ко вре
мени. Скорость изменения пло
щади в данный момент есть пре
дел этого выражения при при
ближении At к нулю (рис. 504). 

Указанный предел выра
жается так: 

а\А _ dy , dx_ 
dt ~X'~3t~^~ 9~dP 

т. е. он равен длине прямоугольника, умноженной на скорость 
изменения ширины его плюс ширина прямоугольника, умно
женная на скорость изменения длины. 

Пример. Дано 

Найдем производную. 
Данное выражение можно написать так: 

i _ 1 

Из формулы для дифференцирования произведения имеем 

Xr, Л у \у 

Рис. 504. 
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Так как 

Л - 1 

(1 + a V 

dx" 3 
г." -V dx 2 

то 

Л/ — х2 , Зл- " 
_ .,• -] т 

( 1 + * 2 ) 2 2 ( 1 + . у ^ 2 

_ з У~Т V1F 
2 У 1 + х* У(1-f-*3)s" 

904. Производная произведения нескольких функций. 
Производная произведения конечного числа функций есть 
сумма произведений, получающихся посредством умножения 
производной каждой из данных функций на произведение всех 
остальных. Таким образом, если 

у = ц • v • ги, 
то 
г л m du du , dv j dw 
[473] , -ft ^vw -j^ + uw -j-. + uv-j^. 

905. Другой вид формулы для производной произведения. 
Если 

y = wv, 
то 

dy dv , du 
dx dx dx' 

Разделив обе части последнего равенства на у, получим 

Г4741 A. jdy. Ü 4?L _J iü. — *L JL EU |_ JL ^ u 

у dx у dx у dx v dx и dx' 
Таким же образом, если 

у = и • v • XV, 
то 
\L1K\ 1 dy 1 du , 1 jdv_ j 1 ç fo 

u с/л- u rf,t ' о t/лг ги dx ' 
43* 
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Вычитая ( 1 ) из (2), получаем 

т/„ vu (v0 I • A w ) 

Разделив на А д - , получим 
А ц A w 

Дл- vü\v0-\:&v) 

Пусть А л : приближается к нулю. Тогда 

j I u \ da dv 

r 4 7 6 i sit = \ w / r r,, v <i -; " 

Пример 7, Продифференцировать выражение 

.v — 1 
• V = = 2л-

2л- f / ' l V 1 ; Гд- l , ' ^ ' 

следовательно 

dx = " ixi 

d(x~l) _ , ( /2 .v) 
</.r " ' ' dx tZ'~J" 

dp 2x-2(x- 1 ) ^ 1 

Пример 2. Продифференцировать выражение 

Каждый член этого равенства заключает n себе только 
одну переменную, что упрощает составление производной для 
произведения любого числа переменных. 

906. Производная частного от деления двух функций. 
Дано 

Положим .v — л-,,; тогда 

//о I .'/ " . . Л г , - (2) 
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Даем нашему выражению такой вид 

( 1 + * ) * 

Так как данное выражение есть частное от деления двух функций, то 

4 

dy dx dx 

так как 

dx 1 -f x 

1 

dit—xi - 1 Г~ ( d x \ — 1 
dx 2 -- -' V, dx I 2 Y'T^-'x 

I 

dx 1 \ dx ) 2 Y 1 + x 

dy ^ „ у т + г _ У T ^ T 
rfj: 2 YT^7(\ + *) 2 / Tïp7( 1 - j - л-) 

— 1 

907. Наклон кривой, заданной уравнением в общем виде 
Ах* -{- Вху -|- Q , 2 + Dx - f + F = О, 

в некоторой ее точке Рг(хи ух). 
Возьмем какую-либо другую точку на данной кривой, 

например точку Qfo- f - ^xi} у^ ~\-Ау{), лежащую вблизи первой 
точки Pv и подставим значения координаты обеих точек 
в уравнение. Имеем: 

Ax^Bx.yrl-Cy^+Dx^Ey^F-^O. (1) 

/х Ах)* -1-5 ( а +.Д*) (ух + Ау) -Ь С (у, -1- + 
+ D (x, + Ал-) + + Ay) + F= 0. (2) 

Раскрывая скобки в выражении (2) и вычитая затем (1) 
из (2), получим: 

Ау (Вх, - |- В Ах -\-2Cy, -I- СДу ~| ' Е) = 
. « — Дл(2-у4дга f /1Ад-- ; -%j~ | -ВАу-\ -D) , 

file://-/-2Cy
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откуда 
Ay _ 2Axx-rAb.x + Byi+BAy-\~D 
Ах Вхх В Ах - ; ~ 2 Су, - f САу-\-£' 

По мере того, как точка Q приближается к точке Рх, Ах 
и Ау приближаются к нулю, а предел отношения рав

ный некоторому числу m, представляет собою наклон каса
тельной к нашей кривой в точке Рх. 

Итак 
Г 4 7 7 1 M — ^ — 2 А * 1 + ДуН-£> 

есть наклон кривой в точке Рх (хи у.х). 
Уравнение касательной к кривой Ах2 -4- 5лт/ Q/~ -|- 23л -|-

4 ~ F = 0 в точке (хх, ух) поэтому выражается так: 

гато! 2 Ах, А-Вух-A-D , ч [478] у - у г = - 2С;ХвхХе{х-Х^ 
откуда 

2 С у м + Вхуу + Еу-2 Сух* -Вххух - 2?^ -
= — 2 А*!* —• Вухх — Z>x 4- 2 Ахх*-\~Вххух - -|- /Эх,. 

Преобразуя далее, имеем 

2 Ах х х - f В (хху -f- i^x) + 2 q , t f - f Dx 4- Еу -
= 2 Л х? + 2 Я х ^ -I- 2 Су г A- Dxx -|- 2 ^ . 

Прибавляя выражение Dxl-\-EytAr2F к обеим частям 
последнего равенства, получим: 

2 Аххх + + у хх) + 2 С а д 4" A * - b *i) + 4 - i / i ) + 2 f -
- 2 Л * ! 8 Ar 2 Вххух Ar 2 Сух* 4- 2 Dx x -f- 2 ifr j + 2 F . 

Разделив это равенство на 2, имеем 

АххХ 4- i? üittu* + с3 а 4- z> + Б м±Ш. i; F=s 0 

- Axt* Ar Вххух - | - < V + Яr , 4 - Еух - f F . 
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Так как точка (хи у{) лежит на кривой и стало быть пра
вая часть последнего равенства равна нулю, то уравнение 
касательной должно иметь следующий вид: 

[479] A Xlx + В ^L±liL _| C u i y Ar D - £ ± £ î - -|-

Это уравнение получится из уравнения данной кривой, 
если в нем заменить л й через XiX, у* через у$, ху через 
У1-к + М . > х ч е р е з

 X"][

2

Xl , у через y ~ ^ , V l • 

Изложенное в этом п* представляет собою доказательство 
правила, приведенного в п° 793. Все возможные примеры каса
тельных к кривым 2-го порядка могут быть разобраны при помо
щи последнего способа более просто, чем каким-либо другим 
путем. • 

Пример. Найти уравнение касательной к кривой 
.v3 + ху -\- ilß - 2х — 2у — 12 = О 

n точке х — 2. 
Чтобы найти значение у, соответствующее х — 2, подставим последнее 

в наше уравнение: 
4 - | - 2 х , + 4 у я ~ 4 - 2 у - _ 1 2 = 0 

4у* = 12; у = ± У 3 . 
Тогда уравнения касательной в точке (2, У 3 ) таково: 

2х -I- - 2 г / ! ~ , ] / 3 * _|- 4 V~Jy - (.v + 2) - ig + У T j - 1 2 = 0, [4791 

в точке же (2, — У 3 ) оно такое же самое, но знак при У 3 изменяется 
на обратный. 

908. Дифференцирование неявных функций. Во всех 
предыдущих случаях, за исключением последнего п°, функция 
всегда задавалась как явная функция от независимой пере
менной. Предположим теперь) что у есть неявная функция х 
и задается например уравнением 

*Ч-#---9-
Мы можем это выражение представить в явном виде 

или 
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2"7Ü : 2>7х ~° 

В первом уравнении у есть явная функция .v, а во вто
ром х — явная функция у. Для возможности дифференциро
вания вовсе нет необходимости выражать соотношение между 
переменными явным образом. 

Продифференцируем, например, обе части данного уравне
ния по X) при этом» получим: 

^ ! dy* 
dx ' dx 

dx du 
dx 

du 2 x x 
cTx 2] "ij" 

Если переменные входят в уравнение таким образом, что 
у без затруднений нельзя выразить как функцию X, мы можем 
найти производную у по х, применяя следующий порядок 
действий. 

Переносим все члены уравнения в одну часть равенства, 
а затем дифференцируем каждый член его в отдельности. 

Все члены полученного после дифференцирования выра-
^У . 

жения, содержащие переносим в левую часть равенства: 

все остальные члены—в правую часть. Выносим ^ за скобку 

в левой части равенства и делим обе части его на множи

тель левой части, стоящий при 

Применение этого способа будет понятно из решения сле
дующего примера. 

Пример, Продифференнировап» 

3Ï»-I- Sxhj + Ixiß + lOpS-f. 25 == 0. 

Дифференцируем каждый член в отдельности: 

ах 
d(5x*g)_ - dg 
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п ' d g 
Перенося псе члены с п одну сторону равенства, а остальные 

n другую, получим 

5.** < | -|- Ux3 j I - Щр , . - ( 9 л з -I- 10л 7 / f V ) . 

Вынося ~™ за скобку, имеем: 

- ^ - ( 5 . Г * + . 1 4 А Я - | , % • • ! ) = : - ( 9 . Ï " - I l (b v / | 7<г), 

откуда 

i v " " 5 х- -| 14 Av} -I- 3Ö0 3 " 

909. Дифференцирование общего уравнения кривой вто
рого п р я д к а . Общее уравнение имеет вид 

Ах* -1 Вху ~\-Су* Ar Dx -I- £ / / • f / * = 0. 

Так как второй член уравнения является произведением 
двух переменных, то его дифференцирование дает 

r/y i dx 
В 

Х dx ^ У dx 

Производя дифференцирование данного уравнения, имеем: 

а н- Вх~У \ By -r - f с М~+z? 4 5 + Д # 7 -I- о - о, 

dx ' с/л- 1 J dx 1 г/л- 1 dx 1 с/л- ' 

откуда получим: 
2Ах- е£Л Bx

<l;f-\-B„^A-2Cy.^ \ D ^ \ Е & - 0 
dx dx 1 dx ' J dx 1 dx dx 

или 

2 Ax j ifc • & - f % - | - 2 Q / ^ | - Z) • |- £ ^ == 0. 

r\ dy О к о н ч а т е л ь н о имеем для выражение 

d'L 2 / l .v : • ß'/] D 
dx ~ 2 C'y .Bx-\ E' 

совпадающее с результатом, полученным в n" 907. 
910. Производная от производной. Производная, вообще 

говоря, есть некоторая функция независимой переменной, 
следовательно может быть найдена .ее производная; такая 
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производная от производной называется второй производной 
от первоначальной функции. 

Если у = / ( * ) , то 
d(f[x\) dy 

Выражение 

d 

dx dx ' 

dx ) „ d^u 
обозначается символом dx dx* 

Этот символ не означает, что вторая производная есть 
квадрат первой производной; он лишь указывает на то обстоя
тельство, что было произведено повторное дифференцирова
ние, при котором производная первоначальной функции рас
сматривалась как зависимая переменная, дифференцируемая 
по независимой. 

Для выражения функции и ее производных обыкновенно 
употребляется и другое обозначение) а именно: 

/ (л:) означает функцию, 
f (х) означает ее производную, а 
/' (х) означает производную функции, f(x), 
f"(x) называется второй производной функции f(x). 
Таким же образом производная от f (х) называется третьей 

dau 
производной от f(x) и обозначается символом /"' (х) или . 

Пример. Если 

ÎB • 
dx ' 

^М. — 1 0 П . . ! 1 _ Й П . . - 8 

dx* 

911. Последовательное дифференцирование. Процесс на 
хождения производных от производных называется последо
вательным дифференцированием. 

Пример. 

дв_|_. 1 дв_|_. 
я 8 ' 

6*» — 

30*1 -1 - 1 2 л - - 5 

120*3 - 6 0 . Ï -
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.п — 3 

= „ ( „ - _ ! ) ( П _ 2 ) (п-Ъ) . . . in-r + \)xn~r-
dx1 

Если n является положительным целым числом и г — и, то 

912. Графики производных. В отделе аналитической гео
метрии были приведены общие формы квадратного, кубичного 
и степенного уравнений, а также были показаны изменения в их 
виде, происходящие вследствие перемещения кривых, выра
жаемых этими уравнениями. Те же самые принципы, что и 
в аналитической геометрии, можно применить для определения 
соотношения между кривой, соответствующей некоторой 
функции, и кривой, соответствующей ее производной. 

При дифференцировании функции вида у равен полиному от х 
мы установили, что кривая ее производной представляет собою 
кривую на одну степень ниже чем сама функция. Кривая 
производной от функции 2-ой степени есть прямая, а кривая 
производной от кубической функции есть кривая второго 
порядка, так как производная является функцией второго 
порядка от х. 

Рис, 505 показывает кривые производных, получившихся 
в результате последовательного дифференцирования простой 
степенной функции. 

913. График производной от общего вида квадратного 
уравнения у — ах% -J- Ьх - j - С. Дифференцируя данное уравне
ние, имеем 

Последнее выражение указывает на то, что кривая, соответ
ствующая производной данной нам функции, представляет 
собой прямую линию, уравнение которой 

у~2ах~\-Ь. 
Эта прямая имеет наклон, равный 2а, и отсекает на оси 

2ах+Ь. 

У отрезок b, а на оси X — у ] (рис. 506). 
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dx 

Если 

: Sax2-4- 2АЛГ 1-е. 

мы нанесем на рис. 
.„„ dy 
50о значения в виде орди
нат, то полученная при этом 
кривая представляет собою па
раболу, ибо равенство 

y = 3ax*-\-2hx~\-c 

есть уравнение параболы в яв
ной форме. 

Взяв основной график/у л-а 

и перенеся начало координат 
в точку (Л, k), а затем умно
жив ординаты на а', мы полу
чим кривую, выражаемую урав
нением Рис. 507. 

в котором 
У: !/х\-с', 

//» —4а'с' 
4а' [5]. 

Сравнивая полученное в общем виде уравнение с уравне
нием кривой производной данной кубической функции, мы 
видим, что 

а' За, . / / = 2Ь, с' = с. 

Подставив эти значения коэффициентов в [4] и [5], 
получим 

[480] Л " 
3« ' 

Ь^-Зас 
За ' 

С помощью преобразований можно основной график 
у г ~ . д-а превратить в график, выражающий кривую производ
ной любого кубического уравнения. 

914. График производной кубической функции 

у = ахя --|- Ьх" -{- ex~\~ d. 

Дифференцируя, получаем: 

dy „ 



686 Дифференцирование алгебраических функций 

Если Л положительно, получаем новое начало координат 
посредством перенесения старого в положительном направле
нии. Положение k точно также указывается ее знаком. 

Заметим, кроме того, что вертикальная шкала для у~ х-
умножается на За, a величины А и k вычисляются соответ
ственно этой новой шкале. 

30 

70-
M 

60 / * 
50-

/ 'з 
50- / i 

60а- / * 
/ 111 

40- / ï / ö 

5 0 а - 1 t / 
30- / * 

4 0 а - / '§ 
20- / Cs 

3 0 а -
ш - Ха

л 
20а. 

ш - / 3 

20а. 
2 

.••loo- 0 У 2 t 3 4 

Ъ У k = 15 Ъ 
Л = 1 

20 

'0 

Рие. 508. 

Имея в запасе несколько готовых графиков у — х-, можно 
легко построить кривую производной любого кубического 
уравнения указанного вида, найдя предварительно новое начало 
координат и новую шкалу. Рис. 508 показывает кривую 
производной функции у — хя -f- Зл- 2 —12х. 

915. .График производной уравнений вида 

у = ах*~\~Ьх* \-схп~ {-dx I-

Дифференцируя, имеем 

^ = 4ах» \~3bx*-\-~2cx -{-d 

е. 



График производной многочлена 4-ой степени 687 

Выражение, стоящее в правой части равенства, предста
вляет собою кубическую функцию. 

Из п° 237 следует, что посредством переноса начала коор
динат и сдвига график у — Xs может быть использован для 
получения графиков уравнений вида 

Подставляя в соответствующие равенства вместо а вели
чину 4а, ЗЬ вместо Ъ, 2с вместо с, мы можем найти также 

Рис. 509. 

новое начало координат и необходимое смещение данного 
графика, для которых наш график будет представлять собою 
кривую производной уравнения четвертой степени. 

Равенства, служащие для преобразования, получают в этом 
случае вид: 

Л 
Ь 

Та' 2а 8-1» 

±1Ъ* 
2а[ :,4йС) d 

4а / 
[481] 3fVa 

га ~ наклон линии смещения = 2с — 

Пример (рис, 509), Продифференцировать графическим путем 
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916. Графическое дифференцирование. Графическое диф
ференцирование состоит в простом построении некоторой 
новой кривой путем проведения ординат, величина которых 
находится для различных точек из выражения для наклона 
данной кривой. 

Для того чтобы графически продифференцировать данную 
кривую (рис. 510), следует тщательно провести касательные 
к ней в точках 1, 2, 3 и т. д., а затем составить отношение 
вертикальной стороны треугольников, показанных на рис. 510, 

про илвидпая Криви я 

Рис. 510. 

к горизонтальной стороне их. Величины этих отношений (т. е. 
наклонов), нанесенных на рисунке в виде ординат соответ
ствующих точек, определят положение кривой производной 
данной функции. В разбираемом случае горизонтальный 
отрезок в каждом из треугольников равен единице; поэтому 
вертикальные высоты их представляют собою ординаты. 

Таким образом ордината, соответствующая х 0, есть аа', 
а соответствующая точке х-~ 1 есть ЬЬ' и т. д. 

Кривая производной получается проведением кривой че
рез концы этих ординат. Следует иметь в виду, что здесь 
могут иметь место как положительные, так и отрицатель
ные наклоны, 

К сожалению, достаточно точное проведение касательной 
к кривой весьма затруднительно. Существуют другие способы, 
основанные на том же самом принципе, но лучше достигающие 
указанной цели. Они будут рассмотрены' ниже, 



Сравнение графика функции с графиком ее производной 689 

Не следует упускать из виду, что ординаты графика произ
водной, в сущности, показывают ту скорость изменения 
Ö данный момент, с которой возрастает ордината перво
начальной кривой при возрастании абсциссы на единицу. 

917. Проведение касательной к кривой в некоторой ее 
точке. Возьмем простой или пропорциональный циркуль и 

найдем центр кривизны. Совместим катет треугольника с пря
мой, проходящей через точку касания и найденный центр; 
приложим линейку к ги
потенузе треугольника, а 
затем передвинем тре
угольник в положение 
ABC и проведем в точке 
Р касательную AB (рис. 
511). 

918. Сравнение гра
фика функции с графиком 
ее производной. Рассмот
рим точки Р и Q (рис. 
512), лежащие весьма 'близ
ко друг от друга. Из 
'п° 888 мы узнали, что по 
мере того, как Q прибли
жается к точке Р, секу
щая PQ стремится к по
ложению касательной к 
кривой в точке Р (наклон 
секущей стремится к на
клону кривой в этой точке 
и представляет собою 
среднюю скорость изменения ординат в весьма малом интер
вале PK). 

44, Справочник для инженера. 
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Таким образом отношение 

РК~ pq ~ Р Г 

представляет собою среднюю скорость изменения. 
Поэтому 

QK^pq-p'P'.. 
Из этого соотношения следует, что отрезок QK по числен

ной величине равен площади полосы со сторонами р'Р' и 
pq. Точно так же площади последующих полос численно 
равны отрезкам RL, SM, TN и т. д., т. е. 

QK-\~ RL-\-SM А,- TN Ar ... — площади всех полос, 
вместе взятых — р'Р' • p'q Ar ч'О.' ' a'r' 4~ r'R' ' , / s ' ~\~ 
Если ширина полос непрерывно уменьшается, а число их 

возрастает (сумма указанных частей ординат будет при этом 
оставаться равной отрезку BU, находящемуся при первона
чальной кривой), то площадь всех полос, вместе взятых, будет 
стремиться к площади, расположенной под графиком производ
ной, как к своему пределу. 

Это весьма важное сравнение показывает, что разность 
ординат первоначальной кривой по численной величине рав
няется площади, заключенной между указанными ординатами, 
графиком производной и осью X. 

UB=*площадь p'P'U'u'. 
Это соотношение используется при графическом дифферен

цировании. • 
В этом случае, исходя из разности ординат первоначаль

ной кривой, строят площади полос, а затем проводят кривую. 
Пример. Дана кривая OABCD (рис. 513). Продифферен-. 

цировать ее графически. 
Прежде всего, делим расстояние между крайними ее орди

натами на полосы, каждая шириною 0,5 единиц. Первая 
ордината находится у точки А, находящаяся же против нее 
ордината кривой производной должна быть такой величины, 
чтобы площадь соответствующей полосы, выраженная в ква
дратных единицах, равнялась бы численно длине ординаты 
у точки А. Устанавливаем на циркуле для пропорционального 
деления отношение 2 : 1 и откладываем высоту прямоуголь
ников в два раза больше, чем отрезки Аа, Bb, Сс и т. д. 
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Можно провести плавную кривую, которая образует равные 
треугольные площадки, расположенные над кривой и под нею, 

Рис. 513. 

в результате чего наши прямоугольники и полоски, находя
щиеся под кривой и получившиеся после ее проведения, 
будут иметь равные площади. Проведенная 
таким образом кривая и есть кривая произ
водной. 

На рис. 514 проведена горизонтальная пря-_ 
мая так, чтобы заштрихованные площади С и 
D были равны друг другу. Таким образом 
наша кривая делит всю заштрихованную пло- С 
щадь на равные части. 

Отложим отрезок а'А' (рис. 513), равный 
удвоенной'длине аА. Это можно выполнить 
при помощи циркуля для пропорционального 
деления, установленного на отношение 2 : 1 . 
Затем отложим отрезок Ь'В', равный удвоенному — ЬВ, и т. д. 

Проведем.кривую через точки, расположенные указанным 
выше образом. Эта кривая будет представлять собою искомый 
график производной. 

44* 
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У 

•• З г г - j - бдс — 2 

dy ==-12 4 - 1 2 - 22 = наклон. 

Пусть à.x есть весьма малое расстояние от точки л' = 2 
до пересечения оси X с касательной, проведенной к кривой 
в той же точке, для которой абсцисса х =2. 

Примем, что часть графика от указанной точки касания до 
пересечения с осью X является прямой линией, т. е. график 

совпадает с касательной; тогда 
наклон его 

-=22, 

у - ф , ) откуда 

•• 0,09. 

В этом случае (т. е. счи
тая, что график совпадает с каса-

Рис. 515. тельной), график пересечет ось 
. X в некоторой точке, нахо

дящейся на расстоянии в 0,09 единицы от точки л- — 2 
(вправо от х = 2), поэтому 

л: «-2,09. 

Глава XLIV. 

ПРИЛОЖЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ. 

919. Вычисление приближенных значений корней урав
нения по методу Ньютона. Покажем применение метода 
Ньютона на каком-либо примере. 

Положим, нам дано уравнение 
лв + 3г в —2дг—14 = 0. 

Прежде всего начертим его график (п° 252). 
Этот график покажет, что -корень данного уравнения 

немного больше, чем 2: 
Подставим в ' данное - уравнение, а также в его первую 

производную, х — 2-

:8-ь12 — 4 —14 = » 1 - 2 

dx 
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Если хх есть первое приближенное значение корня урав
нения f(x) = О, то выражение 

[482] х /<*) 

представляет собою другое значение его, вообще говоря 
более близкое к действительному. Это действие можно повто
рить любое число раз. . 

- Для доказательства справедливости высказанного положе
ния поступаем так: строим график данного уравнения и нахо
дим первое приближенное значение л-j» После подстановки д-, 
в y=f(x) получаем 2 / = / ( * , ) . 

Обозначаем весьма малое расстояние от точки пересече
ния оси X с касательной, проведенной через точку P(xi, у) 
кривой, до точки x~xlt через Длг. 

Тогда наклон кривой в точке, соответствующей x = xit 

равен 

приближенно, 

следовательно 

УМ' 
Ал-

то 
Но так как Д о = = хг 

*з — А 1 

— Ах, 

[482] 

Пример. Найти приближенное 
значение корня уравнения 

x -s)- sin x — 3 = О, 
Пусп) 

- j =- х — 3, а iya = sin х. 
Тогда 

У — У1+9Л-

— — 
/ / 

л л 

"Ул" "" / i — s-; У "Ул" "" / i — s-; У / 
"Т й / 3 ^ 

1 L 
IT* й / «г* 

L 

••о 
•> / С—. 

••о ) / 

— — 

Рие. 516. 

Проводим графики выражений tfi«=-* — 3 и y 2 = sln.i' берется 
n радианах); складывая соответствующие ординаты этих двух, графиков, 
получим график выражения 

у вя X -f- sin X — 3. 

Йв рис. 51,6 видно, что значение корня близко к А '^=>2,2. 
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Тогда 
f(.4) = 2,2 + sin 2,2 — 3 = 0,009 
fixy) = 1 -I- cos 2,2 = 1 - 0,588 = 0,412 

0,009 
:2,2- • = 2,2 - 0,022. 

0,412 
x2 = 2,178 

есть искомое приближенное значение корня. 

Применение метода Ньютора к решению уравнений, не 
представляющих собою многочленов, дает весьма благоприят
ные результаты, в то время как для решения многочленных 
уравнений более пригоден способ Хорнера (п° 253). 

920. Скорость (в обычаем смысле) и векториальная 
скорость. Термин „скорость" имеет двоякий смысл. В одном 
случае под словом „скорость" понимают скорость движения 
(т. е. скорость, с которой изменяется проходимый движу
щимся телом путь) независимо от направления. В других же 
случаях слово, „скорость" означает скорость в определенном 
направлении; здесь, следовательно, последняя.представляет 
собою векториальную величину, обладающую как определен
ным направлением, так и определенными размерами.-

921. Перемещение. Изменение положения некрторо'й частицы 
называется ее перемещением. 

Пусть А и В (рис. 517) представляют собою два переме
щения одной и той же точки, причем Рг есть ее первоначаль
ное положение.' Проведя сначала от- ' 
резок PXP%, равный и параллельный А, • • 
а затем из точки Р 2 отрезок Р%РЯ, 

р и с 517. Рис. 518. 

равный и параллельный В, мы найдем такое одно перемеще
ние /?iP 3 , которое эквивалентно данным двум, А и В. 

Это результирующее перемещение может быть выражено 
диагональю параллелограмма, построенного на отрезках А 
и В, как на его. сторонах. 1 Оно изображено на рис. 517 как 
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замыкающая сторона треугольника, стороны которого суть А 
и В, и отмечено стрелкой, направленной в сторону, прямо проти
воположную направлению замыкающей стороны треугольника. 

Перемещение можно разложить на какое угодно число 
составляющих перемещений. Так, например,' перемещение Р\Р<л 
(рис. 518) можно разложить на составляющие, параллельные 
прямым Л и й . 

922. Прямолинейное движение. Рассмотрим движение 
точки Р по прямой линии AB (рис. 519). 

Пусть 5 есть расстояние точки Р до некоторой неподвиж
ной точки А; пусть, кроме того, t — время, за которое дви
жущаяся точка проходит расстря- o n 
ние АР, обозначаемое через s. Д 0

л

 ш Q 
Так как t почти всегда прини- Р Р ' 
мается за независимую перемен- Рис. 519. 
ную, то каждому значению t со
ответствует некоторое положение точки Р, а следовательно 
и некоторое расстояние s. s есть функция t, или 

Положим, что t получает приращение М, тогда s также 
получит приращение As. 

ТУ A s 

В таком случае - ~ = средняя скорость за промежуток 

времени At. 
Если Р движется равномерно, это отношение представляет 

собою постоянную величину и имеет одно и то же значение 
в любой момент времени. 

Если Р движется неравномерно, то скорость в данный 
момент (скорость изменения s по отношению к /) есть предел 
отношения когда At стремится к нулю. Таким образом 
.,.„, ,. às ds 
[483] « » I x m . T — g -

Указанная скорость есть первая производная пути по 
времени. 

Из опыта известно, что тело, падающее в пустоте волизи 
земной поверхности, подчиняется следующему закону: 

s-M^JLœ 4,905F, 

где *—пройденный путь в метрах, t — время в секундах. 
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Дадим if приращение A t . .Тогда s получит приращение As. 

s 1 - А ^ 9 - 8 1 ^ + А ^ = 4 , 9 0 5 ( Н - Д / ) ^ 

= 4 , 9 0 5 4 - 9 , 8 1 • t- Д/ + 4,905Д/ а . 

Вычитая s = 4,9051 2 , получим 

As = 9 , 8 1 + 4,905 • № . 

Разделив на àt, имеем среднюю скорость в интервале 
времени Д/: 

А4- = 9 , 8 Н -|-4,905 А/. 

Скорость в данный момент времени: 

* - 9 , 8 1 . < . 

Например, скорость в конце 10-ой секунды 

—- = 9,81 - 1 0 ^ 9 8 , 1 м\сек. 

923. Ускорение в прямолинейном движении. Скорость 
изменения скорости точки, движущейся по прямой, в зави
симости от времени, называется ускорением; последнее мы 
будем обозначать буквой а. Таким образом 

d(ds\ 

[ * т dt dt dV 

Пример. Вертикальная высота мяча, брошенного кверху со скоростью 
S0 м/сек, в конце t сек. равняется 

А = 501 — 4,905 >. 

v = —- = 50 - 9,81 ^ м/сек. 

d'*h 
а = i g = _ 9,81 ж/се/А 

Заметим, что скорость уменьшается по мере того, как поднимается 
мяч; вто" происходит вследствие того, что ускорение отрицательно. 

Мяч поднимается до того момента, когда скорость становится оавной 
нулю, т. е. 

dh ~п 



Кривые расстояний 697 

Тогда 
50 - 9,811 = О 

t = 5,1 сек. 

Мяч поднимается 5,1 сек. после того, как его бросили. 
Чтобы определить высоту, с которой он начнет падать обратно, найдем 

Л для t = 5,1 сек. 

А = 50 if — 4,905 Р 

, = 255 - 1 2 7 , 5 8 = 127,42 м. 

924. Кривые расстояний. Наклон кривой расстояний выра
жает скорость:-

ds , 
V ~ ~dl ~ скорость изменения s в зависимости от t. 

il 

! 
время t 

Рис. 522. 

ds 

со / dt 

пу
т

ь 

0 бремя ( 

Рис. 521 

время t 

Рис. 523. 

Если наклон представляет собою постоянную величину, 
скорость также постоянна (рис. 520). 

Если наклон изменяется, то и скорость представляет собою 
также переменную величину (рис,. 521), 
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925. Кривые скоростей. Наклон кривой на рис. 522 выра
жает ускорение, т. е. степень изменения скорости по отноше
нию ко времени. 

а — 
dv 
dt' 

•fê) 
dt df~ 

Если наклон имеет постоянную величину, то и ускорение 
постоянно. 

Если же есть переменная, наклон изменяется, по

этому и ускорение также изменяется (рис. 523). 
926. Угловая скорость и угловое 

ускорение. Рассмотрим точку, вращаю
щуюся около центра О (рис. 524). 

Пусть 0 угол, на который повер
нется отрезок ОР за время t, а си — 
угловая скорость, т. е. скорость изме
нения 0 в зависимости от времени 
(О выражено в радианах). 

Тогда 
[485] угловая скорость ==-ш — — . 

Рис. 524. 

Угловое ускорение а, т. е. ско
рость изменения угловой скорости по 
отношению ко времени, выражается так: 

diu 
[486] угловое ускорение = <х === — = dt) 

dt 
d-ö 

: dë 

В этом случае, когда задается число оборотов в минуту п, 
вместо угловой скорости ш можно пользоваться равенством 

2 тс п 
щ = = ~ ~ 6 0 ~ радиан в секунду. 

Пример. Колесо, выходя иа состояния покоя, начинает вращаться вокруг 
своей оси под действием постоянного момента, причем оно будет за t сек 
поворачиваться на угол 
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где k — некоторая постоянная. Найдем угловую скорость и ускорение 
колеса в момент времени t. 

Скорость — ш — — = 2к • t радиан/сек. 

Ускорение — а — 2к радиан/сек^ 

Рис. 525. 

927. Средняя скорость. Средняя скорость точки, передвинув
шейся из положения Рх в положение Р2 за некоторый промежу
ток времени, есть частное от деления длины хорды РгР% на 
число единиц времени, соответствующих этому промежутку. 

По мере того как промежуток времени движения нашей 
точки уменьшается, перемещение РхРо становится все меньше 
и меньше, а направление средней скорости при
ближается к направлению касательной в точке Ри 

и мы, в конце концов, имеем как по величине, так 
и по направлению скорость в данный момент. 

Величина средней скорости точки есть част
ное от деления длины дуги РХР2 на число еди
ниц интервала времени, в течение которого про
изошло перемещение точки из положения Рх в Р». 

Если точка двигается по кривой, величина 
скорости представляет собою скорость изменения 
длины пройденного пути в зависимости от вре
мени. Сама же скорость в данной точке Р опреде
ляется вектором РТ, касательным к траектории в 
указанной точке. Такая скорость есть векториальная величина, 
ибо она имеет и направление и размеры. Скорость, когда идет 
речь о ее направлении, следует всегда выражать указанным выше 

образом. Величина скорости 
точки, понимая ее, как путь,, 
пройденный в единицу времени,, 
независимо от направления, не 
может быть выражена вектором, 
ибо в этом случае нет никаких 
указаний относительно ее на
правления. ^ 

По мере того как интервал 
времени Ai? приближается к нулю, 

величина средней скорости, не характеризуемой направлением, 
стремится к величине скорости в данный момент в данной точке Р 
как к пределу. Такой предел также не характеризуется, на
правлением. 

Рис. 526. 
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Средняя, не характеризуемая направлением величина скоро
сти для данного интервала At стремится к величине скорости 

в данный момент if по мере того как At 
приближается к нулю. 

Вектор, выражающий скорость точки 
Р в данный момент и являющийся ка
сательной к траектории в указанной 
точке, представляет собою направление 
и путь, который прошла бы точка за 
единицу времени, если бы ее движение 
продолжалось без действия сил, начиная 
с указанного момента. 

Пример. Колесо радиуса г вращается со 
скоростью N оборотов в минуту. Найти вели
чину и направление скорости точки, находя-
щейся> на ободе колеса (рис. 527). 

• дуга АР (от А до движущейся точки Р). Тогда 
s = И), 

где г — радиус, 6 — угол вращения в радианах. 
Величина скорости, вычисляемая независимо от ее направления, есть 

ds _ • ' du 
—jj- — 1ъг • N м/мин, 

dt) 
dt 

Векториальная скорость также равняется 2nrN м/мин и направлена 
она по касательной в точке Р. Величина скорости, вычисленная независимо 
от направления, одинакова для всех точек, 
скорость же векториальная для данной точки 
отличается по направлению от скорости для 
других точек, хотя последняя имеет везде 
одну и ту же численную величину. 

928. Величина скорости в дан
ный момент и направление движе
ния точки. Пусть As — длина дуги 
PQ, пройденная точкой за весьма 
малый промежуток времени At, ко- Р 
торый имеет место непосредственно 
вслед .за некоторым рассматривае
мым моментом (рис. 528). 

Тогда скорость v есть предел средней скорости Квад
рат хорды (Ас)2 — (Ад;) 2 | -( д #) 2 > откуда 1 

At J \ As j ~~\ At j + [ At 

sr:=s"" 
так как 2~ есть угол одного поворота, а 2~7V для Л' оборотов. 

As 
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Пусть M приближается к нулю. Тогда: 
As „ ds 

- д т - приближается к ~Jf~v 

Ах „ dx 
- д у приближается к = vx 

- д у приближается к = 

-д^- приближается к 1. 

Произведя подстановку, получим 

[487] - } - v / . 

Направление движения есть направление касательной, или 

[488] tg А = ^ . 

Разделив числитель и знаменатель на Л , получим: 

tgf Л = = - ^ - = направление движения, 

~dt 
Пример. Рассмотрим х и т/ как функции времени t. Выпущено ядро 

в таком направлении, что аа t сек. оно проходит по горизонтали путь 

л — 153 У St, 
n по вертикали 

.»/== 153/ — 4,905/'! 

Найти скорость в конце 10-ой секунды. 

- § = 1 5 3 / 3 " ' 

- 1 5 3 - 9,811. 
dt 

Подставив, / = 10, получим 

-,, 153 - 9,81 У 10 54,9 
dl ' 
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3 
Точно так же, так как 

4 г = 307, at 
снаряд будет двигаться в го-

Рис, 529. ризонтальном направлении 
со скоростью 307 м/сек. 

Если мы начертим в некотором масштабе векторы, представляющие 
собою составляющие скорости, то действительная скорость как по величине, 
так и по направлению будет выражаться диагональю прямоугольника. 

Поэтому 
v =- Y(307)-+ (54,9)- (=ö.312 

5 1 9 
t S , 4 = g g ^ = - 0 , 1 8 . 

А = 10-20'. 
Таким образом в момент времени t = 10 снаряд будет двигаться со ско

ростью 312 м/сек в таком направлении, которое образует с горизонтом 
угол в 10°20'. . 

929. Соотношение между угловой и линейной скоростями 
в круговом движении точки. 

Из рис. 530 
As = 7-АО, 

откуда 
As _ АО 
M Аг ' p n C i m 

Тогда при At, стремящемся к нулю, 

[488а] -Ж-'ЧЬ' 

Скорость любой точки тела, вращающегося вокруг непс 
движной оси, есть произведение расстояния данной точки 
от оси на угловую скорость тела. 

Пример. Рассмотрим уравнения движения проекций снаряда на оси X и 
Y. 

х = 307 f ; у = 153 * - 4,9 0. 

Скорость возрастания высоты' снаряда в любой момент есть скорость 
движения его вертикальной проекции, т. е. 

вертикальная скорость = = 153 — 9,81 

Таким образом в момент t = 10 снаряд поднимается по вертикали кверху 
со скоростью 

153 — 9,81 X Ю = 54,9 м/сек. 
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Аналогичный закон существует и для касательного уско
рения. 

v — г • го 

[489] dv _ dut 
~dt ~* Г " З Г 

Касательное ускорение некоторой точки тела, вращаю-
г-цегося вокруг неподвижной оси, есть угловое ускорение отно
сительно указанной оси, умноженное на расстояние данной 
точки от оси. 

930. Криволинейное движение на плоскости. Выше по
яснялось, что термин „скорость" имеет двоякий смысл: в одних 
случаях его приме
няют в виде ско
рости точки, движу
щейся по некоторой 
траектории безотно
сительно к направле
нию движения, и 
здесь скорость яв
ляется величиной не
векториальной.В дру
гих случаях термин 
„скорость" выражает 
скорость движения в 
некотором данном на
правлении. 

Положим точка пе
ремещается по криво
линейной траектории 
из РХ в Р 2 за интервал времени &t, причем v и v~\~Av выра
жают скорости нашей точки в положениях РГ и Р2. Направле
ния скоростей в указанных точках совпадают с направлением 
соответствующих касательных к данной кривой, ибо движу
щаяся точка продолжала бы двигаться по касательной, если 
некоторая сила не заставила ее итти по данной криволиней
ной траектории. Если As выражает путь, пройденный за время àt, 

As 

Рис. 531. 

ТО А* представляет собою величину средней скорости за 

время А/. 
Проведем PXS •• P2R^v-\àv. 
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RiS выражает собою изменение скорости, за интервал 
RS 

времени At, а -д-у- дает среднюю скорость этого изменения, 
т. е. ускорение. 

Так как скорость и ускорение являются величинами векто
риальными, то вектор R}S можно разложить в любых напра
влениях, однако для удобства его составляющие' берутся по 
нормали и по касательной к данной кривой. Изменение скоро
сти от v до 'v-\-Av указывается направлением вектора RyS. 

Проведем нормали PtC и Р%С и спроектируем RXS на ка
сательную и нормаль в точке R}. Проекция вектора RXS на 
эту касательную есть Я] 7", а на нормаль-— отрезок PiQ. Ин
тервал времени есть At. 

Из рис. 531 следует, что 

PiQ — TS = PtS • s i n Д<р, 
т. е. 

нормальная составляющая =- hm 
dt -» о 

ш 
At 

P{S • sin А'р 
- u m 

Подставляем v-\-Av вместо P^S, затем одновременно умно
жаем и делим на Д<р и A s , что не изменяет величину выра
жения. Тогда: 

]• Г/ i л \ s i n Ä ( P A 'f А -нормальная составляющая: = J im |^(v - j - Av) • —д--- • • 

По мере того как At становится все меньше и меньше, 
т. е. приближается к нулю, 

v-\-Av приближается к v 

sin A s 
• • стремится к 1 (n° 936) 

А<р 1 
д-; стремится к --- (п° 975), 

As ds д - стремится к -j = v. 

Таким образом 

490] нормальная составляющая — v • 1 • = 

где р есть радиус кривизны данной кривой в :очке Я, , 

1 
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Если траектория есть окружность, [> — г и 
[491] нормальное ускорение для траектории — окружности, 

V2 

есть 
Если скорость по величине постоянна, касательное ускоре-

ние равно нулю, а нормальное все же равняется и напра
влено к центру окружности. 

Касательное ускорение есть 

lim 
Ы-у.0 

'К, г 
А / 

R^^PJ—P.R,. 

Но РХТ— PiS • cos A'f = (и - j - kv) cos Д<р и = v, поэтому 

касательное ускорение = lim 
M; - > О 

lim 
д/->о L 

(v -[-• Aw) c o s Д? — f 

( cos A'f —1)_ о - j - Ao * c o s Ay 

A так как 

1 — cos A'f == 2 sin 2 у Ay, 

то касательное ускорение = hm 
At ~»0 

Д* 
-f ду cos Ay 

Умножив и разделив первый член этого выражения 
на А?, а затем произведя в нем соответствующие преобразо
вания, получим: 

касательное ускорение = 

• 1 л 
sin к - A'f j » . 2 '.. . 1 . А? Аг/ l im •— i to • з т - у Д ^ - п Ч - д т - • c o s A y 

2 f 

45 СПРАВОЧНИК ДЛЯ инженера. 
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1) Буквой о обозначено ускорение движения. 

• ' - -л sm -g"-»? 
—- стремится к 1. 

sm - - j - Д<р стремится к U. 

cos A ' f стремится к 1. 

Следовательно, 

[492] касательное ускорение — — 1 . о • - ~ 4- ^ =--
dv d2s 

~~~ dl ~ dt* ' 
Тело весом W, перемещающееся по криволинейной траек

тории, имеет в любой момент своего движения: 
dv 

касательное ускорение = -~-

нормальное ускорение = —. 
Согласно основным законам движения, сила, вызывающая 

W 
движение, — а 1 ) , должна быть равнодействующей двух сил со-

ё 
ставляющих, т. е. 

W dv 
касательной силы=- — • - т - , 

g d t 

W v* 
нормальной силы = — • —. 

S P 
[493] Равнодействующее ускорение равняется 

"^(нормальное ускорение) 2 4- (касательное ускорение)^ 
или 

равнодействующее ускорение= j ^ / " — _ | _ 

и оно имеет направление, определяемое углом 

[494] . О = arctg- ~ , 
p i t 
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где 0 есть угол между касательной к кривой в точке' Рх и 
направлением равнодействующего ускорения. 

Задачи. 
931. Вследствие повышения температуры ребро металлического куба 

удлиняется на 0,04 см за один час. 
Как быстро возрастает обьем его за час, если длина ребра обозначена-

через .V, а объем куба через V? 
Нам известно соотношение 

V = х\ 

Длина ребра х, а следовательно, и V являются функциями другой пе
ременной величины—времени, которую мы обозначим через / (в часах). 

Тогда 
dV_dV_ dx 
dt ~ dx' dt' [ 4 6 9] 

из соотношения V = л-3, 
dV . 
И7 = 3 х 

Мы знаем, кроме того, что скорость изменения х по отношению ко 
времени есть 0 , 0 4 см/час, т. е. 

Подставляя вти величины, получим 

^ = 3.v-3X 0,04 = 0,121- 2 . 
at 

Если мы теперь пожелаем узнать, с какой скоростью изменяется 
объем при х, имеющем какое либо определенное значение, нам следует 
только подставить его значение х в приведенное выше выражение. Так 
например, когда .v = 1 0 , 

= 0,12 (10) 2 = 12 случае. 
at 

932. Один конец 20-метровой пожарной лестницы находится на земле 
в 12 м. от основания здания; другой конец покоится на стене. Первый конец 
отодвигают от здания по прямой, перпендикулярной к нему, с постоянной 
скоростью в 4 м/сек. Найти закон движения второго конца лестницы. 

Первый способ. Рассматриваем высоту второго конца как функцию 
горизонтального расстояния от основания нашей лестницы до здания, 
о расстояние это рассматриваем как функцию времени. Такое соотношение 
вводит функцию от функции. 

Из прямоугольного треугольника получается 
*s + ^ = . 2 0 S . (1) 

Ив условий задачи следует, что расстояние от основания лестницы до 
здания есть функция времен i: 

л - = 1 2 + 4*. (2) 
45* 
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Дифференцируя (1), получаем 

откуда скорость изменения у по отношению к х есть 

dy _ х х 
dx у У400 - *-

И з (2) найдем скорость, с которой х 
изменяется в вависимости от времени 
t, т. е. 

dx . 
57 = 4-

Так как 
dy _ di/ dx 
dt^dx'di' 

Рис. 532. 

[469] 

X 4 -

У400 - .v- ' ( 3 ) 

x 
dt f400 - x 

Ax 

Предположим теперь, что мы желаем знать, с какой скоростью переме
щается верхушка лестницы в момент'времени / = 1 сек. 

Подставим t — 1 во (2), получим 

х = 12 + 4 • 1 = 16. 

Подставляя же л* 

dt ~ ~ 

Знак минус указывает на то, что высота уменьшается со скоростью 

5 -g- м/сек.. 

Надо заметить, что в втой задаче мы имеем такое геометрическое ср-
отношение, которое позволяет выразить неявным образом связь между 
х и у посредством уравнения 

Кроме того, исходя из условий задачи, мы можем выразить х как явную 
функцию третьей переменной t и найти производную от у по t, применяя 
формулу для разыскания производной функции от функции. 

= 16 в (3), получаем 

4 X 1 6 64 _ 1 , 
— — 5 -s- м сек. / 4 0 0 - 2 5 6 -2 3 
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Второй способ (рис. 533). Напишем высоту у в виде функции гори
зонтального расстояния, выраженного через время t, тогда мы будем про
сто иметь функцию у независимой переменной t, т. е. 

у = У"400 — (12 -+ 4/)-

= 4 1/16 — 6 ^ — Р 

== 4 (16 — 6 * — ^ 

- ( • • 2 / ) - . 

Т а ' ( 1 6 — б/ — /3 ) 

— 1 2 — 4; 

ЕСЛИ * : : 1, как и выше, то 

dy — 12 —4 _ _ 1 б 

off ~ y i 6 ~ 6 — 1 ~ 3 " 
5 - - м/сек. 

Если задача требовала бы найти формулу движения вер
хушки лестницы относительно начальной точки А, то иско
мое уравнение этого движения 
имело бы вид 

г; = 16—-4 Vl6 — 6t — P. 

Доказательство последнего пре
доставляется читателю. 

При решении задачи по вто
рому способу, геометрическое 
соотношение и соотношение ме
жду расстоянием и временем 
были объединены в одном урав
нении. Это было сделано про
стой подстановкой независимой 
переменной t вместо расстояния х соответственно уравнению, 
выражавшему связь между ними. 

Говоря другими словами, если у выражено через x, а х 
через t, то у может быть выражено непосредственно через 
В виде примера возьмем 

Рис. 533. 

Тогда 
у = х« и Х^Р, 
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Мы можем продифференцировать у как функцию от функции 

dx dt 

dl"dx dt Ъ Х Х М 

или можно также продифференцировать 
переменной непосредственно: 

dy 
dt ' 

5tsX2t = 10t% [469] 

у по независимой 

10 tQ. 

В некоторых случаях часто бывает неудобно применять 
последний способ и поэтому первый, хотя и требует боль
шего количества времени, является более надежным, чем 
второй. 

933. Вода втекает с постоянной скоростью, равной 10 смя/мин 
в сосуд, имеющий форму прямого конуса, Половина вертикального угла 
пря вершине его равна 45°, ось вертикальна, конус обращен вершиной 
книзу. 

С какой скоростью поднимается поверхность воды в конусе и увеличи
вается площадь этой поверхности? 

Вычислить скорость, с которой поднимается поверхность воды, когда 
глубина ее равна 25 см. 

1 1 
Объем = •g- Л • тс Л2 = у n/ê . 

dV ,, 

— = 7t/i- = скорость изменения 

объема по отношению к высоте. 
Из условия задачи 

dV_ 
dt 
-тг = 10 см-'/мин. 

Рис. 534. 

dV 
It 1 

Но 

dV dh 
' dh ' dt 

откуда 

Когда Ar - 25 

dh 
dt 

или 10 = ÏTA2 

10 

dh 

dt ' 
[4691 

dh 

dt'' 

10 
• ~ ^ 2 5 = ? 0,0051 cm/muh. 
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Вычисленная величина есть скорость, с которой возрастает высота 
воды в тот момент, когда она равна 25 см. 

Чтобы определить скорость, с, которой увеличивается площадь поверх
ности воды, рассмотрим выражение для площади 

А = тсДЗ. 

Дифференцируя, получаем 

-до- = /лЛ = скорости изменения площади. 

Скорость изменения площади по отношению ко времени есть 
dA dA_dA dh 
dt • "° dt ~ dh ' dt * 

Из первой части задачи знаем, что 

dh .10 

Н69] 

Поэтому 

Когда Л = 25, 

dt яЛ 2 

dt Х яЛ а Л " 

dA _ 2 0 
dt ~25 

= 0,8 см^/мин. 

Вычисленная величина и есть та скорость, с которой увеличивается 
площадь поверхности в тот момент, когда высота воды равна 25 см. 

934. Корабль А, плывущий 
на восток со скоростью 12 
км/час, покинул некоторую 
точку аа 5 часов до того 
момента, когда другой ко
рабль В прибыл в нее с се
вера, плывя со скоростью 16 
км/час. Как быстро изменялось 
расстояние между кораблями 
в момент ^ времени, спустя 2 
часа после того как А покинул 
данную точку? 

Пусть х равно расстоянию от А до указанной точки, а у — от В до нее. 
Пусть, кроме того, z—расстояние между данными кораблями. Из рис. 535 
видно, что 

z>~x*+yK 

Дифференцируя это выражение по времени, получаем 
dz п dx 

2г- l l J dt ' 

dz dx , dt; 
xrt^xdt^!ltf 

(1) 
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Но v = 12 t, следовательно 

- = 12 
dt U f 

а у —.80 — 16 t, откуда 
d4= - l e t ) . . 
dt ' 

В тот момент, когда t = 2 (2 часа после выхода Л из указанной точки), 

х = -12 X 2 = -4 

- = 8 0 - 1 6 . 2 = 48 

г = У(24)- + (48У = / 2 8 8 0 = 53,66. 

Подставляя эти значения в (1), получим 

53,66 j t = 24 X 12 -I- 4S X ( - 16) = - 480. 

Л ^ - 5 3 , 6 6 ' ^ ~ " 8 ' 9 5 к м 1 ч а с -

Отсюда мы видим, что расстояние между кораблями уменьшается со 
скоростью 8,95 км/час в момент времени, имеющий место спустя 2 часа 
после того, как А покинул данную точку. 

935. Сила, масса и ускорение. Ныотои показал, что уско
рение тела прямо пропорционально действующей силе и 
обратно пропорционально его массе. Этот закон известен под 
названием второго закона Ньютона и выражается в матема
тических обозначениях таким образом: 

(495] a = j f e - . 
m 

-) Уравнение 
у = 80 — 16 t 

получается иа следующих соображений, 
При равномерном движении зависимость между у и t выражается ра

венством 
y = at+b. 

При t = 0, т. е. в начальный момент, расстояние корабля от гавани 
равно 80 км, Ь — 8J. 

Скорость движения 16 км/час, при атом движение происходит в на
правлении, обратном направлению оси OY: . 

а = - 1 . 6 . 
Прим. ред. 
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З а единицу силы мы принимаем силу в 1 г, а за единицу 

ускорения 1 см/сек". Последнее обозначается так: 

Если сила в 1 г действует на массу в 1 г, то ускорение, 
вызываемое э т о й силой, равно 9,81 м/сек^. Это соотношение 
справедливо как в случае падающего тела, так и в любом 
другом случае, причем следует рассматривать только силу, 
вызывающую ускорение, все же. остальные можно не рассма
тривать. Рассмотрим, в виде примера, тело массой в 1 г, 
скользящее по столу, на краю которого прикреплен блок. 
Через блок перекинута нить, один конец которой привязан 
к данному телу, а другой конец к грузу, уравновешивающему 
трение данного тела о стол. Если к телу приложена сила 
в I i в горизонтальном направлении, то она дает ему уско
рение в 9,81 м'сек для всякой секунды своего действия. Дру
гими словами, возрастание скорости данного тела в секунду 
будет равно 9,81 м/сгк. Это возрастание скорости в одну секунду 
не зависит от времени действия силы и не зависит также от 
первоначального положения тела, т. е. от того обстоятель
ства, была ли данная масса в покое или в движении; 

Для удобства единица массы принимается такой, чтобы 
коэффициент пропорциональности k сделать равным, 1. Тогда, 
если единица силы," т. е> сила в 1 г, действует на массу 
в 9,81 г (вместо того чтобы действовать на массу в 1 г), 
то ускорение будет равно 1 с.и/сек2. Итак, для того чтобьь 
к — 1, за единицу массы следует принять массу в 9,81 г. 
Тогда 

Указанную единицу массы 9,81 г обозначаем буквой g. 
а вес буквой IF. Тогда 

вес масса 9,81 ' 

масса M— W 

g 
или 

а — м~~ w~~ w ' 
g 

откуда 



714 Дифференцирование тригонометрических функций 

Сила, действующая на тело, вызывает движение этого тела 
в том направлении, в каком она сама действует. 

Сила и ускорение являются векторными величинами, 
обладающими как размерами, так и направлением, в то время 
как масса — величина скалярная, т. е. она никакого направ
ления не имеет. 

Из п° 9 2 3 : 

dv d}s 
ускорение = -2- = ^ . 

Тогда 
гллсл г n*dv W dv njd^s W d2s 
[496] ^ ^ ^ " ^ ^ Г Т * ^ 

Если силу F разлагают на две составляющие Fj и и 
если at и а 2 представляют собою соответствующие состав
ляющие ускорения, то 

Ft = Max и F2 = Maü. 

Таким образом, составляющие какой-либо силы, взятые 
по осям X и У, таковы: 

F—Ma,, и Fv — Mar 

Глава XLV. 

ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ. 

936. Производная функции у == sin и. Рассмотрим функцию 

у = sin и, 

где и — некоторая функция х. 
Пусть хп — некоторое конечное значение x, а и0 и у0—• 

соответствующие значения и и у. 
Тогда 

#о = sin и 0 . 

Пусть теперь х = дг0 —|- Ддг. Тогда 

У о 4- by = sin (u 0 -J- Au). 

Вычитая уо = sin г/0, получим . Ay — sin (и 0 - j - Au) — sin ыя. 
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Из тригонометрии известно, что разность синусов двух 
разных углов 

sin А — sin В —2 cos у (А 4- В) • sin у (Л — /3). [283J 

Положим А = щ-\-а,и, В — щ. Тогда получаем: 

ày = 's in(uo 4 " bu) — sin щ == 2 cos — (2 и 0 4 " Au) sin ~j A « 

ay = 2 cos u 0 

Au • 1 s Sin 7j- ^u. 

2 cos u0 -| 

Р И С . 537. 

. . sin 7J- Ди 
Ди \ 2 

Ди 

^7 It/ Дм 

то 

Длг Д И А* ' 

• 1 л 

[469] 
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Так как Длт стремится к нулю, то 

ÉL 
dx 

du .. 
cos и0 • —у— X lim 

' dx • л и -> о 

sin — Au 

Из последнего выражения видно, что необходимо найти 
предел выражения дроби 

• 1 л 
sin -g- Au 

По мере того как Алг стремится к нулю, Au также стре
мится к нулю. 

Рассмотрим весьма малый угол, и определим, что происхо
дит с величиной отношения синуса этого угла к самому углу, 
по мере того как угол стремится к нулю, т. е. определим 

sin О 
lim 

о-* о О 
Пусть AT касательная к окружности в точке А, а ВС 

перпендикуляр к прямой OA (рис. 537). Площадь треугольника 
ОСВ меньше площади сектора ОАВ, который в свою очередь 
меньше площади треугольника О AT, т. е. 

ВС 

— ВС- ОС< - ~ О /-2 < -1 AT г 

— < 0 < — или — • sin 0 < 0 < tg О г г г 

cos 0 < 
in О < _L_ 

cos Ô 
По мере того как 0 приближается к нулю, ОС стремится 

к г, 
ОС 

стремится к 1, cos 0 стремится к 1 и стре-г ' * cosß 
мится к 1. 

Так как первый и третий члены неравенства оба стре
мятся к 1, то 

' s | q-— стремится к 1, 



Производная функции у = sin и 

а следовательно и 
sin О 

— j j — стремится к 1. 

Отсюда при Au, стремящемся к О, 

• 1 л 
sm - ~ Au 

стремится к 1 и поэтому 

г л л г я du du с/(sin и) du 
т ^ с о . » . ^ , или - i _ L e ç o a « « . 

Если и — л г , то 

г/loci с/ (sin лг) dx 
\Via\ ——, — = cos x • r — cos x. 

dx dx: 

Далее, если y = sin (Bx -|- С), где 5 и С—постоянные, 

[499] y [ B i n ( f o - K 7 ) ] = в . c o s ( 5 х + С ) . ^ = 

=> Я - c o s ( 5 * + С ) . 

Таким же образом 

[500] . / / [ / 1 / j i n J ß . v -С)| _ Л 5 _ ( в ^ . с ) 

Пример. Продифференцировать по х 

у~5$'т%х. 

Пусть и = sin *, тогда 

у = 5 « 2 и 4 - = Ю и. 
au 

dy _ а[у Аг du 
dx du dx dx 

Подставив эти аначения, получим 

d [5 s in 2 x 
dx 

10 • sin x • cos x -- 5 [2 sin x • cos x\. 
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dx 

937. Производная функции у — cos и. Из тригонометрии 
известно, что (n ü 603) 

Поэтому, 

cos и = sin | и ) . 

sin | -g- •— ы 
cos I u 

cfj: * \ 2 " ) dx 
du 

= - c o s l T - u d x 

Из тригонометрии известно, что 

1 
тс 

cos I -= и I — sin и. 

Поэтому 
ггл-п a? (cos и) . da [501] — ^ „ „ „ „ . - j - . 

Далее, е£ли и — x, г. е. у — cos х, то 

reo. Ol d] d(cosx) 

а если 2/ — cos [Bx -)- С], где 5 и С — постоянные, то 

[503] ^ i ^ ^ L ^ - ß - s i n C ^ - r - C ) . 

Таким же образом, если у — Л • cos [Bx 4 - С], то 

_ с/ [Л • cos (I 
dx dx [504] ^ ^ J H l ^ L t Ç Ï L ^ a b sin (Вх + С). 

Из тригонометрии известно, что 

2 sin х • cos x = sin 2х, [290] 

откуда 
о?[5 s i n 2 * ] , . _ 

— - = 5 • sm Ix, 
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933. Производная функции у = vers и ') приводится ниже, 
но без вывода ее, ибо эта функция употребляется весьма 
редко. 
r - - . , d (vers и) . du [505] _ _ _ « „ „ „ _ _ . 

939. Графическое дифференцирование функции у = 
— sin-V. Если кривая производной функции синуса тща-

у = sin X 

b) у = CDS X 

Рис. 538. 

*) Функция vers и определяется равен
ством 

vers и == 1 — cos и. 

Происхождение самого наименования 
sinus verus u будет понятно из рисунка. 
На прилагаемом рисунке отрезок АС 
играет для угла ABC такую же роль, 
как отрезок AB, изображающий синус 
угла АОВ, играет в отношении этого 
угла. 

Прим. ред. 
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тельно вычерчена в соответствии с указаниями, данными 
в п° 916, то она одинакова с кривой, синуса, но сдвинута" 
влево относительно последней на половину волны, т. е. на 

n 3,1416 л • „ - = = 1,57 единицы. 

Эта кривая, разумеется, есть кривая косинуса, как было 
показано в пп° 622 и 623. 

940. Графическое дифференцирование функции у = 
— совХ. Кривая производной функции у — cos х одинакова 

у = COS X \ п / \ / 
V П / ? П \ Зп / X 

0 \ / 3 п 5 п \ / 
\ / ? 2 \ V/ 

а) у = cos х 
d(casx) 

dx п / \ ? п /Зи X 
0 

b) у - - sm х 

Рис. 539. 

с кривой производной функции y — smx, но Также сдвинута 
влево на половину волны. Это обстоятельство означает, что 
последняя кривая, представляет собою одно и то же, что 
и график y — s\nx, но она сдвинута относительно указанного 
графика влево на одну волну, т. е. на отрезок, равный 
3,1416 единицам. Такое положение кривой обращает ее в кривую 
функции синуса со знаком минус, т. е. в график у ~~ — sin* 
(рис. 539). 

Чтобы найти кривые последовательных "производных функ
ции y — s'inx или y — cosx, следует только передвигать 

1 
начало координат вправо на расстояние, равное -̂ f- «, т. е. на 
1,57 единицы при каждом последовательном дифференциро
вании (рис 540). 



e) y = sin x 
Рис. 540. 

941. Кравошипио-кулисный мехаяизм. При рассмотрении 
паровой машины с кулисным механизмом, подобным показан
ному на рис. 541, мы можем применить закон косинуса. 

Рис. 541. 

Для первоначальной кривой у = а • cos да if. 

46 CnpiUUMHUK д л я инженера. 
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Пример. Положим, 1-метровый кривошип делает 6 об./ми:г Каковы 
скорость и ускорение поршня в момент поворота кривошипа на угол в 30° 
от среднего положения? 

Аналитический способ 
ю = 2 тс [так как один оборот 2 тс делается аа 1 сек.] 
а = 1 (длин-л кривошипа в метрах). 

Тогда 

и = cos 2rcf. 

— — 2K sin Int = скорость поршня 

= •— 4rc2 • cos 2тг/ = ускорение поршня. 

Так как кривошип поворачивается на 360° в 1 сек , а 30° = ~ - обо

рота, т > 
, 1 
tssT2 сеК> 

с/ 1 тс 
- ~ = — 2 Tt sin 2 • -=-=- • тс = — 2 тс sin - 7 - = — 3,14 м/сек => скорость, 

а г 12 о 

4 -̂ = _ 4 T t 2 cos 2 тс . - 1 - = - 4 т с 2 - cos — = - 39,47 X 0,886 = 

= — 34,18 MJcetê — ускорение поршня 

942. Графическое решение задачи п° 941. Начертим 
кривую косинуса в подходящем горизонтальном и вертикаль
ном масштабе и нанесем время на оси абсцисс. Так как кри
вошип делает один полный оборот в 1 сек., то наш период 
равен 1 сек. Разделим этот период на некоторые число д е л е 
ний, например на 1 2 (рис. 5 4 2 ) . 

Кривошип проходит 1 сек. в одну окружность длиной 
( 2 X З Д 4 1 6 ) , т. е. 6 , 2 8 м в 1 сек. Поэтому, отношение пути ко 
времени есть отношение 6 , 2 8 : 1 . 

Первая производная пути по времени дает скорость, 
поэтому, чтобы получить значения скорости, мы графически 
дифференцируем данную кривую. Из п° 9 4 0 следует, что 
передвигание начала координат вправо на расстояние, равное 

it, равносильно дифференцированию первоначальной кри
вой; при этом.следует определить новый масштаб для верти
кальной оси, т. е. для ординат. Кривая производной одина
кова с графиком самой функции, но начало координат в ней 
получено в результате перенесения его из первоначального 
положения, а масштаб ординат—• путем изменения также пер» 
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воначального масштаба. Последнее происходит вследствие 
того, что данная функция была умножена на 2* , т. е. на 6,28; 
поэтому вертикальный масштаб для кривой производной надо 
взять таким, чтобы значения производной находились бы в от
ношении 6,28 : 1 к значениям первоначальной функции. Дру
гими словами, единица расстояния выражает 1 единицу 

Р и с . 542. 

в графике первой, чальной функции и 6,28 единиц в графике 
производной. Таким образом наибольшее значение первона
чальной функции есть 1, в то время как наибольшее значе
ние производной составляет 6,28 единиц. 

В качестве кривой ускорений, т. е. криврй второй произ
водной, употребляется опять та же самая кривая, но, будучи 

вторично перенесена влево на расстояние, равное при-

46» 
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чем значения второй производной в 6,28 раза больше соот
ветствующих значений первой производной. Изложенное выше 
становится ясным при рассмотрении рис. 542, где изображены 
кривые Первоначальной функции, а также ее первой и второй 
производных. Здесь мы видим, что наибольшая высота петли 
кривой, выражающей вторую производную, составляет 
6,28 X 6,28 = 39,47 единиц; это означает, что данное расстоя
ние, будучи в действительности измерено по вертикали, 
в графике второй производной, в 39,47 раза больше такового, 
имеющего место в графике первоначальной функции. 

Ускорение представляет собою весьма важное понятие 
в учении о движении тел, и приведенный пример поясняет 
метод его вычисления. 

943. Простое гармоническое движение (П. Г. Д.). Если 
точка Р движется по окружности с постоянной угловой ско

ростью, равной œ радианам в се
кунду, т. е. за t сек. поворачивается 
на угол в mt радиан, то ее проек
ция Q на какой-либо диаметр со
вершает некоторое колебательное 
движение вперед и назад, которое 
называется простым гармоническим 
движением. 

Пусть х равно расстоянию от 
центра вращения до указанной про
екции точки. Тогда 

Рис. 543. x — r-cosuL-

Если величина данного угла есть С в момент времени t = 0, то 

х—г cos (<и/ 4 - С). 
Это выражение есть общая формула простого гармони

ческого движения, показывающая расстояние колеблющейся 
точки от центра. 

Продифференцировав, получим 

[506] ~Jt~ — " " ' " ( ^ | -С) = скорость точки Q. 

Продифференцировав вторично, 

[507] 7§^~ <йЬ' c o s <ш' + С) = 
*= — ®'*х = ускорение точки Q. 
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Отсюда следует, что ускорение это всегда прямо пропор
ционально перемещению х, но обратно ему по знаку. 

Многие случаи движений, как например колебания частиц 
воды, световые и звуковые волны, переменный ток, колеба
ние пружин, можно представить в виде простых 
гармонических движений, которые и выражаются 
посредством приведенной выше формулы. 

944. Другая задача на простое гармоническое 
движение. Если тело т, подвешенное на пружине, 
оттянуть книзу , от его положения равновесия на с 
расстояние х, то неуравновешенная сил F будет 
действовать на это тело по направлению кверху. 
Эта сила прямо пропорциональна х по величине и 
обратна по знаку, ибо она действует в направле-
иии, противоположном х. г " J T 

Таким образом [ j j 
F= — kxt р н с . 514." 

где к есть некоторая постоянная величина, зависящая от 
свойств пружины. Когда тело будет отпущено, оно начнет 
колебаться вверх и вниз, а х будет изменяться в зависимости 
от времени t. 

„ dx 
Так как скорость здесь равна , ускорение равно 

d2x 
а неуравновешенная сила F=ma, то 

откуда 

dlv 
• m • -д-р = — кх (ибо F— — кх), 

d*x = 

dt* m 

Таким образом, вторая производная данной функции 
равна самой функции, умноженной на постоянную величину 

1-А 

\ m 
Если обратимся к п° 943, то мы увидим, что косинус 

представляет собою функцию такого же характера, что и рас
сматриваемая здесь. 

Поэтому, все законы, выведенные для косинуса, можно 
приложить и к настоящему случаю. 
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Но так как 

Л 2 m *' 
то 

/с 

m 

Если отсчет времени производится с того момента, когда 
пружина была отпущена и начала колебаться, то ') — 0 и наше 
уравнение получает вид 

х — а • cos 

где х — а в момент начала колебательного движения. 
945. Производная функции x = tgu. Из тригонометрии 

известно, что 
, S I N U Гnlчл^ 
tg и = . [274] 

C O S U 

• Мы можем продифференцировать это выражение, приме
няя формулу для нахождения производной частного 

d (sin и) , d(cosu) , cos и — 5 - j sin ц ,- — « (tg u) du с и 
du cos'J и 

Но 
</(smu) . d(cosu) 
— 7 — i — cos и ; — ~ = — sm u. du 

Начнем с общей формы функции косинуса, в которой 
время является независимой переменной. Тогда 

х~а- cos(otf- | -f j) 

= — (D ci sin (®t -f- 8) 

d~x 
= — » 2 a cos (« f - f 0). 

Подставляя дг вместо a cos (<«f -}- 6), получим 

d2x 
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По. тому 
d (tg и) ' cos 2 и ~\- sin 2 и 

t и cos 2 и 

Из тригонометрии известно, что 

s i n a u - | - c o s a u = l . [26SJ 
Поэтому 

Но так как 

dits а) 1 а — — sec' и. du cos 2 и 

i l ^ = i 0 ^ 0 . du 
dx du a i 

то 
r -nn-i (t? и) о c?« [,08] „ J ^ J _ s e c 2 M . _ . 

Если .y == tg х, то л: = u и 

[509] i t o 

Далее, производная данной функции, выраженной в общем 
виде: 

. [ 5 1 0 ] d[tg(Bj: + C)] = в s e c 3 ( В х + 

Точно также 

[S I i] ^ H l ^ k + ^ L я s e c ' ( S * + С). 
946. Производные других тригонометрических функций 

y = clg и. 
[ Л 2 ] = = _ c o s e c * и • 4U- • 

dx dx dx 

Для функции же, выраженной в общем виде, 

dx 
[ 5 1 S] JHçtg(fe+c)] = _ Л 5 с м е с , ( Ä C + с ) . 

у = sec u. 
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rf" rfu 2 V 1 ' + M 2 V l + 3 t ( î a B ' 
oty dy du 6 tg 9 sec 2 Ö 
(/e) ~~ rfw <M " 2 V I T Î t T f " ' 

r „ H d u d (sec и) , du 
[514] ^ . « - L — ^ s e c u . t s r a . ^ . 

Для функции, выраженной в общем виде 
[515] d[Asec(Bxj±Cy\ ^ A ß ^ ( f ô + с ) t g { ß x + ^ 

. у = cosec и. 

r.^,-, dir rf(cosec u) , du 
Г516] —p- = , , = — cosec u ctg и - y - . L ал: dx dx 

Для функции, представленной в общем виде, у=> 
«= /4 cosec ( 5 * -f-С): 
г dij _ d [Л cosec (Bx - j - С)] 
L 5 1 7 J ~dx"~^~ dx~ ~ "~ 

= —>4ßcosec(&e + C) • ctg (5л: 4 - С). 

947. Примеры дифференцирования тригонометрических 
функций. 

Пример 7. Продифференцировать.^ = cos 3 6. Данное выражение напишем 
в таком виде: (cos б ) 8 = у. Пусть и — cos В ; тогда 

du . ,. 
— = - - sin ü . 

a vi 
у = u s и = 3 u 3 . 

Так как 
. i L - . JlL [4691 

то 
4т" = - 3 C 0 S 2 e • Sin e. 

JL 
Пример 2. Продифференцировать y = V i -f- 3 tg^ Ö = ( 1 -f- 3 t g 2 (-)) 2 

Пусть и = 3 t g 2 в , откуда 

_ = 6 t g - e . ^ = 6 t g e . s c c S e . 

i. 
y = {l + u)s.' 

& = ( 1 - j - „ ) _ 2" . « • ! ! + . " ) ! 
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Пример 3. Продифференцировать у = sin х • cas х. Дифференцируем дан
ное выражение как произведение двух функций: 

dy . d(cosx) , dlsiiïx) 
— sin л- ; \- cos x " 

dx dx 1 ~"° ~ rf.i 

- f - cos .v (cos x) — cos2 x — sin 3 x. 

— sin x (— sin x) - j -

Рис. 546. 
948. Производные обратных тригонометрических функ

ций. Продифференцируем у — arc sin и. Здесь, 
и = sin у 

du 
-^^сову. 

Рассмотрим треугольник, изображенный на рис. 545. Из 
sy = Yl — а- , откуда 

но так как 

и = s i n y, a 
du 
~dj = cosy 

dy_ _ 1_ 
du du 

то 

[518] 

du 
dy dy du dx 
dx du dx y i — u a " 

Продифференцируем y = arccos u. 
Идя тем же самым путем, что и выше, т. е. пользуясь 

треугольником рис. 545, дифференцирование функции у = 
— arccos и дает 

du 
dy dx 
dx~ "Yfzr^' 

949. Применяя основной треугольник, изображенный на 

[519] 
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рис. 546, таким же образом, как это делалось в предыдущих 
случаях, мы можем найти производные функции arctgu. 

Дифференцируя функцию у = arctgu, получаем: 

du 

[520] i l =

 dx , 
c?.r 1 -|- u 2 

Так как мы показали общий метод дифференцирования 
обратных тригонометрических функций, то приведенные ниже 
производные даны без выводов 

[521] 

[522] 

[523] 

[524] 

au 
r/(arcctgu) dx 

dx 1 -f- и 2 

du 
c?(arcsecu) dx 

dx U j / V _ i 

du 
d(rrccosec u) dx 

dx u / V — 1 
du 

d (arc vers u) dx 
~~ dx " Ï / Y u ^ u 5 ' 

950. Графическое исследование обратных функций 
Переход данной функции в-обратную является простой 

перестановкой переменных, которая может быть произведена 
графическим путем посредством вращения графика данной 
функции вокруг прямой, проходящей ч°рез начало координат 
и образующей с координатными осями углы в 45° (n(1 629). По
этому графики данной' функции у = sin х и обратной формы 
у — arcsinх располагаются таким образом, как это изображено 
на рис, 547. 

Выражение у = arcsin дг означает*» что у есть угол в ра
дианах, синус которого равен л*. 

Поворот данной кривой вокруг прямой линии, составляю
щей углы в 45° с осями координат, равносилен перестановке 
переменных х и у. При этом кривая производной находится 
вместо горизонтального в вертикальном положении. 
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Другими словами, мы можем графически дифференцировать 
по у вместо того," чтобы дифференцировать по х, в резуль
тате чего получим производ
ную от х по z/, т. е. например 
dx 1 du — —<— вместо —г-dy cosx ах-

Но так как мы переставили 
переменные посредством пово
рота кривой 

• sin у или у = arcsin х, 
то 

JC = Sin у или 

• и - arc s i n * 

&=-±-^ _} 
dx . cosy Vl — smSy' 
Так как sin у = x, то 

&__L- = -J = 
dx COS I / У Т 

1 
• sin 2 .y 

ДЛЯ того чтобы придать у i 
из всевозможных только одно Рис. 547. 

значение, мы рассматриваем у в интервале между- тг . тс 
: 2 И + Т 

е. тс 
~2 

(n°629). Поэтому значение радикала бе

рется со знаком плюс. 
Если значение у находится в интервале между 0 и ic, т. е. 

0 < ^ < т с , 

то функция у — a rccosх имеет только одно значение и для 
производной ее берется радикал у\—х'* с отрицательным 
знаком. 

951. Производные гиперболических функций. Так как 
в работе инженера гиперболические ' функции встречаются 
весьма редко, то производные их приводятся ниже без вы
вода. 
[525] ch u 

du 
dx' 
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[529] 

[532] 

[533] 

rf(cosechH) <fo 
— = - c o s e c h u • c t * h м • 3 ^ -

Г5301 ( s e c n ») u i . i 
L a j « J T == — sech и • tgfh м • -r- , 

1531] 

du 
rf (Arsh H) dx~ 

dx У И 2 - j - 1 

du 
d^Arch M) dx 

dx V . K ' - I " 

d (Artgh H) 
ehr 1 — и 2 

[534] rf (Arctgh и) Sc 
rfx н'2-~1 " 

[535] ^(Arcosech и) __ </лг 

c/tt 
[536] (/(Arsech») 

[526] _ J j ( c h « L Œ s h и . du, 
dx dx 

[527J _ i ^ L . = s e c h 3 H . ^ . 
ax dx 

Г5281 (/(cthtt) cfw pzaj = — c o s e c h и • —.—, 
dx dx 
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Глава XLVL 

733 

ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ЛОГАРИФМИЧЕСКИХ И ПОКАЗАТЕЛЬНЫХ 
ФУНКЦИЙ. 

952. Производные функциями. Пусть y = lgaU, где и 
есть некоторая функция х. 

Положим х0 есть некоторое определенное значение x, а 
у0 и щ — соответствующие значения у я и. 

Тогда, у0 = \%ащ. 
Пусть х получает приращение Адг, т. е. 

л: = лг 0 Н-Ar и у =у0-f A j / = = \ g a ( и 0 А и ) . 

Вычитая, получим 
АУ = ка ( « 0 + Д « ) — Ig» "О 

Разделим на А и : 

и А и Дм i g" I, Х ' п0 / 
Одновременно умножим и разделим правый член равенству 

на щ, имеем: 

А М щ А И
 S r t \ 1 и 0 

Так KaKm . lg e Af=lg e JV"S то 

lim 

Найдем 

Al 
А и 

А и и 0 

du ; lim -
Дш->-0 HQ L 

«о 

lg.( 1 «о 

lim 
Да>~>-0 

А и i " 

Пусть 
А и 
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По мере того как Дд: приближается к нулю, Ли также 

стремится к нулю, а -д^-, т. е. z, стремится к бесконечности. 

Подставив z вместо в приведенное выше выражение, 

получим 

lim Ч . ( 1 + Т ' ) ' 

Известно, что 

КГ :1 - f Z - ' — 4 - - - Т 2! 

откуда 

1 - -
4 + 1. 2! 

1 — 

3! 

um 
Я~>-оо L 

= um 
г->- со 

i + l.-f 21 

3! 

По мере того как z приближается к бесконечности, выраже

ния 1 1 — -̂ -j , ^ 1 — j и т. д. приближаются к единице, и 

lim Г( 1 4 - — Х " = Hm 
П>СО 

i + 1 + 1.4- — , 4 - . . . -Ч- / „ - i 

Поэтому 

[537] i l . 
du 
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Выражение, находящееся в скобках, обозначается буквой е 
и представляет собою сходящийся бесконечный ряд (п° 343, 
462). 

(и UQ 
[538] ±-i7-h« е. 

Так как 
dy dy du 
dx du dx ' [469], 

то 

или 

dx • и dx S a 

'Если основание a равняется e, то lg e e = l и 

[ 5 4 0 ] 
dx M dx 

Предел суммы членов указанного выше бесконечного ряда 
е есть основание неперовой системы логарифмов, он равняется 
2 ,71828. . . 

Если у ~ lg х, то 
[541] ' rf'/_ke 

dx X 

Если же основание равно е, то lg, е ~ 1 , откуда, в случае 
У — lg, х> 

Но если основание есть 10, то lg, 0 е — 0,43429 = М, откуда 
при .y = Ig l 0 ; t , 

[543] 

Приведенные выше формулы показывают, что скорость 
возрастания логарифма данного числа обратно пропорциональна 
последнему. В геометрическом смысле это означает, что график 
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[540] 

где и, v и w — функции от л-, а л, m и р — постоянные величины. 
В данном случае 

]SeU = « h e

 tt + т ]Se v ~ Р 'fife w ' 

âi\$jj} Ai).?jj/)_. Am. 
dx dy dx 

Ho 

dy У ' 
Следовательно, 

d{\g,y) __ 1 dy_ ^ 
dx у dx 

функции у = ]ge х имеет наклон, равный 1 в точке .v = 1, 
.• • • 1 • 1 наклон, равный ~- в точке лг = 2, наклон, равный-^ в точке 

х = 3, и т.. д. 
Рассмотренный случай противоположен случаю показатель

ной функции, ибо в последнем скорость возрастания функции 
прямо пропорциональна значению ее в любой точке. 

953. Дифференцирование логарифма, данного в общем 
виде. 

[544] * Щ £ ± Ё & . - А . 
dx Лх-\-В 

Г5451 - f e i « (Av ±Ш = 0 . 4 3 4 3 Л _ 
L J dx Ах • ß 

Пример 1. Продифференцируйте , 

U — ke (« + <>х + cx'i). 

Положим у = lg ö u, где u = а -|- Ьх -|- сх%. 
dy 1 du 
dx и dx 

• f . = / , ! 2 ex. 
dx 

dy__dy du_ 1 .. . _ ЪЛ-2сх 
dx ~ 'dû ' dx ~ и K ^ ' ~~~ а + bx -h exi ' 

Пример 2. Найти посредством логарифмирования производную функции 



Сравнение методов дифференцирования 

Продолжаем далее: 

dg _ 
У dx 

ÉL 
dx 

n dQg,"ï J _ т dQSslÙ _ » d('g' w) 
dx dx dx 

n du . m dv p dio 
и dx v dx w dx ' 

n du , m dv 
и dx v dx 

_____ 

p diu 
tu dx 

n du i m dv p 
и dx v dx го 

954. Сравнение методов дифференцирования. 
Пример. Продифференцировать 

Применим формулу для производной произведения 
dg dv . t/u г _ = , . t l _ - + v _ _ . [472] 

Положим и = 2.ï a — 1, а « = (I -f-.v 3) 2 = 2 3 , где z — 1 -|- .г3. 
с/к , ., я/и - r - = 6 . v - ; - T -dx dz 

п dt _ , 
; Z Z ; -7— = J A " , 

АЛ' 

dv dv dz 

Тогда 
dx 

dy 
"dx 

dz dx = 2 (1 + Xs) • 3*2 = бл-2 (1 -f .v'). 

(2A-3 - 1) • 6x* • (1 + л я ) + (1 + л- 3) 2 • 6x* 

: 6x-i ( 2 д : з _ i ) ( i _|_ .V!l) . j - бл-а (1 + л-зд 

упростив последнее выражение, получим 

dg 
dx — 13жя + 18л:». 

Рассмотрим ту же задачу, применяя 

+ [ 4 7 4 j 
g civ ы dx v dx 

Так как выше мы имели 

* L « 6 * » и б*» (1-1-л-') 
d.v с/л* 

47 Справочник для инженера, 
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Л . <!Е. _ —\— . б-у2 _| L__ . (1 Л- x3) 

у dx 2*з _ i ö * . г ( 1 + ^ ° * U T * / 

6л-3 _j_ 6л? 

чим 

2 * 3 - 1 ' 1 + * 3 ' 

Умножив обе части равенства на у, т. е. на (2* s — 1) (1 -f- * 3 ; 2 , полу-

dy бл? ( 2 * 8 - 1 ) (1 + * 8 ) 2 , . б* 3 ( 2 л : 8 - 1 ) ( l + J t 3 ) 8 

dx 2 * 3 - 1 + l + * : i 

= 6*2 (1 -}- л-3)2 - f 6*2 (2*8 — 1) (1 + л*) 

= 18л 8 4-18л- 5. 

Из сравнения приведенных здесь двух методов нахожде
ния производной произведения следует, что логарифмический 
метод является более простым, что становится особенно 
ясным в практической работе. 

955. Сравнение графиков функции y = \gX с графиком 

ее производной у = — . Если ординаты графика указанной 

производной, т. е< у' — -J-, обозначаются через у', то 

уравнение ее имеет вид 

Это равенство есть уравнение равносторонней гипер
болы. Отсюда-следует, что в этом случае имеется зависи
мость между данной логарифмической кривой и указанной 
гиперболой. Поэтому иногда натуральные логарифмы называ
ются гиперболическими логарифмами. Так как десятичные 
логарифмы составляют 0,4343 от значения соответствующих 
натуральных (т. е. звачение натуральных логарифмов 
в 2,303 раза больше значения соответствующих десятичных), 
то эти две системы логарифмов могут быть выражены по
средством одного и того же графика путем изменения мас
штаба ординат, как это показано на рис. 548; 

Указанное изменение производится и в масштабе ординат 
графика производной. В этом случае уравнение графика про
изводной для десятичных логарифмов (т. е. при основа
нии 10) имеет следующий вид: 

, dy 0,4343 
dx x 
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График этот поясняет соотношение между указанными 
двумя системами логарифмов. Если мы вычертим график 
десятичных логарифмов в том же вертикальном масштабе, 
что и логарифмов натуральных, то получим кривую, подоб
ную пунктирной линии, нанесенной на рис. 548. 

- -0 ,8680 

0,4343 

0,8686 

0,4343 

Следует заметить, что ординаты кривой натуральных ло
гарифмов в 2,303 раза больше ординат логарифмов десятич
ных. 

График производной десятичных логарифмов, так же, как 
и график производной натуральных, представляет собою 
равностороннюю гиперболу. 

956. Производная показательной функции. Пусть у = а", 
где « е с т ь некоторая функция от х. 

Возьмем логарифм обеих членов уравнения 
\^ty=-u-\g,a. 

Продифференцируем оба члена последнего равенства 

JL dy — da 

у dx dx 
47* 
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[546] dx dx 

В том случае, когда а = е, \%ее = \, а 

[547] 

Если и — х, то 

dy_d(en) 
dx dx = e 

du 
dx 

[548] dx = e 

Так как выражение y — eœ является функцией обратной 
д л я y=:\gex, то, как это выше было объяснено (н°3б1), 
у есть число, логарифм которого равняется 

Таким образом число, ло
гарифм которого при основа
нии е есть х, равно е"'. 

Особенностью функции 

у = е 

является то обстоятельство, 
что производная ее также рав
няется eœ; 

/ dy .7! 

Это означает, что график 
производной данной первона
чальной функции y~eiv есть 549. 
график этой последней. 

Длина подкасательной есть постоянная величина, рав
ная 1. Отрезок AB (рис. 519) представляет собою подкаса-
тельную в точке Р, Так как здесь первоначальная кривая 
в то же время Представляет собою и график производной, 
то на чертеже приводится одна кривая. Подкасательная 
здесь является постоянной не только для функции у = е'г, но 
также и для более общих случаев функций этого вида, т. е. 
и для функций у — сепх или у~са"> 
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Пример. Продифференцируйте у = е", где ы = arcsin х. 
dy и f dy_ 1 

dx tix ' V 1 ~ .r- ' 
Отсюда 

dy dy du e" earcsin ж 
c/.i- du dx y д.з y i. 

957. Производные функции y — uv, где и и w — функции x. 
Прологарифмируем данное выражение, 

he y = v kc »• 
Дифференцируя оба члена этого равенства по д-, получим 

1 dy ju^ du i dv . 
y "dx~~~u~'77±~dxls'>11 

da I v du , dv , 

Так как /у = и', то 

r - , 0 1 dy „_jr Ja . ,) dv . [549] -rfFH-" rf7^»-
Пример. Продифференцировать у — (1 -•)- .v 2 ; s i l 1 œ 

^ = u w , где н = (1 -f- * 2 ) и к = sln .v 
du „ r/u 

- r - = ix H - r - = COS л*. 
dx dx 

Подставив в формулу, получим: 

~ я - = Sin х (1 + x'*fn х ~ 1 2* -I- COS х (1 - f • \ge (1 + .v2), 

958. Относительная скорость возрастания и закол слож
ных процентов. Если скорость возрастания функций разде
лить на саму функцию, то получившееся при этом частное 
представляет собою скорость возрастания данной функции 
на единицу ее величины. Указанное частное 

e t 
dl 1 dy 

• ИЛИ • - f r 
У У d t 

называется относительной скоростью возрастания 'данной 
функции. 
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Если относительная скорость возрастания функции есть 
постоянная величина, то сама* функция изменяется по закону 
сложных процентов; если 

[550] 1. 
то 

[551] 

dt 

100 dy 
~~у~ ' df ~ С К 0 Р 0 С Т Ь возрастания в процентах. 

Закон сложных процентов выражается формулой 

в которой: А— наращенный капитал; Р—основной капитал, 
г — процентные деньги на единицу основного капитала за 
год; к — число раз подсчета наращенного капитала в году; 
n — число лет. 

Пусть число раз подсчета наращенного капитала, выпол 
няемое в течение года, возрастает беспредельно, т. е. к-+со 
Положим 

к ~~ z ' 
тогда (>+тП 

Переходя к пределу, получим: 
1 

l i m P 
к -» га 

1 4 » = lim Р 

1 + 1 
Z 

1 \ * 

2 

Но так как из п" 952 известно, что 
1 

lim 1 4 е, 

то 
[552] А = Рег 

Здесь А представляет собою наращенный капитал, полу
чившийся спустя п лет из некоторого основного Р и про
центных денег на него при непрерывном возрастании основ
ного капитала со скоростью г в год. При отрицательны^ эна-
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чениях г выведенная формула выражает обесцениваемое капи
таловложение. 

Когда г отрицательно, то г также имеет отрицательное зна

чение, a | l - j - -i-j все же стремится к величине е при г - > о о . 
Пример. Если указанная непрерывная скорость составляет б%, взя

тых со знаком минус, то 
А=:ре- °'06". 

Основание натуральных логарифмов е может быть заменено каким-
либо другим основанием, например ,10; вспомним, что e = Ю 0 , 4 3 ' 2 9 . Тогда 

Однако в последнем выражении первоначальное значение /• 
как коэффициента при п исчезает; это обстоятельство делает 
основание е более удовлетворительным для вычислений по
добного рода. 

Закон сложных процентов можно изложить следующим 
образом: 

Если какая-либо величина, например у, изменяется таким 
путем, что скорость ее возрастания (или убывания) по отно
шению к "некоторой другой величине, например х, всегда про
порциональна ей самой (т. е, у), то она изменяется по закону 
сложных процентов. Таким образом 

у _ Ре\ 

еде Р есть значение у при х~0, а г есть определенная 
скорость возрастания, выраженная в процентах. 

Пример. Скорость химической реакции возрастает на Ю'/о при повы
шении температуры на 1°. Вывести формулу для <и при любой темпера
туре. 

v^P 1,10*. 
Если if = 0, v — Р. 
Из таблицы натуральных логарифмов 

1,10 = е 0 ' 0 9 5 3 . 
Тогда 

где Р — скорость реакции при 0°. 

959. Графическое дифференцирование при помощи гра
фика показательной функции. 

Из вывода производной для показательной функции мы 
знаем, что ординатав. этом случае измеряет наклон .графика 
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показательной функции в той точке его, для которой она 
была восстановлена, так как 

d (е") 

dy 
d4 

dy 
d4 

dx 

a. y - - e 
положительно 

•10 

dl 
dx 

Рис. 550. 

b.y~- ê* 
отрицательно 

положителен! 

- 2 . - 1 
—I—-ztz 

dy dy 
_ 

A -dx 

- 4 3 -2 1 2 

Р и с 551. 

du 
-2 -отрицательно 
d ï 10. 

1 2 3 4 

MO a b - T Ï T 

Построив на кальке кривые показательных функций 

У- У-
~ а: 

•е. , У=е и у~ 
мы можем определить ординаты графика производной любой 
кривой посредством простого наложения соответствующей 
показательной кривой, нанесенной на кальку, на данную кри
вую. Перемещая кривые до тех пор, пока не найдем точку 
показательной кривой, в которой наклон последней будет ра
вен наклону данной кривой, откладываем ординату для про-
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изводной кривой, равную ординате показательного графика 
в указанной точке его. 

Если ординаты и абсциссы показательной кривой имеют 
различные масштабы, мы можем свести этот случай к графику -

100 
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-

Ч 4U 

-
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Рис. 552. 

у = еЪа} посредством деления масштаба абсцисс на Ь, что 
превращает данный график в кривую у — еЬх (см. п° 381), 

Образцовый график изображен на рис. 552, также в целях 
пояснения изложенного метода показана часть показательной 
кривой в точке,касания с данной кривой. 
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Глава XL VII. 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ. 

960. Обозначение дифференциала. Положим, зависимая 
переменная у есть функция независимой переменной х. Пусть 
символ dx, называемый дифференциалом независимой пере
менной, выражает приращение независимой переменной, т. е. 
dx = àx. В этом случае мы под выражением „дифференциал 
зависимой переменной" (или, что то же самое, дифференциал 
функции, дифференциал у, либо dy) понимаем дифференциал 
независимой переменной, умноженный на производную данной 
функции, т. е. 

*-(£) • 
где символ ^ п р е д с т а в л я е т собою производную, а не дробь. 

Разделив приведенное выше выражение на dx, получим 

dx \dx, 

где левый член равенства представляет собою дробь, явля
ющуюся частным от деления.одного дифференциала на дру
гой, а правый член есть производная. Согласно приведенному 
определению дифференциалов, мы можем рассматривать про
изводную как частное от деления двух дифференциалов. 
Здесь важно заметить, что в то время как dx — àx, dy, 
вообще говоря, не равняется Ду. Дифференциал независимой 
переменной представляет собою ее приращение, дифферен
циал же зависимой переменной есть произведение производ
ной и приращения переменной независимой. Таким образом, 

r- du 
производная функции у по х равняется дроби -j-, но ни 

в коем случае не равна дроби д^ . 

Если 

dx г х ' 

то мы можем над этим уравнением производить такие же 
действия, как и над дробью; т, е. можем написать так: 

dy — 2х • dx. 
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Точно таким же образом, если мы имеем произведение 
двух производных 

ÈL . ёл ') 
du dx ' 

то можем сократить du, в результате чего данное выражение 
d£ 
dx ' 

Таким же путем, если y — u-\~v, то 

dy du j _ dv 
dx'~dx~^rdx~' 

a [553] dy — du-\-dv. 

Точно также, если y ==. uv, то 
dy dv j du 
dx dx' dx' 

[554] dy = и • dv -\- vdu. 
T , и 1очно также, если у = — , то 

V 

du. dv 
dy dx dx, 
dx 

r - - - , , v • du — udv 
[555] dy = ^ . 

961. Приложение дифференциалов к исследованию кри
вых. Пусть РА—-касательная к данной кривой,-проходящая 
через ее точку Р{х, у) (рис. 553). 

] ) Равенство 
dg dg da 
dx du dx ' 

основное в дифференциальном исчислении, имеет место вовсе не на осно
вании того соображения, которое высказывает автор. Здесь дело гораздо 
тоньше. Простое сокращение на du невозможно по той причине, что в пер
вой дроби du означает полное приращение и, тогда как в дроби du озна
чает его главную часть, 

Возможность сокращения вытекает из того, что предел!'отношения 
полного приращения,к его главной части равен 1. 

Прим. ред. 
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Положим, х получает приращение Дл-, которое, согласно 
данному выше определению, равно dx. При. этом dy — диффе
ренциал функции — равняется ее производной, умноженной 
на dx. Так как производная функции равна тангенсу угла CPA, 
то 

d̂==tg CPA'dx. 
CA 
J2 = tg CPA или CA = tg CPA • dx, 

следовательно 
CA = dy. 

Заметим, что 
ày = ВС. 

•Дифференциал функции у, 
т. е. dy, есть та величина, на 
которую возрастает у, по мере 
того как х возрастает иа не
которое количество dx при том 
условии, что скорость воз
растания у в интервале с'х 
остается такой же, какой она 
была в начале его. 

Мы рассматривали скорость изменения зависимой пере
менной по отношению к независимой как предел отношения 
и назвали предел этот производной. Такое предельное значе
ние указанного отношения мы обозначали следующим образом: 

-У- s некоторая величина к (постоянная или переменная). 

Мы только-что видели, что это выражение можно напи
сать в виде такого равенства 

dy~- к • dx, 

Рие. 553. 

где k^f'(x), 

Подставив f'(x) вместо к, получим дифференциальное 
уравнение 
;[55б] dy=f(x)dxt 

.где f'(x) есть скорость изменения зависимой переменной по 
(.отношению независимой» 
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962. Длина кривой. Длина кривой есть предел периметра 
вписанного в нее многоугольника при безграничном увеличе
нии числа его сторон. Чтобы понять основание для такого 
определения, рассмотрим, как бы мы могли измерить длину кри
вой линии при помощи линейки. Можно представить себе ли
нейку, которая покоробилась, несмотря на то, что была сделана 

Рис. 554. Рис. 555. 

очень тонко. Очевидно, что весьма существенно ДАЯ такого' 
измерения воспользоваться идеей о вписанном многоуголь
нике, как это только что было высказано. 

Мы примем, что предельная величина отношения между 
весьма малой хордой и стягиваемой ею дугой при прибли
жении соседних точек Р и Р' друг к другу равна единице: 

"хорда РР'' 
um 1. Р - - Г ' I дуга РР' 

Здесь несущественно, рассматривается ли точка Р, как 
приближающаяся к Р', или наоборот, Р' — к Р, так как 
в обоих случаях предел расстояния между ними равняется нулю. 

963. Дифференциал дуги. Пусть s — расстояние от точки Л 
до переменной точки Р, измеренное по кривой. Обозначим 
угол ВРТ через букву <р. Если Р прошло весьма малый путь 
до точки Р', то приращения л-, у 
и s таковы: 
Дл- = PB; ày = BP' и Д« = дуга РР', 

Из рис. 556 видим, что 
Av As 

-рр, — As ' РР' 

_. А / As 
- рр, - л-Г ' РР' sin ар 

По мере того как Р прибли-
жается к Р', / ВРР' приближается Q 
к », и 

Аз дуга РР' 
РР'хорда Т5/* 

Рис. 556. 

стремится к 1. 
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[558] d s ^ d x ^ i + fdjL^. 

[559] Л = < & | / " 1 + ( | ) а . 

Глава XL VIII. 

ИССЛЕДОВАНИЕ КРИВЫХ. 

964. Параметрические уравнения. Если уравнение кривой 
дано в параметрической форме 

[560] * _ / ( / ) и *, = ? ( / ) , 

то весьма часто представляется удобным найти производную у 
по х без предварительного исключения / из данных двух 
уравнений. И х и у представляют собою функции t, в то же 
время у есть и функция х. Нам известно такое соотношение: 

В таком случае 

[561] 4 У _ d l

 л 

dx dx 
It 

Тогда, в пределе, 
dx . du 

COS tf> = j ~ и sin <p = -j^ . 

Эти равенства означают, что dx и dy являются сторонами 
прямоугольного.треугольника с гипотенузой ds, лежащей на. 
касательной, проведенной к данной кривой в точке Р. 

Надо иметь в виду, что, так как х есть переменная неза
висимая, то dx = à-x; но dy не равняется ày, так же, к ж и а з 
не равняется As, ибо у и s — переменные зависимые, что 
можно видеть на р и с 556. 

Из сказанного мы получаем весьма важные дифферен
циальные равенства. 

[557] Л а = ( с /л - ) 9 + ( « ( у ) а . 
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Пример, х — P - j - t, а г; -- t — 1, найти ~ . 

dx 
dt 2 / + 1 . 

1 dt 

dx' '2t + 1 

965. Составляющие скорости в пространстве. Если точка 
движется по кривой, расположенной в пространстве (не пло
ской), то проекции вектора ее скорости на три координатные 
оси называются составляющими данной скорости. 

На рис. 557 
Г 

dt 

RT-

Но 

[dt) -

так как 

[562] 

dv^ 
dl 

dz 
dt * 

dp Y 
dt) 

(dz 
[dt 

(РТУ = (PQ)* - j - (Qff )a 4 - (/? Г ) а 

Пример. Из i\n 830 известно, что параметрические уравнения винтовой 
линии 

х — г cos в ; # — г sin 0; г == !с в , 

где 9 — угол, 'на который поворачивается точка вокруг данной оси! г — 
радиус цилиндрической поверхности; k — постоянная, величина которой за
висит от шага винтовой линии. 

Найти касательную составляющую скорости в данный момент для 
точки, двигающейся на винтовой лшщи при условии, что в возрастает со 
скоростью 2 радиана в секунду: 

dx , n DE 
. — 2 r s l n е. 

DY a dQ п а -~ ~ г cos В . ~ 7 - = = 2r cos 9 
Л DT 
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dz 
dt 

de 
dt 

' dt • 2 k. 

= 2. Таким образом 

^ = YR^27~iux B)ä +T2 r cos Ö)HK2ATA = 2 / г ^ + Т 3 • 

966. Наклон кривой. К выяснению частного значения про
изводной или, что то же, наклона кривой в некоторой точке 

ее, следует подходить, как мы это 
увидим ниже, с известной осторож
ностью. 

Рассмотрим в виде примера, по
ясняющего сказанное, кривые сте
пенных функций, в которых .пока
затель степени при независимой пе
ременной является дробью. Такие 

_j кривые имеют резкие переломы, 
2 . подобные тому, какой показан на 

рис. 558, где изображен график 
Р и с 553. функции 

Рис. 559. 

Этот график имеет перелом в точке, абсцисса которой х — 0. 
Для указанной точки производная не является конечной ве
личиной, так как в равенстве 

du 2 



Случаи, когда производная положительна или отрицат, /S3 

правый член не представляет собою конечной величины при 
лг = 0, ибо его знаменатель в этом случае обращается также 
в нуль. В указанной точке производная меняет свой знак 
с —на -f-. 

При исследовании геометрического места точек поверну
той гиперболы или параболы могут встретиться затруд
нения, подобные только что изложенному. В случае ка
кого-либо сомнения (нет ли у кривой перелома) весьма 
полезно, построить кривую данного уравнения, в результате 
чего будут видны любые характерные ее особенности1 

(рис. 559). 
967. При исследовании функции для некоторого значения 

мы должны будем выяснить, является ли она при указанном л: 
непрерывной. Если рассматриваемая функция имеет вид дроби 
и если можно найти такое значение х, которое обращает 
знаменатель в нуль, то при найденном х функция имеет раз
рыв. Поэтому рекомендуется указанный знаменатель прирав
нять нулю и решить получившееся при этом уравнение, затем 
следует испытать значения xt близкие к получившемуся из 
уравнения (надо испытать значение больше получившегося и 
меньше его) для того, чтобы определить характер изменения 
вблизи точки, абсцисса который есть • корень решенного урав
нения. Функция может иметь разрыв не только тогда, когда 
знаменатель обращается в нуль, но также и в других слу
чаях, однако всегда представляется весьма разумным иссле
дование функции при указанном условии (приравнивание нулю 
знаменателя и т. д.). 

968. Случаи, когда производная положительна или отри
цательна. Рассмотрим y — f{x). Если ордината, т. е. значение-
функции, возрастает, в то время как абсцисса возрастает, или, 
говоря другими словами, если ордината возрастает при дви
жении точки по кривой слева направо, то функция является 
возрастающей. График ее поднимается кверху, а поэтому 

скорость ее изменения положительна (рис. 560). 

Касательная к такой кривой, проведенная через ту точку ее, 
для которой производная положительна, образует с осью Xугол 
меньше 90°. 

Если ординаты, т. е. значения функции, убывают, в то время 
как абсцисса 'х возрастает, то кривая является нисходящей и 

производная е е ~ | ~ отрицательна (рис. 561). 

48 Справочник для инженер». 
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Касательная к этой кривой, проведенная через ту точку ее, 
для которой производная отрицательна, образует с осью X 
угол, находящийся между 90° и 180°. 

Рис. 560. Рис. 561. 

969. Если на кривой может быть найдена такая точка, в ко
торой функция не возрастает и не убывает, то кривая в этой 
точке не поднимается и не опускается. Касательная к кривой, 

п р о в е д е н н а я ч е р е з указанную 
точку, является параллельной 
оси X, т. е. ее наклон, так же 
как и скорость изменения функ
ции, равен нулю (рис. 562): 

.ÈL dx = 0. 

Рис. 562. 

Если точка, двигаясь по кри
вой слева направо, проходит че
рез такое положение, при кото
ром производная изменяет свой 

' знак с положительного на от
рицательный, а кривая из под

нимающейся превращается в нисходящую, то само собой 
следует, что указанное положение точки дает максимум зна
чения функции. Если же точка, двигаясь слева направо, про
ходит через положение, при котором производная изменяет 
знак свои с отрицательного на положительный, то такое по
ложение определяет точку минимума на рассматриваемой 
кривой (рис. 563). 
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970. Воглутость кривой. Вогнутость кривой проще всего 
может быть выяснена, если обратиться к рассмотрению 
определенной кривой. Возьмем в виде примера график 
У J—4 л- (рис. 564). 

Положим) некото
рое положение точки, 
например Ри соот
ветствует какому-ли
бо значению х , на
пример Х[. По мере 
того, как значение x 
•возрастает, т. е. дан
ная точка движется 
по кривой слева на
право, последова
тельно проходя по
ложения Р2, Ps, Pi и 
т. д., наклон касатель
ной, т. е. произ-

dy я водная --£-/, убывает. 
'График, как мы ви
дим, обращен вогну
тостью книзу. 

Поэтому, если 
dy 
~dx~ 

лоштельна и яв
ляется убывающей, 
кривая обращена во 
гнутостыо книзу. 

Касательная, про
веденная к кривой 
через точку Р6, па
раллельна оси X, т. е, 
•наклон ее есть нуль и 

dx 

производная • по-

• 0. 

ц - достигает 

1 t 

" ! 

. о-

\ \ 
Уз \ 

_ X ? Н 

-— - х3--
— 

Рие 563а. 

достигает 
минимум 

563Ь. 

При дальнейшем перемещении точки вправо к положениям 
Put Pv À- Л) и т- Д-> указанный наклон делается отрицатель
ным и убывает, в то время как х продолжает возрастать. В точ-

48* 
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ках Рв, Pi, Р8, Pc, и i . д» наша кривая опять обращена вогну
тостью книзу, а поэтому мы выводим следующее заключение: 

Вели производная убывает по мере того, как х возра

стает, кривая обращена вогнутостью книзу ^независимо от 
t dij 

того, будет ли вели
чиной положительной или 
отрицательной^. 

В то время как точка 
передвигается еще далее 
вправо, последовательно 
проходя через Р/, Р<[, 
/ У и т. д., наклон каса
тельной или, что то же, 
значение производной, все 
еще остается отрицатель
ным, но превращается из 
величины убывающей в ве
личину возрастающую. Го
воря другими словами, по 
мере возрастания х воз
растает и значение про
изводной, в этом случае 
наша кривая . обращена 
вогнутостью кверху. Ка
сательная, проходящая че
рез точку Рь , параллельна 
оси X, чк е. ее наклон есть 

Рис. 564. нуль, и 

4 ^ , 

Во время прохождения точки через положения Р6', / У , Р8', 
Р$ и т. д. наклон касательной, т. е. значение производной, 
становится положительным и при возрастании х сам также 
возрастает, кривая же все еще обращена вогнутостью кверху. 
Поэтому мы выводим- заключение, что 
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, dy 

если производная возрастает по мере того, лак и х 

возрастает, кривая обращена вогнутостью кверху \^неза* 

s du „ ' „ 
висимо от того, будет ли величиной положительной или 

отрицательной 

Обращаясь опять к рис. 564, где графики 
y = xs — 4 л: 

y'^ÉL^Sx"~4 ах 
it d-y , 

вычерчены при одних и тех же осях, а их ординаты выражают 
dy и d*,y 
dx dx* 

соотношение: кривая производной пересекает ось X, т. е. про
ходит через свои нулевые значения, в таких точках, которые 
являются абсциссами максимума и минимума первоначальной 
кривой. 

Для всех тех значений х, для которых график первой про
изводной лежит над осью ^(производная здесь положительна), 
первоначальная кривая поднимается кверху вправо. Для всех 
же тех значений х, для которых график первой производной 
находится под осью X (производная отрицательна), перво
начальная кривая вправо падает. 

Если при возрастании х (в направлении слева направо) 
положительный знак ординаты графика первой производной 
изменяется на отрицательный, т. е. если график первой произ
водной пересекает ось X сверху вниз, то первоначальная кри
вая имеет максимум в той своей точке, для которой указанное 
пересечение является абсциссой, ибо в этой точке у' = О. 

Если при возрастании х кривая производной пересекате 
ось X, идя снизу вверх, т. е знак ее ординаты меняется с 
отрицательного на положительный, то первоначальная кривая 
имеет минимум в той своей точке, которая соответствует ну
левой точке графика производной. 

Для всех значений х, для которых график второй произ
водной расположен выше оси X, т. е. где он положителен, 
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кривая данной функции обращена вогнутостью кверху; для 
всех же значений абсциссы, для которых график второй произ
водной находится под осью Х{ т. е. где он отрицателей, 
первоначальная кривая обращена вогнутостью книзу. 

971. Точки перегиба. При том значении х, при котором 
график второй производной пересекает ось X, 

dx* U 

и кривая данной функции имеет точку перегиба. 

Знак второй производной вообще говоря, изменяется, 

а следовательно график функции получает выгиб в обратную 
сторону, т. е. он имеет точку перегиба. 

Точка перегиба есть точка максимального или минималь
ного наклона графика функции. 

. 565. 

Пример (рис, 565). 
• 8 д-а. -1-16 

g' = -,ä- = 4 * в - 1 6 * - 1 . 
dx 

dx* 
12 л-2 - 1 6 ' 

Заметим, что кривая первой проиаводной пересекает ось Xтогда, когда 
график функции достигает максимальных, либо минимально* значений. 
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Кривая же второй производной пересекает ось X, когда график первой 
производной достигает максимальных или минимальных значений, а график 
функции имеет точки перегиба. 

Заметим, кроме того, что ордината графика второй производной поло
жительна для минимальных значений первоначальной функции и отрица
тельна для ее максимальных значений. 

Если кривая второй производной лежит над осью X, т. е. если 

dx* ' 

кривая функции обращена вогнутостью кверху, если же кривая второй про
изводной расположена под осью X, т. е. если 

то кривая функции обращена вогнутостью книзу. 

Для определения тех значений •.х, при которых данная фун
кция имеет точку перегиба, следует вторую производную при
равнять нулю, а затем решить получившееся при этом уравне
ние. 

972. Определение значений максимума и минимума. Фун
кция одной переменной, как это следует из предыдущих рас
суждений, имеет максимум своего значения в точке х — х0, если 

du л d2y . л 1Ч наклон = -~jr = 0, и если -j^ < О )• 

Таким же образом, функция одной переменной имеет мини
мум своего значения в точке лг = *о, если 

du n dïy . _ наклон = = 0 и если > 0. 

Обыкновенно бывает достаточно построить весьма прибли
зительный график, чтобы он позволил увидеть ординаты мак
симума и минимума, не ведя дальнейших исследований. 

!) Функция может достигать максимума или минимума еще и в тех 
случаях, когда при данном значении х производная функция терпит разрыв 
непрерывности, изменяя свой знак. 

9 
Например, функция,;/ ~ Ух1 имеет минимум при х = 0. Этот минимум 

нуль. Между тем производная 
dy 2 1 
dx * 3 a . Ух 

при этом значении х обращается в бесконечность, 
Прим. ред. 
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973. Правила для нахождения максимума или минимума. 
Чтобы решить предлагаемые ниже задачи, определите выражение 
той величины, которая согласно задаче должна иметь макси
мум (или минимум), а затем условьтесь считать это выражение 
функцией, т. е. ординатой у . 

Выразите у только через одну переменную х. Иногда для 
этого бывает удобно представить у как функцию от функции, 
а затем привести последнюю к обыкновенной функции, зави
сящей от одной переменной. 

Найдите первую производную и определите те значения л-, 
которые дают 

# = 0. 
ах 

Исходя из характера' задачи, обыкновенно бывает легко 
решить, имеет ли функция, в рассматриваемой точке, макси
мум или минимум. Если же это обстоятельство определить не 
легко, то найдите значения второй производной для тех точек, 
для которых первая производная обращается в нуль. 

Если > 0, функция имеет минимум для данной точки. 

Если -j— < 0, функция имеет максимум для данной точки. 

Пример. Стальной цилиндрический бак, состоящий иа стенок и днища 
одинаковой толщины, должен обладать емкостью в 140 м'К Найдите такие 
размеры бака, при которых величина его поверхности становится наимень
шей. 

Пусть А — высота, D — диаметр, s — площадь поверхности, t -= ~ f-

Объем = £—— == 140 л 3 (постоянная величина). 

Исключаем h посредством подстановки 

1 4 0 X 4 Л = -

в уравнение поверхности. Тогда 

•kD* , 5 6 0 я D к 560 
• ~ 4 1 it 1)2 1 - 4 Г D 

Скорость изменения поверхности по. отношению к диаметру есть 

ds тг D 560 
dD e 3 " Ж ' 
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Функция s будет иметь минимум, когда 
ds _^_D_ 560 
dû ~ 2 D2 

кР _ 560 
2 ~ Iß 

i cD 3 = 1120 
Z53 = 357 

D = 7Д лг = диаметр. 
Подставляя найденное значение D в 

те £>2/i 

0 

: = 140, 

получим 

150 - х 

мля 
камень 

-150— *\ 

h — 3,5 = глубина бака. 

Заметим, что диаметр в два раза больше глубины. 
* 

Пример 2. Производитель работ подсчитывает стоимость работ для 
проведения туннеля от точки А до точки В, которая лежит на 90 м 
ниже точки Л и на расстоянии 
150 м от нее по горизонтали. 
Он вынужден вести работы че
рез землю и камень. Согласно 
его смете работа этого рода со
ставляет на линейный метр 
30 руб, в вемле и 90 руб. в ка
мне. Какие расстояния нужно 
пройти в земле и в камени
стой породе, чтобы стоимость 
указанной работы была на
именьшей? 

Пусть х — горизонтальное 
расстояние, показанное на рис. 
566; 150 — х расстояние, на 
котором извлекалась земля.; 
Vл'2 -|- 8100 — расстояние, на 
котором извлекалась камени
стая порода. 

Так как стоимость есть функция, минимум которой мы желаем иайти, 
то составляем выражение для втой стоимости в виде функции двух указан
ных расстояний, т. е, 

С = стоимость = 90 ( У Ж + Ш Ш ) -f- 30 (150 - х) » 

f^ + 8IOÛ-\ I ~f о 
СП 

о 
С П 

1 . fil • 

=s 90 (*3 + 8100) + 30 (150 - ,v) 

ф ? с * § С * Ч - 8 1 0 0 Г 2 • d ( x ' J dx 2 dx 
8100) •30; 

90 x 
• 3 0 . 

Ул-2-j-olOO 

Для того чтобы наща функция имела минимум, должно равняться 

нулю. 



762 Исследование кривых 

V А- 2 + 8100 
З л = 1 

Ух* -I- 8100 

3 . v = /^5+~8100. 
Возвышая в квадрат, получим: 

л-3 - |-8100 = 9.v 3 

8 х 3 = 8100 
Xs = 1012,5 

л - = 31,8. 

Ух* -(- 8100. = У"31,8-' + 8100 = 95,5 м 

есть расстояние, на котором нужно извлечь каменистую породу. 
150 — х = 118,2 м — расстояние, проходимое в. земле. 
Стоимость = 90 (95,5) + 30 (118,2) = 12141 руб. 

Пример 3. Часовая стоимость топлива, расходуемого на движение па
рохода, пропорциональна кубу скорости и составляет 20 руб. при ско
рости в 20 км. Прочие издержки составляют 100 руб. в час. Найдите 
наиболее экономичную скорость парохода в стоячей воде. 

Стоимость топлива = F = i s 8 (s = число километров u час). 
Тогда 20 = k (20) в, откуда k = 0,0025. 
Поэтому, 

F = 0,0025 А 

Стоимость вксплоатации в час = 0,0025 s a -f-100. 

_ r 0,0025 ss H- 1C0 - m o ( , ,, . 1 m . . . 
Стоимость на километр = С = • = 0,0025 .r -)- 100 s 1 

С будет иметь минимум, когда 

^ = 0,005 i - 100 s - 2 = 0 
as 

0 ,005 , = ™ ° 
s-

s* = 20 000 

s = 27,1 км/час. 

Представим втот ответ в общем виде. Пусть к — коэффициент при », 
определяемый, как и выше, из опыта, и пусть а — постоянная сумма раз
личных затрат .по вксплоатации в час. Тогда наиболее экономичная ско
рость дается выражением 

VIT 

Поэтому 
9 0 * 30 = 0. 
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З а м е ч а н и е . Различные авторы дают соотношение, в котором мощ
ность пропорциональна кубу скорости, а так как изменяющаяся мощность 
пропорциональна расходу топлива, то последний также пропорционален 
кубу скорости. 

Пример 4. Прочность балки прямоугольного сечения на изгиб пропор
циональна ширине последнего и квадрату его высоты. Найти размеры наи
более прочной балки, какую можно выре
зать из круглого бревна диаметром 60 см. 

Пусть S— прочность балки на из
гиб, х — ширина балки, у — высота 
балки. 

Тогда 

S=k-xy*. 

Из треугольника (рис. 567) 
.i р.. (у 

A"-FIR 

Тогда 
S 

dS 
dx 

d^S 
dx* 

•• 60 3 = 3600 

: 3600 - .V 2 . . 

: kx (3600 - A--') 

: 3600 k-3 kx* 

TJÎ ~~ — 6 kx Рис. 567. 

dS - PS 
• = и, a = отрицательное число в том случае, когда 

3 Ь 3 = 3600 k 
х* = 1200 
х = 34,6 
у = 49,0. 

Пример 5. Иа механики известно для приводного ремня следующее 
соотношение: 

Напряжение, вызываемое центробежными силами = С — — v , где ги 
S 

есть вес 1 м ремня с площадью сечения в 1 сл<3. Если 7^ — наибольшее 
напряжение ведущей части ремня (которое он может выдержать), то вели
чина передаваемого усилия на единицу сечения будет 

Передаваемая мощность на квадратный сантиметр сечения ремня раина 

P = F-v. 
Тогда 
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Следовательно 
dv g 

3 luv9- _ 

Но = С ~ напряжение, вызываемое центробежными силами. Тогда 
8 ЪС=Тг 

<• 1 
Максимум передаваемой мощности получается в том случае,,когда на

пряжение, вызываемое центробежной силой, составляет одну треть наи
большего допустимого рабочего напряжения ремня. 

Пример 6. При какой скорости приводная цепь, имеющая рабочую 
нагрузку Р, будет давать максимум мощности в том случае, когда прини
мается во внимание центробежная сила? 

Пусть w — вес одного метра цепи; v — скорость цепи в метрах в се
кунду! g — 9,81 л/сек 2 . 

ЧО ' v^ 

Натяжение, вызываемое центробежными силами, С=—-—. 
Если Т% —- наибольшее допускаемое рабочее натяжение цепи, то появ

ляющееся при передаче мощности натяжение равно 
Г , 

а передаваемая мощность, как и в предыдущем примере, 

g 
dP _ 3 wv* 
— — '2 • 
dv ~'* g " 

Наивыгоднейшая скорость цепи есть 

т 5 w 

Возьмем, например, обыкновенную кованую цепь. 
w = 6 «i на 1 м 

Га = 450 кг. 

Практически же, имея в виду прочность зубцов,-а также и некоторые 
другие обстоятельства, является нецелесообразным давать цепи скорость 
более 3 м!сек. Поэтому совершенно очевидно, что центробежная сила не 

Чтобы найти максимум мощности, приравняем первую производную 
нулю: 

dP _, 3 w • «2 

• — i% — 
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влияет на сопротивление цепи; она входит а вадачу и рассматривается 
в ней только в том случае, если цепь очень слабо натянута, что вызывает 
удары зубьев звездочки. 

974. Кривизна. Рассмотрим дугу, обращенную вогнутостью 
по всей длине к своей хорде. Степень изогнутости дуги 
может быть измерена углом ß, находящимся между касатель
ными, проведенными через ее концы, т. е. углом, на который 
поворачивается касательная, если точка касания движется по 
данной кривой от одного ее конца к другому, 

ß <р' — (р Д? 
Отношение дуга РР' As 

есть средняя кривизна дуги РР' на единицу ее длины. По мере 
того как Р приближается к Р', т. е. As -*• О, 

,. До 
l i m -—-

Л з - > 0 Д 5 ' ds' 

Это выражение называется кривизной в точке Р. Следует 
заметить, что изменение кривизны находится в прямой зави-

Рис. 568. Рис. 569. 

симости от степени изгиба кривой, т. "е. кривизна больше, 
если кривая изогнута более резко, она меньше, если кривая 
более приближается к прямой линии. 

; а Э . 

Пример 7, Найдите кривизну в точке Р окружности радиуса а (рис. 569). 
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Тогда 

àf_ d0_ 1 
ils a d'à а 

Кривизна окружности постоянна и равна числу, обратному величине 
ее радиуса. Вследствие этого радиус не применяется для измерения кри
визны, ибо последняя не изменяется прямо пропорционально ему. 

975. Радиус к р и в и з н ы . В предыдущем п° мы н а ш л и , что 
радиус окружности есть величина, обратная ее кривизне. 

Радиус кривизны какой-либо кривой в любой точке ее 
определяется как радиус 'такой окружности, которая имеет 
ту же кривизну, что и данная кривая в указанной точке. 
Следовательно, радиус кривизны кривой в некоторой ее 
точке есть величина, обратная кривизне в этой же 
точке. 

[563] Р 

Ts 
с/? (1) 

arctg 
d4 

dx' 

Из n° 949 [520] 

Кроме того 

(3) 

Подставляя (2) и (3) в (1), получим 

dx* 

Так как обыкновенно требуется знать численное значе
ние р, то знаком его можно пренебречь. 
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Если кривая дана уравнением х = /(у), можно показать, 
что таким же образом, как и выше, получается соотношение 

[565] р = 
1-1-

, з 

dy*. 
Пример, Найдите радиус кривизны параболы у'1 —Ах в точке (9,6): 

d l = 1 _ _ 1 
dx у 6 3 

2 i 
~ — 7у 
У 

dx* ' 'dx ' ~ У d x 

я 3 

' 5 4 

Ni)' ч 4 
d*y 
dx* Si' 

63,23 

Глава XLIX. 
РАЗЛОЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ В РЯДЫ. 

976. Теорема-Ролля. Если функция f(x) и ее производная 
f'{x) однозначны и непрерывны при всех значениях х, от 
x = а до х = Ь, и если кроме 
того f(a)=f(b) = 0, то f(x) 
обращается в нуль по крайней 
мере для одною значения х, на
ходящегося межд'] а и Ь. 

В геометрическом смысле это 
означает, что если непрерывная 
кривая пересекает ось X в двух ~~Q 
точках, x — а и х — Ь, и имеет во 
всякой точке этого интервала ко
нечный наклон, то в некоторой 
точке, скажем, л- = х0 (а<х0<^ Ь), 
касательная к данной кривой па
раллельна оси X (рис. 570). 

977. Закон среднего. Закон среднего, называемый иногда 
теоремой о среднем значении, выводится из теоремы Ролля. 
и заключается в следующем: 

Рис. 570. 
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Если f(x) и ее первая производная f(x) непрерывны от 
х — а до х = Ь, то существует такое значение x = хи ко
торое лежит между х — а.и,х'=Ь и дает равенство 

[566] 

или 

Пусть 

Ь-а 

№=>f(a) + (b-a)f'(Xl). 

f(b)-r f(a) _Q 

Так как a VL b постоянные, то и Q постоянная и 

№-f(.a)-(b-a)Q = Q. 

d) 

(2) 

Рис. 571. 

Пусть <о(х)— функция, полученная в результате замены а 
буквой х во (2). 

«PW=/(À)-/(*)~(i~*)Q 
?'(*)=-/'(*)+ Q. 

О) 

(4) 

Так как f(x) и f'(x) непрерывны между х—а н х=>Ь, 
то ср(х) и <р' (х) также непрерывны между х~а и л- = 6. 

Из (2) имеем 
(b~a)Q=f(b)-f(a). 
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Подставив это выражение в (3), получим 

ср (л-) = / (6) - / {x)-f{b\Zfaa) (*>-*)• 
Тогда 

<р(*) = / ( о ) - / ( 6 ) = 0. 
Таким же образом из (3) получим 

<? (а) - / ( 6 ) - / ( а ) - [f{b) ~f(a)] - 0. 
Откуда следует,, что <р (лг) удовлетворяет условиям теоремы 

Ролля (п° 976) следовательно 

Равенство (4) получает вид 

или 

где Xi находится между х — а и х — Ь, 
Подставив в (2), получим 

fib)~f(a) + ib~-a)f'(xù, 
что и требовалось доказать. 

978. Обобщение закона среднего. Если функция / ( * ) , а 
также ее первая и вторая производные fix) и / " ( л ) непре
рывны от х — а до x = b, то существует такое значение 
л: = хч между х — а и х — Ь; для которого 

f ib) -fia) Hb - а) Да) - f ( ~ т ^ H * . ) -

Положим 

f(b)-fia)-(b-a)f'.(a) 

21 
Так как a и b постоянны, то nR также постоянна, а потому 

f(b)-f(a)-ib-a)NA)-{^~^R==0, (2) 

Подставляя в левую часть ур-ния (2) букву х вместо а, 
получим функцию 

f2{x)^fib)~-f(x)-ib-x)f'ix)~(-^^R. (3) 

49 Справочник для инженера. 
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Дифференцируем (3), имея в виду, что третий член правой 
части является произведением. Таким образом 

?'а W = "A*) — (b — x)f" (x) -!-/'(*) -f (b - x ) R = . (4) 

Так как f(x), /'(дг) и f"(x) непрерывны, то «РаС*) и <?</(*) 
также непрерывны. 

Из ур-ния (2) имеем". 

<±Z*L R = F ( B ) _ F ( ß ) _ { Ь О ) / Г А ) . 

Подставляя полученное выражение в (3), найдем 
<?2 (*) ='/(*) - /W - (Ь - х ) Г (х) - [/(6) -/(а) -

? 2 (в) - / ( 6 ) -/(а) - (6 —а)/'(а) - / ( 6 ) + / ( а ) -f' 
+ < 6 - а ) / ' ( а ) = 0. 

Кроме того, из ур-ния (3) 

ъ (b)=f(b) - m -(Ь-ь) /'(&) (-^=р^ я = о . 

Отсюда видно, что функция '-р2 W удовлетворяет условиям 
теоремы Ролля, а потому 

<?Л*2)=о, 
и ур-ние (4) превращается в уравнение 

o=(b-xj[R-f"(Xs)] ] : 
или 

Подставляя это значение в ур-ние (2), имеем 

fib) = /(а) + (6 - а)Па) + 1 ^ - 2 /"(*,), 
что и требовалось доказать. 

Пользуясь тем же приемом, можно показать) что 

fib) -fia) -f- ib - a) f'(a) -f- f"(a) -|- ^ = ^ > Ы . 



Формула Тэйлора с остатком 771 

Вообще 

/ ( 6 ) = / ( а ) -|- (Ь - a ) F (а) + I T ^ l . / " ( в ) + 

п~1 
m + < -^г 2 г (°)+• • • + (i

(7_f't)l - /-' м+ 
M , 

где а<лг„ < Последнее выражение является общей формой 
обобщенной теоремы о среднем. 

9Î9. Формула Тэйлора с остатком. Если в общей формуле 
закона о среднем (п° 78) подставить х вместо Ь, то получим 
выражение 

/ (* ) = / ( « ) - f - — p - / ' W + ( J L ^ - Г <«) + 

[568] + i j L ^ Па) - [ - - . . + Z""1 («) + 

которое называется формулой Тэйлора. 
Эта формула справедлива для всех значений * от х — а 

до х = Ь, при том условии, что функция и n ее последова
тельных производных конечны и непрерывны в интервале от 
х — а до х — Ь. Подставляя х вместо Ь, мы получаем выра
жение, справедливое в указанных пределах. 

" I , Таким образом, функция f(x) может быть заменена равным 
ей конечным рядом, состоящим из членов (л: — а). 

В формуле [568] последний ее член ^—j^~f"(x„) назы
вается остатком. Если этот остаток можно сделать как 
угодно малым, взяв для этого достаточно большое п, то ука
занный ряд [568] превращается в бесконечный сходящийся 
ряд, причем он стремится к пределу, равному f{x). Для тех 
значений х, для которых остаток стремится к пределу, ра
вному нулю, т. е. когда 

'(х-а)п 

Jim 
И > со 

Л1 

функция равняется сумме членов сходящегося ряда. 
49* 
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24 1 120 • 

Если в [568] вместо л1 подставим а -(- Л, то мы получим 
другую форму ряда Тэйлора, а именно: 

[569] Да + М=/(«) + -^(а) + -^ГМ + !У"М + 

+ + . - . + ç ^ y î / " M W +•• • 

Этот ряд, в частности, весьма полезен в том случае, когда 
мы желаем выразить функцию суммы двух величин в виде 
ряда, состоящего из степеней только одной из указанных 
двух величин. 

Пусть 
у = f(x) = аха - f bx* Ar сх Ar d. (1) 

Если x получает приращение А, то 

Дифференцируя функцию (1), имеем 

/(х)=-Зах'г + 2ЬхА-с 

f'(x)бах A-2b -П^^ЗахАгЬ 

Г(х) = 6а 1 - ^ 1 
= 5 а 

/ и ) ( л - ) = 0 при n ü s 4 . 

Пример. Разложить sin х в ряд по степеням (л- — а). Имеем: 

f(x) = s'mx, тогда f(a) = sin а 
f'(x) — соз a - , f(a) — cos a 

/"(x) = — sin x, f (a) = — sin a 
f"{x) = — cos X, f"(a) — — ces n 
fIV(x) = sin x fIV(a) — sin a 

(x) = cos * fV{a) = cos a 

Подетавив эти выражения в [568J, получим: 

.sin х = sin a -f- cos а(х — а) — sin а ^ c o s а ~—("— "f* 
. , (дг — а)* . (х — а)г> 

-|- sin а „ . - f cos в • 



Формула Маклорена с остатком 773 

Подставляя эти значения в (2), получаем 

f(x -f~A) — (ах* + Ьх* Ar сх + d) - f (Зад: 2 - f 2 й* + с) Л - f 
+ (Зад:-)-6) A 2 - f а /Л 

В большинстве случаев значительно проще составлять ряд 
по последнему способу, чем сначала производить подстановку 
(л: —|— Л) вместо x, а затем выполнять перемножение, указанное 
в выражении 

f(x + h) = a ix - f Л)3 - f 6 (* + Л)2 + с (.t - f A) - f d. 

980. Формула Маклорена с остатком. Эта формула является 
частным случаем формулы Тэйлора, в которой а = 0, причем 
ряд Тэйлора превращается в 

[570] / М =/(0) +Д0) * + / ' « > ) -Ç + / " № ) | f + 

+ / « « » - £ + • : • j ^ + n , ^ . 
Этот ряд называется рядом Маклорена. 
Пример 7. Найти ряд для COS*. 
Имеем: 

Jix) = cos л- = / ( 0 ) + / ' ( 0 ) x + + / a'»>*. + . . . 

/ ( 0 ) = cos 0 = 1. 
Первый член ряда = 1. 

„ , . rf(cos.v) , 
f'(x)^-}

dx . * = - s l n * t 

тогда 
/ ' ( 0 ) = - s l n 0 = 0 . . 

Второй член = 0 • x = 0. 

' V'1' "~ ~~ . — COS A", dx 
тогда 

/ " ( 0 ) = — cos 0 = — 1. 

Третий член = = •—jj]—' 

dx 
тогда 

d( — COS*) , 

/ ' " ( 0 ) = 3 . s l n 0 = 0 . 
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i (sm x) —i Ix 31—•—5f~ ТГ " ' / 

Пример 3. Раавернуть в ряд выражение cos л- -|- i sin х. Пользуясь naii-
деиными выше рядами для c o s * и / s i n х , имеем: 

[574] c o s x + Z s i n x ^ j l — J - + ^ f - - 4 + . . . ) - ! - / ( * - - f • 

*' *' V 1 ! •
 X- L

 1x9 X i
 I 1 I • I / S -

I°X° l'A" . 

Пример 4. Развернуть в ряд выражение l g e ( l - | * ) -

Пусть /(л-) = 1^(1 -|-л-), тогда /(0; = 1 = 0. 

/ Ч л ; ) = Т Т 7 ' /'(0) = 1 

Подставляя эти значения в формулу 

f i x ) = / ( 0 ; + / ' ( 0 ) л + / ' ( 0 ) - § + r ; m ^ . р . . , , [570] 

О • x3 

Четвертый член = — g j — = 0. 
,,, , d (sin x) 

тогда 
P (0) = cos 0 = 1. 

1 • X4 Л"4 

Пятый член = — | j — = -jî* 

Напишем ряд: 
х- v 1 f 8 V8 

[571] С 0 8 * в 1 - 1 Г + " 4 Т ~ 1 Г + 1 Г ~ " -
Пример 2. Развернуть в ряд sln лг. 

Пусть /(л-) = sln х, тогда / ( 0 ) = sln G = 0 
/' (x) = cos x, f (0) = cos 0 = 1 
/ " (д.) == _ sin л-, / " (0) = - sin 0 = 0 

fill ДО . = — cos X, / " ' (0) = — COS 0 = - 1. 
Таким образом, наш ряд примет вид 

д.3 Л.Г) - xi vfl 
|572] s tn.v = * - 1 F + l r - l r - | ~ - , . . 
а также 

1573] 
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2! 1 3! 1 4! г ' • ' 
Но так как этот ряд одинаков с полученным ранее рядом дл! 

cos л* -|- i sin л', то 
[578] eix = cos х -|- i sin x. 

981. Предел выражения—^" П Р И х > стремящемся к 0. 
В п° 936 было показано, что этот предел равен единице. То 
же самое можно доказать посредством разложения в ряд: 

.Л. Л. _\1 Л. A. i 

s in* ~î "зГ~'~"5! 7Т" 1" ' " 
* л: 31 _ | ~ 

+ "5! 7 T " , ~ • • • 
Отсюда легко видеть, что когда х приближается к 0, то 

предел суммы членов ряда равен единице. Поэтому 

[579] lim ' S i n * 
œ ->• 0 

1. 

982. Неопределенные формы. Основными видами неопре
деленных форм являются: 

0 оо 
_— . 0 • о о , оо —, со. 

0 ' оо 

получим 

[575] I ï , ( l+*) -* -4 + : f ~ T - + -
Для разложения в ряд выражения lgg (1 — л-) подставляем в [575] ( — х) 

вместо х. Имеем: 

[576] tee(l-*) = ~ ~ х - - ^ - ~ - ^ - - . . . 

То обстоятельство, что в этом ряде все члены имеют знак минус, со
гласуется с тем, что логарифмы чисел, меньших единицы, отрицательны. 

Пример. Разложить в ряд егх. 

f(x) = eix, т о г д а / ( 0 ) = е 0 = 1 

f (л-) = i • е™ / ' (0) = z - е0 = i = Y~~î 
f" (x) = ; 2 e " / ' (0) = ß • e° =s i 2 = — 1 
/"'(x) = P • е г ' в / " (0) = P • e° = /а = — V^ï. 

Отсюда, 
;2д-2 /3 , -3 / 4 у 4 

[5771 ..,?»~1 + 1 х + 1Л- + , х ' ! Х • 
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1 
"Ж 

1 1 
Если теперь А и В возрастают беспредельно, то -д и 

,стремятся к нулю, и дробь обращается в -jj-. 

Точно также, если в произведении AB один из множите
лей, например А, приближается к нулю, а.другой В возра
стает беспредельно, то указанное произведение можно пред
ставить в таком виде: 

А 

В 
О 

что также является неопределенностью вида -Q-. 
Для раскрытия неопределенности в этом случае необхо

димо найти предел дроби, когда числитель и. знаменатель 
приближаются к нулю. 

f(x) 

Рассмотрим дробь ^ ^у. 

Предположим, что при некотором значении х, называемом 

критическим значением, дробь обращается в 
Для некоторого другого значения л: дробь будет иметь 

определенную величину, которую можно определить путем 
подстановки вместо л: этого значения. 

Попытаемся определить предел, к которому стремится 
дробь по мере того, как значение х приближается к крити
ческому. 

Особенно часто встречается форма причем в нее 

можно превратить формы — и 0 • O D . 

Любая дробь -ß может быть написана в виде 

В 
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На Ar h) = / ( « ) + / (« ) А + Я£» Ar + 

? ( а + А) = <р(а) + <р , (а)А+ - Ш |- - ^ ; + 

Но так как / ( а ) = 0 и <р (а) = 0, то 

[ 5 6 9 1 

f w + - ^ l . * + ^ + . . . • 

Если Л приближается к нулю) причем ряд Тэйлора является 
сходящимся, то 

Г 5 8 0 ] Ы(Ж\-Ш 
1 . - . . W W / f (а) 

Поэтому мы можем найти искомый предел дроби посред
ством простой подстановки вместо числителя и знаменателя их 
первых производных, взятых по x, а затем заменить в п.О'' 
следних л* величиной а. 

Пример, Найти, пользуясь изложенным выше приемом, 

Если подставить 3 вместо х, то получим: 

9 - 9 0 

Предположим, что при л: = 0 обе функции f(x) и <?(х) 
обращаются в нуль, т. е. 

/ (й) = 0 и ? ( а ) = 0 , 

где а есть критическое значение лг. 
По формуле Тэйлора имеем: 
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Дифференцируя, имеем: 
d(x*-9) 

d(x-3) 
Ix 2 - 3 , 

dx 
Поэтому пределом дроби, при х—> 3, является число б. 

Пример 2. Найти 
1- Г * Ч - 6 я - 2 - | 

Дифференцируя, получим: 
f'(x) 4*3 + 12* 

9х? + 2.v 

Если подставить л- = 0, то дробь все же примет неопределенную форму. 
Дифференцируя вторично, имеем 

fix) _ 12л--'+12 
<р"(*) 1 8 * + 2 ' 

Подставляем х — 0, тогда 
7 W im 

Поэтому 

im 
(В —» О U"(-v)J Œ _ 

Г*" 

о L 3 I 

<p(*)J 
12 r 

! т = 6 . 
- 6 * 2 

Пример 3. Найти 

lim Г* — тс"! tgy — lir 
ctg- 2 . 

Для получения новых числителя и знаменателя, дифференцируем числи
тель и знаменатель предыдущей дроби. Тогда: 

d (х — тс) dx 
1 „ * 

T c o s e c " т 

lim 1 „ * _ _ o o s e c - T 

= - 2 , 

Глава L. 

ЧАСТНОЕ И ПОЛНОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ. 

983. Функции двух независимых переменных. До на
стоящей главы мы рассматривали только функции одной 
независимой переменной, Надо заметить, что хотя кроме 
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того мы исследовали и функции вида y = uv и ух = и, 
но последние представляли собою также функции только 
одной независимой переменной: в.первой из них ц,и v явля
лись функциями независимой переменной х, во второй же 
буквы х и у применялись обычно для того, чтобы указать 
на то обстоятельство, что данная функция является функцией 
от некоторой независимой переменной t. 

• Ниже мы рассмотрим функцию, значение которой зависит 
от значений, двух независимых переменных. Такой функцией, 
например, является объем газа. Объем этот зависит от тем
пературы газа, а также от действующего на него давления, 
причем и температура и давление могут' изменяться незави
симо друг от друга. 

984. Дифференцирование функции двух независимых 
переменных. При изучении функции f(x,y) двух независимых 
переменных три различных соотношения между функ
цией и независимыми переменными могут представить ин
терес. 

Мы можем исследовать во-первых, каким образом изме
няется указанная функция по мере изменения х, в то время 
как величина у остается постоянной; во-вторых — каким 
образом изменяется эта же функция в зависимости от изме
нения у, причем остается постоянной величина дг и, в-третьих, 
мы определим характер изменения функции в зависимости 
от одновременного изменения обеих независимых перемен
ных л- и у. 

Пусть функция /(л", у) двух независимых переменных выра
жается равенством 

«=/(•*, У), 

которое согласно изложенному в отделе аналитической гео
метрии трех измерений является уравнением некоторой по
верхности. Если одна из независимых переменных рассматри
вается как величина переменная, а другая как постоянная, 
то получаемая -в этом случае производная называется частной 
производной. 

В этом случае производимые для получения производной 
действия одинаковы с теми, которые выполнялись при диф
ференцировании функции одной независимой переменной; 
уравнение z — f(x, у) графически выражается' плоской кри
вой, образующейся при пересечении поверхности z=f ( г , у) 
с некоторой плоскостью, параллельной плоскости коор
динат. 
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Если величине у дано некоторое постоянное значение у0, 
а х рассматривается как величина переменная, то для какого-
либо значения л:, например .дг0, имеем: 

AXZ = f(X(, - f Ддг, go) — /(лг 0, i/o) 
й 

lim 
Л,-в —» О Ад: дх' 

где подстрочный знак д: (в Д^г) указывает на то,' что х — не-

зависимая переменная, и где —- символ, выражающий част

ную производную. 
Поясним изложенное геометрическим путем. Пусть Р—, 

некоторая точка на кривой, образованной при пересечении 
•г плоскости у—у о о по

верхностью 

*—/(*! У)> 

находится на расстоянии 
х0 от плоскости YZ, как 
это изображено на рис. 572. 

Возьмем какую - либо 
другую точку А на этой 
же кривой, а затем опу
стим на плоскость XY 
перпендикуляры PC и 
TAD, которые пересекут 
ее в точках С и D. Обо
значим отрезок CD че
рез Ддг. Проведем пря
мую PB параллельно CD 

Л " 7 

р г А ^ 

р Дх • 

А ^ 

X 

С 
Рис. 572. 

?и прямую РТ, касательную к кривой в точке Р. Тогда AB 
.геометрически выражает àxz, а отрезок ТВ выражает согласно 

dz 
изложенному в п° 960 dz = --- dx; это равенство, будучи на-

шисано в новых символах, превратится в й жг = ^ а л г . 

Тем же самым путем, если величине х дано некоторое 
постоянное значение х0, а у рассматривается как величина 
переменная, то для любого значения у, например у0, 

V Уо + %) — /Оо, i/o) 
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i m - . * = • 
Д2/_;в dy' 

Для того чтобы пояснить это геометрически, проведем: 
на расстоянии дг0 от координатной плоскости и параллельно» 
ей плоскость x — хо, как это 
показано на рис. 573. Возьмем 
на кривой, образованной пересе
чением проведенной плоскости 
с поверхностью z — f(x, г/),точ-
ки Р и А' и проведем к пло
скости XY перпендикуляры PU 
и Т'А'С, которые пересекут 
ее в точках С и D'. Проведем 
отрезок PB' параллельно. CD'. 
Пусть CD' — ày. Начертим пря
мую РТ', касательную к рас
сматриваемой кривой в точке Р. 
Тогда, геометрически, А'В' и 
Т'В' соответственно выразят 

h„z и d„z — • du. 
dy 

Рис. 573. 

985. Полное дифференцирование. Теперь- остается еще 
рассмотреть тот случай, когда переменные л- и у изменяются 
одновременно, но независимо друг от друга. 

Пусть, как это было выше, X — XQ И у — у0. Обозначим 
через Р0 (х0, у0, z 0 ) точку пересечения проведенных двух пло
скостей с поверхностью z — f(x, у). .Положим, что л: получает 
приращение kx — dx, а у — приращение A# = dy;. пусть, кроме 
того, L — точка нашей поверхности, имеющая координаты 
x0-\-àr, уо4-&у, z 0 4 - A z . На рис. 574 видим, что CD~dx, 
CC'^-dy. • 

Проведем через точку Рй плоскость PQTT'R таким обра
зом, чтобы она касалась рассматриваемой поверхности в точке 
PQ, Тогда отрезок РоТ будет представлять собою касательную 
к дуге PQA, a PQ V — касательную к дуге PQA'. Плоскость 
PQTT'R, ЯВЛЯЯСЬ касательной плоскостью к рассматриваемой 
поверхности в точке Р0, довольно хорошо представляет изме
рение функции на небольшом участке поверхности, примы
кающей к точке Р0. 

Отрезок RN выражает приращение dz, появляющееся 
у ординаты касательной плоскости, когда х н у получили 
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приращения dx и dy. Оно мало отличается от приращения 
функции, изображаемой отрезком LN. 

Проведем прямую TS параллельно плоскости XY. Тогда 
получим /\RT'S, равный Д ТР0В, откуда RS = ТВ 

Тогда 
RN=RS-\-SN. 

Но 

RN=dz; RS^~'dx; SN^TB'--
äx 

ôz_ 
dy dy. 

(D 

(2) 

Подставив значения (2) в (1), получим 

[581] dz- dz , i dz , 

Дифференциал функции двух независичых переменных 
равняется сумме произведений, получаемых от умножения 
частных производных этой функции, взятых по каждой 
независимой переменной, на дифференциал соответствующей 
переменной. 

*) &PT'S и Д ТР(]В равны между собой как два прямоугольных 
треугольника с равными катетами T'S' ~ РиВ нравными £RVS~~ £.ВРаТ, 
которые образованьгпараллельными сторонами, 

Прим. ред. 
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Это определение распространяется на функции, в которые 
входит любое число, независимых переменных. Таким образом, 

, du . , du j , du , du — - 3 — dx - j - -щ dy - j - - 3 — az. 
dz 

Если независимые переменные, в свою очередь, являются 
функциями одной какой-либо независимой переменной то 
мы можем составить выражение для полной производной 
данной функции и, по этой последней переменной сле
дующим образом. 

Разделим написанное выше равенство на dt 

dx i du_ dy_ j _ du du 
~dï 

âu_ 
dx dt dt dz 

dz_ 
dt' 

Пример. Плотина, поставленная поперек канала, образует прямоуголь
ное озеро в 2000 м шириною и 5000 м в длину. Шгорм увеличивает 

т-
71 

I I 

Уд-
Рис. 575. 

ширину озера со скоростью 50 mJmuh, а длину со скоростью 200 м/мин. 
С какой скоростью будет возрастать площадь поверхности озера в момент 
времени спустя 10 минут после начала шторма? 

Пусть л; — ширина озера, у — длина озера, % — площадь, 

dz 

dz_ 
dt : 

dx 

z = xy 

dz dx . dz dy 

dz. du 
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д0 = 5000 + 200 X Ю = 7000 

лг0 = 2000 - j - 5 0 X 1 0 = 2500. 

- § - = УоХ 50 + *оХ200=* 

= 7000 X 50 + 2500 X 200 
= 850000 л Р / м и н . 

986. Дифференцирование функции от функции двух или 
более независимых переменных. Названное дифференциро
вание носит тот же характер, что и изложенное в предыду-. 
щем п° дифференцирование для нахождения полной производ
ной. Если u = f(x,y) и если величины дг и у не зависят друг, 
от друга, но каждая из них представляет собою функцию не
которой переменной t, то 

du=^dx+^di/. 

[582] 

Разделив это равенство на dt, получим 

du du dx , . du dy 
dt, dx dt 1 dy dt' 

du 
где полная производная --j— представляет собою скорость 
изменения функции и по отношению к t 

Тем же самым путем, если u=f(x,y,z) и если величины 
х,у и z не зависят друг от друга, но каждая из них является 
функцией переменной то 

tioni du du dx , du dy , du dz 
1 5 " J dt ~~ dx ~d7 ~* ~ày ~dt ^~ ~àz~ "di'' 

Пример. Дана формула 
pV = kT. 

где p — давление, V — объем, T — температура, к — постоянная, завися
щая от свойства газа. 

Положим i = S и пусть в данный момент объем и температура газа 
будут! К 0 = 0,5 см*, Т0 = 250°. Тогда 

0,5л, = ' 5 X 250 

» р0 ~ 2500 К1/Л13. 

С какой скоростью изменяется давление, если температура поднимается 
со скоростью 0,5°, а объем увеличивается со скоростью 0,002 л(а в минуту? 
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Так как р является функцией двух других переменных, входящих 
в данное равенство, то напишем его в такой форме: 

ч Т 

Но 

dt " ' с)Т ' dt 1 d / ' dt 
dp __dP dT dp dV 

Ö P - J L . È.E ïL 

dt "' V ' ÖV V- ' 

Условия задачи дают, чтс 
d T 

— 0,5 — скорость изменения температуры по отношению ко времени. 

ij~ == 0,002 — скорость изменения объе*ма по отношению ко времени. 

Подставив эти значения, получим 

~dl~ ОТ dt ~l dV dl ~ V U ' V* и , и и г ' 

Так как требуется узнать скорость, с которой изменяется давление 
в том случае, когда V — 0,5 и Т~ 250, то 

dp _ 5 , 0 , 5 50 • 250 • 0,002 
~dî ~Ö3 Ö25 * Ь 1 U U ~ ~ J X 

Этот ответ означает, что давление убывает со скоростью 95 ю/м-
в минуту в том случае, когда объем равен 0,5 «г 3, а температура равна 250°, 

987. Последовательное частное дифференцирование. 
Если z представляет собою функцию двух независимых ne

ck dz 
ременных х и и, то первые две производные ее, —^ и 
сами являются некоторыми функциями х и у; каждая из этих 
производных может быть опять продифференцирована как 
по х, так и по у. 

Рассмотрим функцию z — л - 2 ] / у : 

dz „ , r - dz 1 „ - ? х-

Каждая из этих производных является функцией л- и у 
Поэтому здесь будут две частные производные от каждой из 
полученных выше производных; одна из них будет по х, дру
гая по у. 

50 Справочник для инженера. 
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2 VJ) x \IV~J 
dx Y g ДУ 4 1 / ys 

dz d^z 
Производная от ßx по л- обозначается: ^ j - . 

п ^ л дЧ 1 1 р о и з в о д н а я от по у обозначается: ' 

Производная от по л: обозначается Q~j п и л. и и и а н а ч а с и . л . dydx' 
п dz ' „ d*z Производная от —^~ по у обозначается:-^-^. 

Во всех тех случаях, когда z является функций х и г/, обе 
ö*z оЧ 

вторые частные производные ^ ^ и ^ ^ - одинаковы. 

988. Зависимые переменные. Если некоторые из задан
ных переменных являются функциями остальных, то первые 
называются зависимыми переменными. 

Рассмотрим равенство 
и = х2-\-у- ~\-z~ 

в котором пусть z будет функцией х и у. Если величина у 
постоянна, z будет функцией л: и в этом случае частная 
производная н по х 

^L=2xA-2z^~. 
dx dx 

Если же х рассматривается как величина постоянная, ча
стная производная и по у будет 

В том случае, когда z принимают за постоянную, 
du п du ' 
^ . = 2 х « Т - ^ 2 у . 

Таким образом, значение частной производной зависит от 
того, какие из величин во время дифференцирования прини
маются за постоянные. Характер же задачи обычно дает ука-

ä Q f 7 ) = 2 Y - £firt£L_ 
dx J dy J у у 

Л"2 \ , / X2 

file:///IV~J
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зания, какую из независимых переменных следует рассматри
вать как функцию-

Если величины л: и у зависят друг от друга и соотноше
ние между ними выражается равенством 

или уравнением 
<f(x,y) = 0, 

либо системой параметрических уравнений 
f * = Я ( 0 

то мы знаем, что движение точки является связанным на 
плоскости XY, следовательно значение z в атом случае отно
сится к частной кривой в пространстве, даваемой пересече
нием цилиндра 'f (х,у) = 0 с поверхностью z=f(x,y). 

Всегда, когда существует между х и у подобное соотно
шение, мы можем взять такую переменную t (или также са
мое величину х), чтобы хну могли бы быть выражены как 
функции этой переменной, а затем мы можем продифферен
цировать данную функцию, т. е. функцию х и у, по переменной t. 

, du , . du , 

du du dx i du dy 
It"~" 1x W ' ~ày ~ctt m 

Дифференцируя u по x, получаем 
rSRil du du dx , àu_ dy <3и_ _, du dy 

' dx ~ ~5F dx "~ dy dx dx ' dy dx ' 
Дифференцируя же u по y, получаем 

du du dx , du dy du dx. , du 
' dy~~ ~dx dy ^~dy~ dy dx dy "T" dy ' 

Таким же образом, если 
u = f(x,y,z), 

то согласно п° 986 
du -.^E-dx. i du du • du dz 

~dt =" dx dt ~h dy dt ~^ dz ât • 
Если же y=*<? (x), a z =« (лг), то 

[5861 du^ ^ , ^ d ^ , â u ^ 
pao j dx dx ^ dy dx T dz \Jx 

50* , 
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[SU] 

У'АГ-яР 
S i l » 8 x ( 1 — -yz^z^r. ••[•• Зл- Cig X 

у a~ — л-

989. Полные дифференциалы. В своем месте (n° 985) была 
выведена формула для полного дифференцирования. Если 
мы' умножим на dt равенство 

du du dx I du dy i da dz 
"dt ~~~dx It ^~ày~4F~^'âz~ lïf' 

то получим 

[£87] du = - | j dx -| - - щ: dy -|- ~~ dz. 

Эта формула может быть распространена иа случаи ка
кого угодно числа переменных, к которым ее и можно соот
ветствующим образом применять. 

990.Дифференцирование неявных функций. Предположим, 
что у, будучи -функцией х, определяется неявным образом пи-
средством уравнения 

/ ( > " , # ) - О . 

Так как функция f(x,y) в этом случае для всех соответ
ствующих друг другу значений л- и у является постоянной 

Эти формулы весьма полезны при дифференцировании 
сложных функций одной переменной. 

„ I Y „ du Vо' — .-<>« , „ 
Пример: Найдем - j p если it = л-. е sin-1 х. 

Пусть 
у = Va*-x* 

z = s i n 8 x. 
Тогда 

U — xê!z 

du y du „ du 
-x~ = eJZ\ - 3 — — xe"z; - 3 — = xeu . 
dx, dy dz 

Кроме того, 
dy x dz „ . „ 

—r- — ,, _ ; - 7 — --- i sin- л- cos x, 
dx y „i — x'- dx 

Подставляя вти производные в 

^" — Ê!L i — —L i Ê1L EL 
~dx ~~ dx Oy dx dz dx ' 

имеем 
du w л-^Л I Q 11 , ., 

- p - = euZ -13.УЯ''.Ч1П- д' • cos л* - -

dx YcP-x* ' 



Основные понятия интегрального исчисления 789 

величиной — нулем, то полный дифференциал ее также должен 
быть равен нулю, т. е. 

Перенеся первый член в правую часть этого уравнения и 
разделив затем обе части полученного при этом равенства 

df J одновременно на и на ах, получим: 

1588, f—g. 
• àg 

Это равенство позволяет весьма удобным способом сразу 

написать производную ~^-т неявной функции; его следует 

обычно применять вместо способа, изложенного выше в п° 908. 
Пример. Дано /(.v, у) «в х-д — хуа :-~ 0. Найти 

ш» 2.V// у - ' ; ~ - ш xi — Зхд\ 

откуда 
ÈL 

^1 ^ ! ~ 3 XIJ — 1/3 

Глава Ц. 

ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ. 

Основные понятия и теоремы. 

991. В дифференциальном исчислении мы изучали методы 
определения скорости изменения величины в любой данный 
момент. В интегральном же исчислении нам задается скорость 
изменения величины, а мы желаем найти значение ее в любой 
момент. Задаваемая в этом случае скорость изменения подле
жащей определению величины есть производная последней, 
Дифференцирование представляет собою действие, противо
положное тому, которое производится в интегральном исчис-
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лении, в том же самом смысле, как деление противоположно 
умножению, возведение в степень — извлечению корня. 

Рассмотрим закон падения тел. Величина скорости падения 
(скорость изменения расстояния по отношению ко времени 
падения) в любой момент выражается уравнением • 

и =» gt, 
которое мы можем представить в форме 

ds 

Нам дается скорость движения, а мы желаем найти фор
мулу, выражающую пройденный за время t путь. Мы знаем, 
что искомая формула имеет вид 

ST s - g . 

Таким образом, наша задача заключается в том, чтобы 
найти метод определения указанной формулы из уравнения 
скорости движения. Процесс разыскания функции, производная 
или, что то же самое, скорость изменения которой задана, 
называется интегрированием, 

992. Положим, что выражение /(л-) обозначает данную 
производную, которая может представлять собою л*", \gx, 
или какую-либо другую функцию х; пусть, кроме того, F(x) 
является искомой функцией, производная которой есть /(.v). 
Тогда 

Знак F, стоящий перед некоторым выражением, указы
вает, что над последним надо произвести дейстпие интегри
рования в том же самом смысле, как знак У~ указывает, 
что из количества, находящегося под ним, следует извлечь 
квадратный корень. Символ dv, находящийся за выражением, 
перед которым стоит знак J , означает, что указанное выра
жение представляет собою производную искомой функции, 
взятую по X, 

Тогда, действие, обратное действию (1), должно быть 
обозначено следующим образок: 

//(x)dx-F(x). (2; 
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F(x), другими словами, представляет собою функцию, пер
вая производная которой по х есть f(x). 

Выражения, получающиеся при употреблении этих символов, 
имеют различный вид, так например 

d к (' dx 

Следует иметь в виду, что указанные формулы означают 
интегрирование выражений 

1 1 
и 

т. е. интегрирование той части всего выражения, которая 
остается после отбрасывания символов математического дей
ствия 1 J и dx. 

Нам известно из алгебры, что 

V « • • = а, 
т. е, если совершить над некоторой величиной два обратных 
действия, мы получим первоначальную величину. Таким же 
образом 

или 
d 
dx F <*> dx = F(x), 

откуда видно, что символы 

А . 
dx 

выражают обратное друг другу действие. 
Точно также, если и есть некоторая функция дг, то 

iii , 

что представляет собою весьма полезную формулу. 
993. Постоянная интегрирования. Из дифференциального 

исчисления известно, что прибавление некоторой постоянной 
к функции не влияет иа величину скорости ее изменения 
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В этом случае наклон кривых будет одинаков для одного 
и того же значения х (рис. 576). По этой причине, если 

нам дан наклон, т. е. производная или, 
другими словами, скорость изменения 
функции, мы должны иметь, кроме 
того, еще и такое дополнительное ука
зание, которое позволит определить 
значение постоянной величины. При 
этом мы будем в состоянии опреде
лить точное положение кривой, соот
ветствующей проинтегрированному вы
ражению. 

Если нам даны начальная точка 
' U jf - I или начальное условие, мы можем 

Рис. 576. определить значение указанной посто
янной. 

Из сказанного выше следует, что при интегрировании 
весьма существенно прибавлять некоторую постоянную, напри
мер таким образом: 

FF(x)dx^F(x)-]-C. 

Если мы находим производные выражений 
у=хв-\-6, 
ЯГ = * 8 + 1, 
9 = ^ + 10, 

то видим, что для всех кривых этих функций будем иметь 

4«- = З А 
et.tr 

Таким образом, если нам нужно проинтегрировать Злгй, то 
искомая функция может представлять собою любую из 
трех, приведенных выше, так же как и функцию 

у = х'Л -\- любая постоянная. 

Все указанные кривые одинаковы и для некоторого дан
ного х все они имеют одну и ту же величину наклона; они 
только смещены одна относительно другой в вертикальном 
направлении. Для того же чтобы определить одну из них 
как данную функцию, надо найти соответствующее значение 
постоянной интегрирования. • 

http://et.tr
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994. Интегрирование выражения хп. Процесс интегриро
вания более затруднителен, чем дифференцирование, и весьма 
значительное число выражений непосредственно не поддаются 
интегрированию. В интегральном исчислении многие фор
мулы получаются из соответствующих формул дифферен
циального исчисления посредством простого представления 
последних в обозначениях интегрального исчисления. 

Если мы дифференцируем 

то получаем 

dx n -f-1 " 
При помощи же обратного действия получим 

[590] Г v » . j . r = = 1 хп+1-\-С. 
.1 п ~| - 1 

Другой пример: 
у = — cos л--|- С 

di, . ~f— = sm x. dx 
Обратное действие дает 

sin x dx — —cos x 4 - С , F 

Из первого примера мы видим, что дифференцирование 
степени х дает функцию, степень которой на единицу меньше, 
а интегрирование — на единицу больше, чем у первоначаль
ной функции. 

Если 

то 

(х) • X ИЛИ - j i — A , 

п + 1 

Мы можем применять последнюю форму для непосред
ственного интегрирования различных степеней, так например 

j J 1 

саяг x ; y -Jj j - ь • 
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dy . _ 4 л г - 3 . „ 

4 

995. Постоянный множитель. Пусть у = аи, где u есть 
некоторая функция от х- Дифференцируя, получаем выражение 

d(au) du 
— а dx dx 

в котором а — постоянный множитель. 
Производя обратное действие, т. е. интегрируя, получаем 

/ du , a —r- dx — au. dx 
Но так как 

du , -у— • dx • dx 

то 
[591] f a £ d x = a j £ d x , 

откуда видно, что любой постоянный множитель при интегри
руемой функции может быть написан как перед, так и под 
знаком интегрирования. 

996. Интегрирование суммы и разности. Из дифференци
ального исчисления известно, что 

d(u-\-v— w) du j dv diu 
dx dx dx dv 

Интегрируя это выражение, получаем 

du , dv dzu 
dx = и -I- v — w -I- С dx dx dx 

Но так как 
Г du . , Г dv . Г div , и— I • dx; v-— I • dx) to— I c u 

J dx J dx J dx 
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то 
dv diu 
dx dx 

dx • 

f du , , Г dv , Г dvi , 
J dxdx^rdxdx-~j-dx~dx-

Интеграл суммы двух или большего числа функций равен 
сумме интегралов слагаемых. Таким образом, 

F ( dx ^ dx) dx~~ F dx d x ' F ~t -£-dx = u -\-v-\-C. 

Точно также 
du dv 
dx dx 

dv , 
dx ~ U ' v-\-C. 

Интеграл разности двух функций равен разности их инте
гралов. 

997. Вычисление площадей посредством интегрирования. 
Одно из первых приложений интегрирования заключается 
в решении задачи об определе
нии площпди, расположенной под 
данной кривой. 
„ Единственное условие, Heo6xo j 

димое для решения вопроса, со
стоит в том, чтобы указанный 
график был непрерывным в рас
сматриваемом интервале. 

Если ордината CD (рис. 577) 
неподвижна, a PQ перемещается 
вправо, то площадь А будет из
меняться в некоторой определен
ной зависимости от изменения х, 
ибо ордината изменяется, как 
функция независимой перемен
ной х, которая сама изменяется по оси абсцисс, Если ско-

,. dA рость возрастания данной площади, т. е. ~ ^ ~ > определена, 

то мы можем найти А посредством интегрирования. 
Если мы увеличиваем х на величину Ar, то А увеличи

вается на Дл. Из рис. 577 следует, что площадь прямоуголь» 
пика PBQQ' есть r / 'Av, а площадь прямоугольника EP'Q'Q 
равна (у-)-Д_!/)Дг. 

•Рис, 577. 

file://-/-v-/-C
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lim АЛ 
Ад-

dA , . v 

Так как символы у и f(x) представляют собою одно и то 
же, т. е. ординату, то один из них может быть подставлен 
вместо другого. Йз последнего выражения следует, что ско
рость, с которой возрастает площадь А в какой-либо точке, 
равняется высоте кривой, т. е. равняется ординате в указан
ной точке. 

Так как 
dA ,. 

то 
dA = у dx = f(x) dx, 

Кроме того, из рис. 577 видно, что если данная кривая 
поднимается от точки Р до точки Р', то 

- прямоугольник PBQQ' < ДЛ < прям.оугольник EFQ'Q, 
т. е. 

у • А х < ДЛ < (у Ау) А * . 

Если же кривая опускается от точки Р до точки P1,: то 

(^_ |_Д^)Д^< ДЛ < A # A * . 

Разделив на Алг, получим 
АЛ - « « у < —д— А^, если кривая поднимается 

ДЛ 
у -\- Ау < < у , если кривая опускается. 

По мере того как Ах приближается к нулю, у-\~Ау стре
мится к у как к пределу. Отсюда следует, что вне зависи
мости от того, будет ли кривая подыматься или опускаться 

от точки Р до точки Р1', при АЛГ, стремящемся к нулю, -д— 

имеет значение,, находящееся между у и некоторым выраже
нием, которое имеет предел у . 

Поэтому, по мере того как Ах стремится к нулю, 

стремится к пределу у . 
Последнее выражение есть средняя скорость возрастания А 

на интервале Ах. Напишем сказанное выше в символах 
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следовательно 
[593] А fy dx = J'f(x) dx. 

Мы можем теперь найти площадь под любой кривой, если 
известно уравнение, выражающее высоту у через горизон
тальное расстояние дг (л- отсчитывается от какой-либо опре
деленной точки), при том условии, что мы будем в состоянии 
проинтегрировать выражение у dx. 

Пример. Найдем площадь, ограниченную кривой ; / = л-'-, неподвижной 
ординатой, восставленной иа точки л- 1, и некоторой подвижной орд i-
натой. 

Здесь А • -~ j"у dx получает вид j л-- d.\ 

^ f x'idx А *п f x'i dx = ~ 

Если площадь возрастает от начальной точки л - = 1 , то при л' ~- 1, 
А — О, т. е. 

И1« 
V • С °< 

следовательно 
Q— ± 

з • 
Подставив найденное значение С, получим формулу для возрастающей 

площади в таком виде 
л-'1 1 

":Г ~Г* 

Если мы желаем найти площадь при х - - 5 , то получим 

41,(3). EU' L - щ 1 

з ' ""з" '~з " ' T 
Для того чтобы найти площадь, заключающуюся между 

кривой, осью X и данными ординатами, в том случае, когда 
кривая расположена под осью X, можно произвести тот же 
самый вывод, ио только здесь указанная площадь будет вы
ражаться отрицательным интегралом, т. е. 

А*-. — f у dx*~ — ff(x) dx 

В случае, если кривая находится как выше, так и ниже 
оси X, результирующая площадь будет представлять собою 
площадь над осью л минус площадь под нею. 
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Точно таким же образом, как это было изложено выше, 
площадь, ограничиваемая кривой, осью Y и двумя абсциссами, 
выражается 

А = J*xdy. 
Геометрический смысл этого выражения можно увидеть, 

обратившись к рис. 578. у 

Y 

Рис. 578. Рис. 579. 

На рис 579 показан график функции у — х'2; площадь, 
находящаяся между этим графиком, осью Y и абсциссами 
х = Ö и у — at 

A = F уЧу-\-С. 

Если у = 0, то и /4 = 0, а следовательно и С — О.. 
Отсюда 

о 

^ а Р и с " ̂ ® изображен гра-
^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ Ш j— фик у'1 = л-; площадь, находящаяся 

х меж чу этим графиком, осью X и 
^ЩЩШШЩЩЩ ^ ординатами, которым соответ-

- I ствуют абсциссы х — 0 и л; — а, 
• х - а » 

Рис. 580. А = F x* dxArC. 

Если х = 0, то и А — 0, a следовательно и С = 0 , 
Отсюда 
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Площадь прямоугольника — а X Va ~ а*. 
Поэтому, площадь, находящаяся под параболой, равна 

двум третям площади прямоугольника. 
998. Задачи на определение средней величины. Во многих 

задачах, в которые входит некоторая изменяющаяся вели
чина, требуется найти ее среднее значение за данный проме
жуток времени. Это среднее значение графически выражается 
посредством ординаты, которая 
является в свою очередь средней 
по величине из всех ординат на 
данном отрезке абсцисс. Высота 
эта, будучи умножена иа основание 
(соответствующий отрезок оси абс
цисс), дает площадь, расположен
ную под данной кривой (рис. 581). 

Если мы рассматриваем случай, 
в котором ординаты показывают 
изменение скорости в некотором 
промежутке времени, и если тре
буется знать пройденный за этот 
же промежуток времени путь, то 
производим простое перемножение средней скорости на чи
сло единиц, заключающееся в указанном интервале времени. 
Говоря другими словами, мы находим площадь, расположенную 
под нашей кривой, между двумя неподвижными ордина
тами, которые определяются данным интервалом времени. 

-О Р/ 

е с - - « -j.f ~ 

1 * 

0 M 
время 

Рис. 581. 

i 

7 
СП

. 

f ̂ ^ У ^ ' • ' < 

î 'j расстояние î 

0 врем 9 

Р' 

«а 
£>. 
«а 
£>. £ расстояние 6 

ЖЁШЖ, 0 время 

Рис. 5Ч2п. Рис, 582Ь. 

999. Нахождение среднего значения посредством вычи
сления площади. Многие технические задачи могут быть ре
шены весьма просто, если считать, что площадь под кривой 
представляет собою некоторую функцию. 



Работа=среднее значение силы X 
X пройденный путь. 

Объем = с р е д н я я величина попе-~f'f,%,.'%k речного сечения X высота. 
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' В случае (а) (рис. 582) наклон есть величина постоянная, т. е. 
скорость изменяется равномерно. Пройденный путь равен про
изведению времени на среднюю скорость; другими словами, 
площадь под графиком представляет собою величину пути, 
проходимого 'за рассматриваемый промежуток времени. 

Случай (Ь) аналогичен случаю (а) за исключением того, 
что в первом скорость не возрастает равномерно, т. е. уско
рение есть величина переменная. В обоих случаях величина у 
представляет собою скорость движения, т. е. скорость изме
нения положения в пространстве по отношению ко времени. 

Другой пример такого же типа состоит в определении 
импульса силы из графика сила—время (рис. 583). Выше пока
зано еще несколько подобных примеров на рис. 584, 585 и 586. 

Пример. Найдем импульс Q, сообщаемый движущемуся телу перемен
ной силой F спустя f секунд после начала движения. 

В дополнительном промежутке времени àt телу сообщается добавочный 
импульс A Q , подобно тому как площади, расположенной под кривой (п° 997), 
дается приращение. 

Таким же самым образом рассмотрим прямоугольники PBQQ' и 
EP'Q'Q. 

FM < A Q < {F~}-bF) M. 

Разделив вто неравенство на Дг, по
лучим 

м F+&F. 

По мере того как А; приближается к f 

нулю, F~\~ A F приближается к F и — ® 

также приближается к F, 
Тогда, как и ранее, 

lim 
M >0 

Т. е. 

следовательно 

dt - Ft 

dQ = F dt, 

Q = J* Fd: 

Рис. 5J7. 

Путь, Таким же образом, для графика скорость—время 
существует формула 

! = fv dt. 

51 Справочник дли HUKONOPIW 
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Скорость. Точно так же для графика ускорение — время 
площадь под кривой дает полное изменение скорости, т. е. 

изменение скорости = v = /"a dt. 

Работа. Формула работы или площади под графиком 
сила — путь 

работа = j " FdS. 

Объем. Формула для объема или площади под графиком 
поперечного сечения As, выражаемого через соответствующую 
высоту, которую обозначаем через букву л-, 

объем = V- J A,dA 

1000. Площадь в полярных координатах. Пусть р—/(0) 
уравнение в полярных координатах, где функция /(0) одно
значна и непрерывна. Мы желаем определить площадь, нахо

дящуюся между радиусами-век
торами OB и ОС (углы этих 
векторов отложены от началь
ной прямой — полярной оси) и 
данной кривой р = /(0). 

Пусть ОР представляет со
бою радиус-вектор, составляю
щий с начальной прямой угол О, 
который получает приращение 
ДО. Пусть кроме того OS вы
ражает радиус-вектор) который 
образует с начальной прямой 
угол 0 -|- АО, При этом р полу

чает значение p-4-Др. В то время как угол 0 получает прира
щение ДО, площадь ВОР, т. е. А, получает, в свою очередь, при
ращение Д А Если скорость, с которой увеличивается пло-

dA 
щадь, т. е. ~^jr~> определяется так же, как и в прямоугольных 
координатах, то площадь А может быть найдена посредством 
интегрирования. 

Из рис. 588 видно, что площадь сектора круга РОЕ есть 
половина произведения радиуса на дугу РЕ, т. е. 

Y Р X рДО, 
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а площадь сектора DOS другого круга равняется 

-у И-Др] [р + др] до. 
Тогда, сравнив указанные сектора, получим неравенство 

-1 (ß Д 0 < Д Л < - 1 [ р + Л р ] в . Д 0 , 

в том случае когда р, т. е. ДО), возрастает при движении 
точки Р к положению S. 

Последнее выражение превращается в неравенство 

- 1 [ р + Д ^ Д 0 < Д Л < - 1 р 2 до, 

в том случае, когда р или /(')) убывает при движении точки Р 
к положению S. 

Разделим теперь эти неравенства на ДО. 
Тогда, если р возрастает, 

. i l / h A ^ЛН-лр? 
2 ^ -Vi ^ 2 

если же р убывает, , 
[pJ-Др]« дл_ tß_ 

~2 " v ДО ^ 2 ' 

По мере того как ДО приближается к нулю, 

[рН-лр]9 , f 
------ приближается к -тр 

независимо от того, возрастает ли р или убывает, и вели-
Д/1 р« чина ~д^~~ лежит между ~-~ и некоторым количеством, кото-

• f 
рое стремится к ~~- как к пределу. 

Следовательно, по мере того как ДО приближается к нулю, 

аЛ ра 

—д-(-— стремится к - T j -

Hm 
до-* о 

Д Л 

""до" 
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Рис. 539. 

= — - у (I - cos û) . dO 

= ~ [ 0 - - s i n 0] + С. 

Если 0 = 0, то и А = 0, а следовательно и С — 0. 

При 0 = 2 тс, А == -у- (2 тс - 0) = тс • а0-. 

Глава LH, 

ГРАФИЧЕСКОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ, 

Графические методы интегрирования. 

1001. Графическое интегрирование. В п° 916 было пока
зано, что ординаты интегральной кривой т. е. первообраз
ной функции, численно выражают площадь полос, располо* 

!) Интегральной Кривой называется кривая, изображающая первооб
разную функцию. Прим. ред. 

Поэтому 

[594] А~~~- сГО -f- С или А = ~~j Л6М° + С-
Пример, Найти площадь, ограниченную кривой (рис. 5S9). 

р = aV^l — cos О 
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женных под графиком интегрируемой функции. Иахагае^ый 
ниже графический метод интегрирования основан на этом 
свойстве, причем указанные ординаты получаются путем при
бавления той ординаты, которая выражает площадь данной 
полосы к сумме ордцнат, выражающих площади всех пред
шествующих полос. 

Такое сложение ординат выполняется таким же образом, 
как и при методе суммирования (п° 1036). 

Рассмотрим данный график OABCDE, который жела
тельно проинтегрировать графическим путем. 

Следует постоянно иметь 
в виду следующие два об
стоятельства. 

2 Э 

Рис. 590. 

• ** 

• V 
y 

7* 
У 

~7 t 

L 
—/— 
/ U 

"—T 
/ 

/ 

i 
t 

i 
t 

t 

f i 
t 

i 
t 

t 

.1 

b— 
— s 

'Û 

.1 

b— 

— 
s 

'Û 
А / 

b— 
— 

d 

• /д.. ... m 

1.0 2.0 
Pus. 591. 

3.0 

1. В то время как функция и — В(х) достигает максимума 
(или минимума), функция у = / ( * ) пересекает ось X. 

2. В то время как у~--/(х) достигает максимума (или* 
минимума), .i/ ~ F(x) должна иметь точку перегиба. 

Таким образом на рис. 590 кривая ОМ должна касаться 
оси ОХ в начале координат, а также должна иметь точку 

1 
перегиба при х 4 -j-; на рис. 591 кривая функции, получаю
щейся в результате интегрирования, должна достигать макси
мума несколько влево от ж = 3. 

Начиная действие с первой полосы OA 1, определим сред
нюю ее высоту. Для этого проведем горизонтальную пря
мую ап, расположив ее таким образом, чтобы площади за-
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штрихованных треугольников, получающихся при этом, были 
равны друг другу. 

После небольшой практики глаз приучается весьма точно 
определять правильное положение прямой an. Построим отре
зок la , равный ординате, измеряющей площадь первой полосы. 

Таким же путем найдем среднюю ординату для второй 
полосы, при этом продолжим an до точки т, а затем прове
дем отрезок тг, равный Ь2, Тогда отрезок г2 представляет 
собою сумму указанных двух ординат, т. е. он выражает пло
щадь, расположенную под кривой ОАВ. 

Продолжая аналогичное построение для различных полос, 
мы придем к выводу, что отрезок MS измеряет площадь 
OABCDE в квадратных единицах. 

В случае если ширина полосы есть дробь, весьма полез
ным является применение циркуля для пропорционального 
деления, которым обычно пользуются весьма редко. На 
рис. 591 ширина полос взята равной 0,5 единицы, причем 
циркуль устанавливается на отношение 2 : 1, и тогда значе
ние интеграла измеряется непосредственно на вертикальной 
шкале ординат. 

Если ширина полос берется равной 2 единицам, циркуль 
устанавливается на отношение 1 : 2. 

Если ширина полос берется равной 10 или 20 единицам, 
рекомендуется считать, что новый масштаб ординат кривой, 
получающейся в результате интегрирования, равен масштабу 
ординат интегрируемой кривой, умноженному на 10 или на 
20 соответственно. 

1002. Графическое определение постоянной интегриро
вания. Дана функция 

0 = б*9 - | -6* —36, 

.построим ее график так, как показано на рис. 592. 
Кроме того, попытаемся построить и кривую ее интеграла, 

т. е. функции, получаемой в результате интегрирования дан
ной. Построение интегральной кривой начнем от точки ее, соот
ветствующей точке А графика данной функции. Здесь мы 
заметим, что таких точек может быть сколько угодно, ибо 
нам ничего неизвестно о положении оси X относительно вто
рой кривой, причем график интеграЛа будет выражать инте
грирование данной кривой вне зависимости от того, где бы 
мы ни'расположили ось X. 

Однако, если мы получаем добавочное указание, что 
при х - 0 значение интеграла равно 15, то мы сразу можем 
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поместить начало координат для графика интеграла в точке, 
лежащей ниже его Пересе 1 е н и я с осью Y на 15 единиц.. 

1003. Работа растяжения 
пружины. Пусть W—работа, ^ 
необходимая для растяжения 
пружины на длину Ä . W яв
ляется функцией от s и стало 
быть должна существовать не- ?L 
которая формула, которая бу
дет выражать W через s 
(рис. 593). 

Согласно закону Гука, удли
нение прямо пропорционально 
растягивающей силе, т. е. 

F= ks, 

где к — постоянная, величина 
которой зависит от свойств 
пружины. 

Имеем 

работа = JF• ds. 

Подставляя в ОТО выражение 
F—ks, получаем Рис. 592, 

- С. 

При W — 0, s — 0, тогда С = 0, следовательно 

работа- - J ksds • Aj-ks'* 

ks'* t\ f\ r\ 

i 1004. Пример графиче-
И S-—>-) ского интегрирования. Мы 

Рис. 593. желаем определить работу, 
происходящую при расши

рении 1 кг сухого, насыщенного пара при падении давле
ния со 100 кг/см* до 15 кг, см!*. 

Прежде всего строится первоначальная кривая по данным, 
взятым из таблицы пара, а затем, исходя из этой кривой, 
наносят кривую интеграла, для чего пользуются циркулем 
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для пропорционального деления, установленным на отноше
ние 10 : 1 (рис. 594). 

Искомая работа 'равняется 
77 х 10 = 770 кг-см. 

Предположим, что работа расширения пара в этом при
мере должна быть поровну разделена между тремя цилин-

J Q Q B , , , , , , , , , , , , , драми машины трой-

• 8 0 

60 

4 0 

20 

\ 
А - *** 

1 
1 

f '£ 1 
/ - s» -

/ 
/ 

/ , 

12 16 20 

Рис. 594. 

24 28 

ного расширения. Тогда 
делим ординату, выра
жающую всю совершае
мую работу, на три рав
ные части, а затем точ
ки делений проектируем 

I в горизонтальном на-
? правлении на кривую 
5 1 интеграла. Проекции то

чек делений на кривой 
интеграла переносим по 

. вертикали на кривую 
расширения пара. Пе
ренесенные таким путем 
на эту последнюю кри

вую точки А и В определяют величину начального давления 
для каждого из цилиндров. 

1005. Графическое интегрирование графиков скорости. 
Измеритель скорости автомобиля, двигавшегося по неровной 
проселочной дороге, дал приведенные ниже отсчеты за раз
личные периоды времени, считаемые от начала движения. 
Время дается в минутах, а скорость — в километрах/час. 

Время • I 0 1 1 1 2 I 3 1 4 J 5 J б j 7 I 8 

Скорость . . . . . .'.Г . I 0 ; 10120 I 2 5 | 281 29 ; 26 ; 24'[20 

Из характера задачи следует, что 

путь = fvdL 

Построив график скорость — время и проинтегрировав его, 
мы найдем пройденный путь. 

Для этого сначала наносим кривую скорость - время, а за
тем при помощи циркуля для пропорционального деления, 
установленного на отношение 3 : 1 , строим кривую интеграла. 
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40 

Так как в этом 
то ординаты первой кривой 
но так как наш циркуль 
установлен на отношение 
3 : 1 , то вертикальный 
масштаб нужно разделить 
лишь на 20. 

З а первые 3 минуты 
автомобиль прошел 3 / 4 км, 
за 8 же первых минут | 
пройденный путь был не- ^ 
сколько меньше 3 км. ^ 

1006. Основные фор- 4 

мы интегральных кри- ç 
вых. Прием, заключаю- § 
щийся в перенесении на- ^ 
чала координат основных 
кривых и применяемый 
с той целью, чтобы они 
изображали данное урав
нение, можно применить 
в случае интегрирования 
таким же образом, как 
и при дифференцировании, хотя 
будут иметь другое значение. 

1(107. График интеграла от а. 

случае скорость дана в километрах/час, 
следовало бы разделить на 60, 

30 

20 

0 

/ 
/ 

/ 

/ 

" /' 

/ 
/ 

/ 

/ = ^ 

) 
/ 

/ 
/ 

t 
/ 

/ 

/ 

о 

j* adx — 

a 

Si 
E 
4 

Рис. 595. 

при этом величины Ник 

ах-

•о 
L 

Рис. 596 Рис. 597. 

Если а ™ 0, график имеет вид, показанный на рис. 596. 
Если а есть любая конечная величина, не равная 0, график 

имеет вид, показанный на р и с 597, где а — наклон; отрезок, 
отсекаемый графиком на оси Y, равен Ь; отрезок, отсекаемый 

графиком на оси л, равен — 
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1008. График интеграла от постоянной величины при 
различных постоянных интегрирования. На рис. 598 пока
зан график, получившийся при интегрировании функции у — 2, 
если постоянная интегрирования равна 12. 

— ! — 

/ 
* 

/ 
** 

/ 7 
/ / 

/ 
7 

/ 

/ Z / 

/ 
Z 

> 
/ 

: 
7 

/ 

7 / 6 5 / 4 3 2 1 

пунНтирные при-
/ мые являются гра

фиками интеграла 
у-Z при различных 
значениях посто
янных 

2 3 4 5 6 7 

Рис. 598. 

Проведенные пунктиром прямые линии показывают гра
фики интеграла функции у — 1 для различных постоянных 
интегрирования. 

1009. График интеграла функции у — ах Ar Ь. Пользуясь 
аналитическим методом, имеем: 

(ax-\-b)dx ах" 
2" 

•ЬхА-С. 

Кривой этого интеграла является парабола. Поэтому возь
мем график у = х'*, изменим вертикальные масштаб, как это 
показано на рис. 599, и, подставив в формулы преобразова
ния (nü 172) •— вместо а, получим такое начало коорди
нат, которое делает взятый график выражающим кривую на
шего интеграла, Тогда 
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Пример. На рис. 599 показано графическое интегрирование функции 
i у = 6.V -f- 6 

а 

3 

I 
ч 
II 

Рис. 599. 
при постоянной интегрирования, равной 

6 

Рис. 600 показывает график 

у j (Зл- -I- 2) rf.v, 
когда постоянная интегрирова-> 
нии принята равной — 5. 

Ь 2 
Л — « тг « 3 

12. 
36 

• 12; k - ~ + 12 = 15. 

6" k^~ — С , 5 = 5 . 
4 

6 1 " " " 3 

1010. График интегра
ла функции у ах'1 -|~ 

. . . . . . Рис. 600 

Пользуясь тем же приемом, что и в предыдущем случае, мы полу
чаем вначсння Л и k с той лишь равницей, что здесь а является одной 
третью, а b — половиной соответствующих величан, входящих в общие 
формулы преобразования 1) . Тогда 

h = -—~— = •„ , к • 

3 . - J 2 а ..... 3 | 2 7 й 

2^ 1 8 
а 

A i 
2а 

63 

12а ц 

2а \ ба / постоянная. 

*/ Смотри п" 172, 
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Рис. 601. 

Пример. Проинтегрировать графическим способом функцию (рис. 601) 

а = - j - ; 6 = 2; с —• — 5 

_2 2 ( - 5 1 
„ 3 3 ; „ 3 " 

= - 3,63 
I' ll' 

ч 4 ч 2 

т и _ 5 _ « _ 5 у . 
4 Т 

Глава LIÏÏ. 

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ. 

Интегрирование между пределами. 

1011. Определенные интегралы. Существует особый метод 
нахождения площадей, объемов и т. п. величин, которые выра
жаются площадью, расположенной под данной кривой и счи
таемой от точки Р до Р'. Этот метод весьма прост и сущности 
его можно понять из следующих рассуждений, 
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Рассмотрим площадь под кривой 

между ее ординатами, восстановленными в лг = 2ивл: = 4. 
Из формулы площади .имеем 

А-= j 2-У xdx~~2 f x*dx = 

4.v a 

С. 

Начнем измерять площадь, 
соответствующую х — 2. В этом 
случае А — 0,в отсюда 

а следовательно 

С, 

Рис. 602. 

3 2" 
Формула площади теперь будет 

s Л з 

2'* 3 
Последняя формула дает величину площади под данной 

кривой для любой точки х, находящейся аа лг = 2. 
Если дт™4, то ' 

À I Л 1 

4 ^ 1 . 4- 1- • 2 2 . 
о о 

Точно также, если мы желаем найти площадь от х = а 
до х == Ь, мы получим (рис. 602) 

4 а А я 

Последнее выражение представляет собою простую разность 
между виачениями функции, получающейся в результате инте
грирования, взятыми в начале и в конце рассматриваемого 
интервала. 
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Символ 

ff(x)dx 

применяется для обозначения разности между значениями 
функции, получившимися в результате интегрирования, взятыми 
при х = b и при х = а. Этот символ называется определенным 
интегралом от а до Ь, в то время как а и b называются 
пределами интегрирования. 

Указанная разность также пишется еще и в таком виде: 
ь к 

4 / f(x) dx = J 2 V x dx 
3 

Так как интегралы, выражающие площади, объемы, работу 
и т. п., все имеют одну и ту же форму, то формула опреде
ленного интеграла может быть применена ко всем им. 

[595] 

и 

V= JAdx 
n 

Ь 

W= JFdx. 

1012. Среднее значение функции f(x) выражается средней 
величиной ординаты, т,. е. 

среднее значение функции /(х) ••• - " . 
(от .l'i-- а до < е « ft) О О 

Так как 

j f (x) dx = площадь ÀPQE, 

то если мы строим прямоугольник АСВЕ, равновеликий пло
щади APQE, на основании АЕ, равном (/;-— а); 

площадь АСВЕ 
(Ь — а) 

AE-FD . 

среднее значение 
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1013. Определение среднего значения ординаты графи
ческим способом. Положим, что дана кривая и что 
мы желаем найти среднее зна
чение ординаты между л- = а и 
л- = b посредством графическо
го способа (рис. 604). 

Проинтегрируем обыкновен
ным графическим путем и полу
чим С единиц, измеряющих 
искомую площадь. Отложим от
резок С единиц от точки а 
в горизонтальном направлении. 
Среднее значение ординаты 

С 
есть ^ - . Для его определе
ния построим в точке А орди
нату, равную единице, и проведем прямую aBD до пересе
чения с перпендикуляром ED, который и дает искомое сред
нее значение ординаты. 

- 4 — Й 

Доказательство. Из подобных треугольников: 
среднее значение ординаты: С~1 :(Ь—-а), откуда 

С 
среднее значение ординаты = • 
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то 

[596] 
i/ it 

f = - ff(x)dx. 

Q Перестановка пределов рав
носильна изменению знака опре
деленного интеграла. 

1015. Разбивка пределов 
интегрирования. Если 

Рис. 605. 
ff(x)dx^F(b)~~F(x{), 

то, складывая эти два интеграла, получим: 
а?, Ъ 

ff(x) dx - f ff (x) dx = F{b) — F (о). 
a ai, 

Но 
ь 

ff(x)dx-~F(b)-F(a), 
а 

следовательно 
!' ah О 

У 7(г) А: = у /(*) ^ + ff(x)dx, 
à a ai, 

на рис. 605; 

1014. Перестановка пределов. Так как 
ь 

f f(x)-dx^F(b)-F(a), 
а 

где F(x) = J f(x) • dx, a 

a 

f f(x)-dx*=F(a)-F(b), 
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j ab slnä tp • o?ip — = 
о 

sa площадь одного квадранта, 

Вся площадь «= 4 X " f ~ ет " «<>• 

52 Спрмоошм дня ипжоиор», 

ъ 

f f(x) dx = площадь APDC 
а 
в 

J f ( x ) dx = площадь АРЕВ 
и 

b 

I f(x) dx — площадь BEDC. 

1016, Площадь в параметрической форме. Пусть даны 
уравнения 

x=f(t), # = 
Тогда 

dx = f(f)-dt. 

Подстановка последних выражений в j у • dx дает 

[597j Л = f<p(t)-f(t)-dL 

Пример. Найти площадь эллипса из уравнений 

л- = а • cos if, у — b • sin f. 

dx — a • sin <f • d <p. 
TC 

При x --- 0, <? ••- ; при x --= a, <p == 0 . 

Тогда 
п 0 

Л = j'y à « = J [b sin 'f (-- a sin <f) dif] = 
ô n 

*2 
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Глава LIV. 
ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПОСРЕДСТВОМ ПРИВЕДЕНИЯ. 

1017. Элемеитараые приемы. Приступая н интегрированию 
функции, следует выяснить, находится ли она в наиболее 
удобном для этой цели виде. Если указанная функция есть 
сумма нескольких членов, следует интегрировать каждый член 
отдельно. Если функция заключает в себе произведение или 
степень, то часто самое лучшее выполнить соответствующие 
действия прежде, чем начать интегрирование. Дроби иногда 
бывает возможно превратить в целые величины, выполнив 
соответствующее деление. Иногда бывает весьма удобно 
написать их -в виде отрицательных степеней. Радикалы сле
дует рассматривать как дробные степени. 

Чтобы проверить результат интегрирования, нужно просто 
продифференцировать этот результат, а затем полученную 
функцию сравнить с подинтегральной функцией. Обе они 
должны быть совершенно одинаковы. 

Пример, Проинтегрировать 

f x Y *ч-.«'- DX = Y f 2xV *2 +n- ^- j [ (x- -I- ""fi" • 'ix <lx' 
Но 2x есть производная от (х~-\-a-). 

1 + 1 
Тогда, полагая, что (х- -f- а 2 ) 2 есть интеграл, дифференцируя, 

получаем 
~ ( * Ч - а 2 ) • 2х 

Эго выражение в три рава больше того, которое мы интегрировали, a 
искомая функция 

1 i 
т ( л - Ч - « а Г Ч - с . 

1018. Простейшие преобразования при интегрировании. 
Обыкновенно бывает легче интегрировать, если в интегри
руемом выражении предварительно произвести возвышение 
в степень, а затем раскрыть скобки. 

Пример. Найти j (а 2 - f х>)Чх, 

j (n 2 + xipdx = j (а» + 3aW + 3aW ~|- A-») </.v« 

f аЧх -\- j 3a*x'dx -|- J 3 a W v -|- J Л ™ 

== tfix + aW -\- j oa.v s H- j x> -I- C. 
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1019. Основные формулы интегрирования. Так как ин
тегрирование— действие, обратное дифференцированию, то 
мы можем сразу составить таблицу формул интегралов 
некоторых выражений, которые мы изучили при их диффе
ренцировании. Кроме того, мы выведем допольнительно еще 
и другие формулы, пользуясь имеющимися у нас сведениями. 
Если появляется сомнение в правильности результата, про
дифференцируйте его и посмотрите, получится ли при этом 
первоначальная функция: 

[598] 

[599] 

[600] 

[601] 

[602] 

1603] 

[604.1 

[605] 

[6061 

1607] 

[608] 

1609) 

1610] 

52* 

и" dt 

' da 

ïi-i-i 
С 

e\iu = 

I 

1 

s 
j 

J 

J 

J 
I 

J 

J 

Ч--С 

cos u H = s i n« - f -C 

sin и du = — cos u -|~ С 

sec'- и du =- tg и -|- С 

cosec- a du — ctg и \~ С 

sec и • tg H du ~ sec и ••{• С 

cosec и ' ctg и du ~~ — cosec и -|- С 

tg и du —• lg (sec п) -•{•• С 

ctg и du - • lg (sin «) Ar С 

sec и du=*\g [sec u -f- tg u) A;-С—lg + c 
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[611] y"cosec и • du=ïg(cosec u—-ctg u)-\-C~ lg tg^-~-j 

Г du . u . _ и ; , , f 6 1 2I y y = = p = = a r c s m - + C = ~ - a r c c o s - - h 6 

f 6 1 3 ] f ~ a ^ f ^ = а а Г С t g ~ + С = - arc ctg + С 
Г / Ч / i l 1 " I /~* ^ I 

[614 J / —- = — arc sec - - - G = — — arc cosec h С 
J uVui—di « « « a 

[6151 Л - г^Ч - 4- J ^ a ) + С - lgf ^ ) - f С 
1 1 ,/ и 2 — a J 2a 8 \ и - - | - а / 1 2а * \ а - | ~ и / 

[616] f r J " = lg(« + / 7 ? ± ^ ) + С 

1020. Интегрирование посредством введения новых пере
менных. Дано для интегрирования 

ffiàdx. 

Положим, соответствующая функция, получающаяся в ре
зультате интегрирования, есть F(x); т. е. 

f f(x)dx = F(x) (1) 
или 

Пусть 
* = (3) 

т, е. д: есть некоторая функция 'м. 
Тогда / (*) и ^(д:) являются функциями и и мы имеем 

функцию от функции. Из дифференциального исчисления 
известно 

d[F(x)] d[F(x)] çh 
du dx du ' ^ ' 

Но из равенства (2), 

'ÏF(x)] 
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Подставив это выражение в (4), получим: 
d[F(x)] dx 

du " / W S ' 
Интегрирование по и дает 

[617] F(x)=> ff(x)d^du. (5) 

Но из равенства (1) 

= J'f(x)dx. 

Подставляя это выражение в (5), получаем 

[618] jf(x)dx = ffix^du. 

Подстановка вместо х его значения, выраженного через и, 
в ур-ние (3), с последующим затем упрощением обыкновенно 
дает весьма удобную для интегрирования формулу. 

У. и 

(a-\-bx) dx. 
Пусть a - j - Ьх = и. Тогда 

и — a dx 1 

* „ _ _ _ . - ь . 

Откуда согласно [618] следует: 

/ (а + b*** = / ' s A 4 J «" <*» » тСк) + С-
Подставив вместо и его значение, выраженное через х, по
лучим: 

Посредством этой формулы можно сразу интегрировать 
любую функцию вида (а -|- Ьх)п при каких угодно значениях п. 
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/ (a—bx)n + i 

(a-bxfdx- _ Т _ Г - + С 

/ 

/ 
(а - Ьх)Чх = - ^ = | * ^ - f С 

(а —6л-) 9 — 6 1 Ь (а —6*) 

dx (а — Ьх)~2
 • Г л 1 

^ "о/, Слг — Л»л1Г "T* ̂  • (a — bxf —2b . 1 2b (a — bx) 

Исключение из этого правила получается при п = = — 1 , 
когда интеграл в обоих рассмотренных случаях приводится 
к логарифмической форме. 

dx Ддно / -t-j-bx' 
Положим а-\- Ьх~и. Тогда 

и — a dx 
b И du b 

Подставив последние выражения в данное, получим! 

Тем же самым путем рассмотрим j* , 

С интегралом f(a — b*)"dx можно поступать точно та
ким же образом, подставив а — Ь х — и, тогда получим! 
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Ь " da ~ Ь ' 

Подставив последние выражения в данное, получим: 

У ' IIX 
e dx. 

Пусть пх = и. Тогда 
ч dx _ 1 
n du п 

Согласно [618] 

fc'^dx » / > 1 du = I /*е«. / н = 1 . I е , е т -j- С. 
J J n n J n n 

Из втого выражения следует, что интеграл 

J'enxdx^je*x-\-C. 

Пример 2. Найдите J,tgxdx 

/ igxdxœ /-"--dx. 
J J cos X 

Положим &os x ~ и. Тогда x — arccos u, откуда 

dx 1 1 1 
du - y i - . r „ T " " / r - c u s V sin X 

Тогда 

,/ cos ,/ cos л; V sin xj J cos * ,/ u 

Следовательно 

У tg * <b = - lg (cos л<) -I- С » lg -I- С. 
Таким ше образом У ctg л ==< lg (sin x) С 

Положим а~\-Ьх -~ и. Тогда 

u — a dx 1 
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Пример 3. Дано J (дг3 — 5*) (2 л- — 5) dx . 

Положим л-3 — 5 л- = и. Тогда (2'л- — 5) dx = du 
dx 1 
du 2 x — 5 

(*» - 5л-) (ix - 5) 
du: 

/" и 2 

= / H-rfa = T j + C. 

Так как u = л-3 — 5л.-, то . 

J(*» — 5.v) (2л- - 5) а7* == - ( л - 2 - 5л-)2 H- С . 

Пример 4. Дано ^ e ' c o o s e'"dx. 

Положим е я = и 
А- • lg е = lg м 

lg и , dx 1' 1 
л- = , — = le u и -тг — — = -z 

Ig e a du и е

м 

j ea'cos e°dx = j e a 'cos e"~ du*= J cos e œ Л« = ^ cos и и — sln a™ - j - С . 

1021. Интегрирование по частям. Из дифференцирования 
произведения известно, что 

d . du , dv 
dx ' dx dx' 

Тогда при интегрировании получаем выражение 

uv= fvd£dx4-fu^dx, 

которое является обратным написанной выше дифференци
альной формуле. . 

Написав последнее выражение в измененном виде, полу
чим формулу, весьма полезную для интегрирования: 

[619] f u ^ d x ^ u v - f v ^ d x . 

Для применения этой формулы необходимо определить 
i „ ([у 

функции и и v таким образом, чтобы произведение и ^ Р а в " * 
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нялось бы функции, данной для интегрирования, т, е. чтобы 

uTx~f (x). 

Если указанную формулу написать с помощью диффе
ренциалов, то получится такое выражение: 

[620] f udv*=uv — У v du. 

Если интегрируемая величина разделяется на два множи
теля и и dv, то интеграл можно найти при помощи фор
мулы [620]. 

Пример 1. Найти J х Ig x dx. 

Пусть Ig х = и, тогда du = - i • dx. 

Пусть x dx ~ dv, тогда v = ^r-. 
z 

Подставляем вти вмачсния в формулу У х • lg x dx = у Ig л' — У~ • ~- dx = у • lg д: — уУ Л (/Л ад 

ï 3 1 

-у- 1 г А ' — j - Н г с • 
Для пояснения напишем равенство 

(и) (dv) (и) (w) (f) (rfn)' 

yi***k«ig*.£-y^Id*. 
Пример 2, Найти J s ln a л; d». 
Пусть « =з sln .v, тогда du ==> cos д; dx. 
Пусть dv --- sln x dx, тогда v = — cos .v. 
Подставляя в формулу для интегрирования по частям, получим 

Уalrfix dx=> —sln *cos*-f - c o s a * d * . щ 

Ho c o A ~= 1 — sln 2 *. Следовательно 

У<!083л'г/л:=з Jdx~~ У sln 8 x dx * — У s ln 2 ,v dx (2) 
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откуда 

получим 

У' ах t/ï.t> / V 1 " 
е sin;u -û 7A' = — - • sln H . Y — / ncosn .v iü ' . 

a <J a 

Вторичное интегрирование по частям, 

и = cos nx; du — — п sin пх с/ж 
dv = eaxdx; « = fü 

а ' 
Дает 

-- / ea*cos nx dx = ----- n cos nx + / - v " 2 s i n " v d x 

Поэтому 

pax sin ^ л - = — g i n nx 1 ~ ,i cos /i.u ;r / е" л ,!а1и ш:с/л' 

Последний член правой части атого равенства равен левой части е ю , 

умноженной н а - j . Поэтому, перенеся этот член в левую часть, Полунин 

/ В . Sinnxdx = —г sill / I * — " C 0 S «-V + С « 

— —й1 (а «in H,V — n cos n.v) + С. 

Подставив (2) в (1), получим: 

J sin'2x dx = — sin x cos x -{- x — J shi'-л- dx 

Перенесем J s ln 2 * dx в левую часть равенства: 

2 j .sin 2* dx — x — sin л* • cos x ~|- C, 

I' „ .. X SILL X • C O S Л' 

у S I N - . T ax — -y g г ^ • 

Пример 3, Найти j e a x sln nx dx и j e" : 'cos iix dx . 

Пусть и = sin пл:, тогда da = n cos n.vrf.v 

e a x 

Пусть А» ~ e n œ > тогда v — —• 

а 

Подставив в У в** sin nx dx — H Ü — у vdu, 
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eaœ cos /l.v = — 7 (/i sin nx -l~ a cos пх) -\~ C. 

аг + n* • 1 

1022. Интегрирование посредством преобразования функ
ции в известную интегрируемую форму. Часто бывает, что 
данная для интегрирования функция может быть преобразо
вана в обычную легко интегрируемую форму. 

Пример 1. Найти J ~ — dx, 

f ± z l d x e J (.v I ) л e fx dx _ л + с. 
Пример 2. Если ~~ —• ,v или иначе </y — .v r/.ï, то 

ч« У*dx^~ f 2х dx = ~ 4 - С . 

Пример 3, Если dy = — дга с/д;, то 

" + с . 3 

Этот результат можно получить, представив взятый интеграл » виде 

У « М • rfu, 

где (1 — .r*,) 8 tes и, ( — 2 л* {/*) = </и, так как 

d ( 1 - л Я ) е т — 2xdx. 

Посредством таких преобразований был получен указанный выше 
интеграл. 

1023. Интегрирование функции при помощи приведения 
ее к известной иатегрируемой форме. Если интегрируемая 
функция может быть непосредственно разбита на два сомно
жителя, один из которых есть производная другого, то дан-

Следовательно 

У ' е " ' ° 

e o a , s i n nxdx ~ - r - , — О - ifl siu пх — n ooä /и) -I- С . 
«г -|- П Л ' 

Таким же образом * 
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2 И А И 2 ' 
т. е, 

У (x» - f 2л-) (Зл-2 + 2)«*.v = ( - v 3 ' l

2

2 - V ) 2 + С 

Пример 2. Найти j*sin х cos л- с/л\ 

я от sin л- и cos х есть производная от sin л- и поэтому интегрируемая функция по
лучит вид 

Тогда 

sin x • cos л- dx = —2 Ь С-

Более общая формула для этого соотношения 

dx л + 1 

Поимер 3. Найти у .v (а 3 + л 5 ) й с/*. 

Положим о;3 ~|- л-2 = и и du — 2 x dx. Тогда 1 f 2х («3 + ^ " (/.v = i - fuTdussl. f а * J r f . *~ 
2 . 

7 

Значение многих интегралов может быть определено сразу, 
•из правил дифференциального исчисления, ибо интегриро-. 
вание есть действие, обратное дифференцированию. Если, 
'требуете» «роиитегрировять функцию, следует прежде всего 

ный интеграл равен половине квадрата второго сомножителя, 
так как 

Пример 1. Найти J (*» + 7х) (Зл-3 + 2) о1*. 

Выражение (Зл-2 -)- 2) dx есть дифференциал от (x8. -f- 2.v). Поэтому дан
ный интеграл есть 

п 2 (л-Ч-2л-) 3 
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u » + i 
и du = г—г- - |- С (если п ф— 1). 

n-f-l 

Пример 1. Найти Jdx. 
1 

Пример 2, Найти j* х~ • dx. 

(D 

1 я_ 

0,63 

Случаи (2), (3) и (4), приведенные ниже, представляют 
собою специальные формы интеграла Jund и, 

f ( 0 * » + * ) % « - ^ - - - ^ ^ ^ 6)»+« +С. (2) 

Примеры на эту формулу: 

j'(2x*~\~5y>x.dx; J__*_rfr. 
J s in n .v cos x dx — — - j j sin" + 1 x -(- C. (3) 

Пример на эту формулу: / sin 8л- cosxdx. 
t.' 

J cos'1, -vsin x dx *= — - n j ^ cos n + 1 x - f C. (4) 
Примеры на эту формулу: 

У cosw .tsin x dx 

попытаться привести ее к такому виду, который представ
ляет собою легко находимый дифференциал некоторой изве
стной функции. Если этот способ не приводит к решению, то 
для нахождения интеграла надо испытать другие схемы. 

Ниже приведены основные формулы интегрирования, с ко
торыми можно сравнивать ту или иную данную функцию: 
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s in* dx 
а .. i 

который можно представить так: 

sin* • cos" - 2 * dx. 

1024. Приведение интегрируемой функции к логариф
мической форме, непосредственно вытекающее из вида 
функции. Если интегрируемая функция может быть написана 
в виде дроби, числитель которой есть производная знамена
теля, то данный интеграл есть логарифм этого знаменателя, 
ибо 

da 

^Х ••dx = \gu -\~С. I-
Пример 1. Найти J - ^ ~ - dx. 

Производная от (e"' -f•• 5) есть е а ' . Повтому 

/
2л-

g I dx. 

Пронаводная от (5 + л - 2 ) есть 2 л-; повтому 
2 ; «dx^hts + x^ + a 5 + л-2 

С 3 v 3 — 5 Пример 3. Найти j g— dx. 

Производная от (л-3 —5л-) есть (Зл- 2 —-5); поэтому 

Из предыдущего можно вывести заключение, что успех 
при интегрировании функции зависит от правильно выражен
ной схемы приведения данной функции к некоторой извест
ной форме, которая может быть легко найдена как диффе
ренциал известного интеграла. Испытывая разные преобразо
вания, можно найти такое, которое соответствует данной 
функции, приводя ее к известному интегралу. 

или 
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Г EL 
1025. Логарифмическая форма / dx или 

[622] / • £ . 

/^-lï«-C (5) 
Так, например, j dx = lgf . t 2 -(- С [с/(л-) = 2 л: с/л-]. 

Специальные логарифмические формы: 
Ml — 1 I 4 

eu 1 
ахт 

Например I - ^ 1

Г Г — 5 ~ " J T T I f f ^ З д г * "~ 5 ^ " ' " ^ 

/ ctg û v Ас -~ / — адг — — lg sin ах -[•- С 
,/ ./ sin ал: « ' 

Г tg «л- dx ~ ( dx — — lp; cos ax -I- С 
J J cos ax a 

(' , Г (sec?ax~\- secoA' • tp-алг) . 
sec ал- dx -~- '—-,— —~dx~ J J sec ал--j- ig ax 

I 
~ — lg- (sec ал: -•{- tg ал-) -f- С 

j cosec ax dx — l g (cosec алг — ctg ЙЛГ) -f~ С, 

1 0 2 6 . Форма j Xm (a -j~ ÔAT'V • dx. Дифференциальные 

биномы вида 

[ 6 2 3 ] f xm (a~\-bxj'• dx 
также интегрируются посредством формулы для интегриро
вания по частям. Ниже даются четыре главные формулы 
приведения. Эти формулы приводят данное выражение к более 

(7) 

(8) 

(9) 

(Ю) 
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дг (а -+- 6л- f dx = — — - j S - î T Â 
(np-\-m-\rl)b 

(jn — n-\~l)a С m~n . , ,,,,, , . 
- ^ ^ T ï ^ J x { a + b x ) d x ) -

l) Формула (1) выводится следующим образом. Интегрируя по частям, 
получим 

+ i.vn)P dt = — 
« , « + 1 

n(p + 1 ) 6 

Перенося последний интеграл из правой части равенства в левую, 
получим 

Деля на коэффициент при интеграле, входящем в левую часть равенств. 
получим формулу (1), 

Прим. ред. 

простому виду, т. е.. к более удобному значению для 
m или pi 
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Эта формула уменьшает показатель степени m на п, но 
она неприменима, если пр - j - m -|- 1 = 0. 

хт (a - f ЬхпУ dx « * ^ + ** } - f (2) 
пр -|- m —)- 1 

'I L 1 f *"(« + АЛ*" 1^ 1). 
пр -|~ m -|- 1 ./ 1 ' ' 

Эта формула уменьшает показатель степени р на единицу, 
но она неприменима, если пр - j - m - j - 1 = 0. 

У . m + 1 i i r » v p 4 -1 *" Ẑ +lf-1— О ) 
(m -|- 1) a v ' 

- J & ± J L ± g t ! ï L / > + »(«+А*у 
(m-fl)a J v 1 1 ' 

x) Вывод формулы (2). 
Интегрируя по частям, находим: 

/ > • ( « + i ^ ^ - ^ i i S i ^ . -
«.' го -(- 1 

m -|- 1 J т-\-1 

m ~\~1J ' m -j-1 ,/ 

Перенесем последний интеграл в левую часть равенства. Получим 

m \- 1 , / та - | -1 

Г хт (a +bxn)V-1d*. m -|- 1 «/ 

Разделив на коэффициент при интеграле n левой части равенства, 
получим формулу (2). Прим. ред. 

а ) Вывод формулы (3). 
Заменим и равенстве (1) m не m -f- п. Получаем 

У ' ,.'"• + 1 / „ 1 /, „ть \^ -f-1 

л-"' ! « < « + bx'Vdx** V T ^ - ^ T -
(n/o 7* - j - m - f - 1 ) 

i™±$JL— f (a -I- bxn)*dx. 
(np ~|- n -f- m ~|-1) J 

Перемещая оба интеграла ив одной части равенства в другую и деля 
не ковффпциент при интеграле, стоящем в правой части равенства, получим 
формулу (,3,. Прим. ред. 

53 Справочник для ипжвкерь, 
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Применяя формулу (1), приведем данный интеграл к / — 
,/ V а- — л , а 

который решается сразу. 

/ " - ^ = ^ = / " л - Ч а 2 - ^ ) " ^ . 
J Va*-x> J 

1 
В втом случае m = 2, n = 2, p = , - , 6 — — 1 и a заменяется <А 
Следовательно 

i 

J К ' 2 2 У Va» - • 

—л* V«' J — л-а , п а . X . „ 
— — — _ . arcsui h С. 

2 1 2 а 
1027. Тригонометрические формулы приведения. Приво

димые ниже формулы получаются при помощи ийтегриро-

! ) В Ы В О Д формулы (4). 
Заменим в формуле (2) величину р на p -\- 1. Получаем 

«/ пр - | - /1 - | - » I - | ~ 1 1 

i ап{р + 1) Г т п р -] г . .—=— / .v (а - Ьх ) ' dx. пр + п ~\- m -f-1 J 1 ' 

Перенеся первый член из правой части равенства n левую и рпаделив 
на коэффициент при интеграле, сюящем в левой части, получим формулу (4j. 

Прим. pu д. 

Эта формула увеличивает показатель степени m на п; 
она весьма полезна при отрицательном т, но неприменима, 
если m -f' 1 — О» 

J ( f l + . У Г Л - - - ^ - - 4 ^ — + ( 4 ) 

1

 ; l (jo - f 1) a ./ 

Эта формула увеличивает показатель степени р на еди
ницу. .Она неприменима, если p - f -1 = 0. 

Пример. Найти / -i_z_zz—— . 
J Vo2 —л: а 
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1) Интегрируя по частям, находим 

sin'" х cos" л: 0 ^ = - - Ï Î 

+ -^44" ~ 2 •* « s " + 2 .v dx. 

Преобразуем интеграл, входящий в правую часть равенства. 
Получаем 

/ S I B .Y C O S Л* CIX га T T -

</ n -f- 1 
. m — 1 / , w — 2 « J M — 1 Г • m n r _ / Si„" A . c o s , v ^ v _ ^ / sln X C O S ,V (/.V. 

n -[- 1 ,/ n -|- 1 ,/ 

Перенося последний интеграл иа правой части равенства в левую и раз
делив на коэффициент, получившийся при интеграле в левой части равенства, 
придем к формуле [626]. Заметим, что формула [626] неприменима, 
если m = — п. 

Интегрируя по частям, можно получить для того же интеграла' 

sin" 1 л- с о » и * dx 

иное выражение 

/**\ /' , m п j sin'" + 1 л- с о з " " ~ 1 л- , (**) / sln x cos" x dx «=» • - j - s - j -

i " ~ - 1 / , m + î i l ~ 2 i 
-— / sln ~ л-cos x dx. 

m - | - 1 J 
Преобразуя интеграл но второй части равенства (**), имеем 

. m n . sin ^ л- cosn х , sin1" .v cos x dx — .-••= h-m - - 1 

+ "'-''l / ' s m w * c o s * - s xdx f\mmxwtnxdx. 
m -| • 1 J m -1™ 1 «/ 

Перенося последний интеграл ив правой части равенства (*") в левую-
и разделив на коэффициент,' получившийся при интеграле в левой части 
равенства, получим формулу [627]. 

Формула [627] отпадает, если m — — п. 
Заменяем в равенстве [626] m на m + 2. Имеем 

«л4 -= — 
( n - m + a i e i n ' " - 1 « 

— ni + 1 Г с о а " * j 
1Г^"т~Г2~У ein 1" x Х ' 

вания по частям. Эти формулы значительно экономят 
время 1 ) . 
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[624] /V' x dx = - i L j / t g " " 2 x dx 

[625] f ctg" x dx=-
 £~=Jf - / c t g " - 2 * dx 

/
. m~l n + 1 

. m n j S i n X C O S X 
s i n x cos xdx — — i — m-j- n i m 1 Г , m—2 n i _J / S l n x c o s x dx 

m-j-n J 
. m n j Sin г

 Л' COS X , 
sin X cos = j • -

m-f-n n — 1 
m - j 

~ 1 /* . ?» и—2 j 
i / sin л: cos л: dx 
|- n J 

/
11 

dx = 
s in X 

71+1 
cos ^ X 

• m t 1\ • «1—1 

sin л; (m — l)sin дг 
7z — m -f - 2 /• cos" л: eu m • ш—2 sin лг 

Разделив на коэффициент при интеграле в правой части равенства 
и перенеся интегралы из одной части равенства п другую, придем к ра
венству [628]. 

Равенство [629] получается из равенства [627] заменой m па — т. 
Равенства [630] и [632] получаются из равенств [626] и [628], если 

v последних положить n = Ô . Равенства [631] представляют собой частный 
случай равенства [627] при m = 0. 

Равенство [633] получается на равенства [627], если в нем вяпть m Ü 
и п веменить на — n -J- 2. 

/
dx sin x — n -|- 1 /' dx 

c o s " - 2 . * ~ ( - n + 2 ) с о 7 ' - : r ~ x "Z'jZ^'iJ ~с7)77~* 
Перенеся первый член ив правой части равенства в левую и раздели» 

'иа ковффициент при последнем интеграле, получим равенство [633]. 
Положим в равенстве (*) п = — т . Находим 

Это равенство есть не что иное как равенство [624]. 
Положим в равенстве (**) m — —п. Получим равенство [625]. 

Прим. ред. 
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я я—1 
C O S X 

X 
sin x \п — m) sin x 

Л „ M — 2 7 

п — 1 /' cos .v dx 
•i ,, «—2 П 1 / ' C O S 

n — m J gin'" 

. m- 1 
[630J / sin л: dx = - j -

' m •/ 

R , , , , f n J c o s 1 1 - ' л sin .r , n — 1 f « - 2 , 
[631J • J C O S * Ö . Y = ^ j J C O S Л И Л 

/* dx cos дг I m.'—2 л с?* 
[632] / T~»i / ., ч . т-1 Г г „ Г / . ш-а 

<7 sin дс (m — 1) sin дг — W sm * 

/' dx sin x i n — 2 r dx 
[633] . / ~n — , . H _ l " : „ i «-a • 

J J cos x (n — 1) C O S x n *J C O S X 

1028 

(n — 1) C O S X 

dx r Ax -I- В - p ax r ax - - n . 

• Ф ° Р И У Л Ы . / 1Б^ьхЦГс
 и У ^ Т ^ Н ~ с 

Разделив числитель и знаменатель на а и составив в зна
менателе полный квадрат, приведем первое из данных выра
жений к следующему виду: 

1 . у 
a J 

dx 

(*Н- 2а / 4а a 

Положим л- ~\- 2а = «5 тогда с?н — с/л и 
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Г*К1 Г d x ^ 1 , 2ax4rb-Vb*—4ae 
L W S J . , / a r>- f -6*- | -c у " о ^ = 4 а с ? 2 а * + ô f V ^ ^ f l c 

Если б 2 — 4ас = 0, то 

[ 6 3 6 ] l'a v» -f-u*-|-c ^ ~~ 2а* + Ь ' 

[637] Формула f - ^ ± ^ - - d x . 

Следующий пример разъясняет метод. 

Если Ь 2 — 4ас<^0 , то, положив 

У 4 ас - б 2 „ 
„ — / 

2 а 
находим 

4 а 2 

— 2а 2а» , £ . 
У 4~а7^Т 2' S У"4 ас - Ь 2 

Выражая и через х, получим формулу [634]. 
Если б 3 — 4 ас > 0, то 

1_ / ' Л 1 f p du__ 

4а» ( ^ ) « 2 Т ' ~ ~ 

_ /" d4 I = I I , / У1Р=ЪГо\ 

" + - 2а 1 1 

- lg l "H s ) -\-C— s - S T T Œ B E - g —V--"---* - • C 

Прим. ргд. 
Выражая н через ,v, получим равенство [635]. 

Если б 2 — 4ас отрицательно, то 

№ J i * + s ^ = у Ш ^ ь * a r c t * 

Если б'2 — 4ас положительно, то 
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3 Г 2 (x+3) dx 3 , r , , „ . , . „ 

согласно формуле 

Формула 

- d u - = ig ц [599]. 

имеет вид 
+ 3 )2 + 2 

du 
тг [613] 

где a » * + 3 , « ~ / - 2 - „ - 4 ï r ^ j 3 = - - ^ = - . r o t 8 f ^ + C. 

Следовательно 

1029. Интегралы, содержащие дробные степени х или 
двучлена (а~\~Ьх). Если в выражении после знака интеграла 
находятся дробные степени двучлена вида (я - j - Ьх), то сле
дует вводить такое обозначение 

а -\~ Ьх = z", 
где n — наименьший общий знаменатель показателей степени 
при (ö -1 - Ьх). 

Пример. Найти J —• dv, 

(x + 2 ) 8 - 3 

Пусть .v -•)- 2 =- z 1 . Тогда 

( . v f 2 )8 - 3 

Делим числитель на знаменатель, а затем интегрируем. После инте

грирования заменяем г через (л -+ 2 )4 . 
Точно таким же образом, о случае дробных степеней х, берем '» в сте

пени, которая равняется наименьшему общему знаменателю показателей 
степени при х. 

Пример. Найти J - ^ + б у + п dx J - j r + g f ^ - А : -

/" 3 < * + 3 ) ~ 4

 rfï _ з / ' ( * + З Н * 4 / «fc 

У (Л + + 2 "* " J J (x + ЗУ + 2 J -ÏJ+3F+2--
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Пример 2. Найти 

х* + 4 

Положим х = 2 е ; тогда dx «= 6zD dz и 
1 i 

<fc = 6 г 3 — л 
z 2 + 4 

• z B t/z = 6 
g 8 — г ? 

Делим числитель на знаменатель, как и в предыдущем примере, до 
тех пор, пока степень остатка не сделается достаточно малой, что можно 
было бы производить интегрирование, после которого заменяем z черев 

Этот случай получается как частный из предыдущего при условии 
а = 0, 6 = 1. 

1030. Интегрирование посредством тригонометрических 
подстановок. Выражения, содержащие У о?— х% или \' х% + а2, 
могут быть заменены тригонометрическими величинами. 

Если встречается У о? — х 2 , полагаем х — а sin « р . 

„ „ / а 2 + х \ „ х = а tg с р . 

Ух* — аг, „ х = а sec <р. 

Тогда: 

V"aa — л:2 превращается в a cos ср 

У а 2 -|- л:2 „ в а sec 'f 
в а tg <р, 

так как в прямоугольном тре-
1 угольнике с катетом х, лежащим 
против угла <р, и с гипотенузой а 

Другие функции угла <р можно также определить из тре
угольника, показанного на рис. 606. 

Пример. Найти "У (fi — x'* dx. 

Положим х = a sin if; тогда dx — a cos <р dty, 

У l ^ a 3 — xa • dx == a cos if X a c o s ? <ty =-~ j'яа e.o.VJ if «"*f. 

i . J . 
A - 2 - . V » , 

—- dx. 



Построение функций Yd' — х2 или ]/~х*-f-а'л 

Интегрируем по частям. Из п° 1021 

841 

Тогда 

j cos 2 <f f/'f = 2 h С-

j <i- cos2 f cfy — - y ĉp -j- ~ - sln 2tp j -f - С 

-= - y I arcsln - ~ -|- sin <p cos <f j -f- С arcsln -4- /««-^ + c 
У" W - .v-3 r/.v = - ~ arcsln - | - + ~ Y a* - л-2 -f- C. 

1031. Построение функций | / a a — л;8 или Ул: а ± а2. Ис
ходя из соотношений, связывающих элементы треугольников, 

показанных на рис. 607, построим треугольники, в которых а 
имеет определенное значение, а л: несколько значений. При 
этом значения функции 

У а* •— л а и V x1 ± a'J 

могут быть получены гра
фическим путем и нане
сены в виде ординат. 
Тогда можно весьма бы
стро построить и проин
тегрировать данные функ
ции графически. 

Пример, Если я кя б и мм же
лаем найти функцию У а 3 + Д 
n n c . f p i t i M СМ = 6. Проиедем 
О Л" JL к ОЛ и возьмем ряд 
значений .v:.v = 0, 1, 2, 3... 
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В этом случае длина гипотенузы дает значения функции Yd2 -|- х'1 для 
каждого взятого значения X (рис. 6 0 8 \ 

Поставим эти гипотенузы в положение ординат и проведем кривую 
через конечные их точки. Эта кривая представляет собою график функции 
У"я3-|-л-а при а — б, т. е. график функции V"36 -|- .va. Получившуюся кри
вую можно проинтегрировать графическим способом. 

1032. Квадратные выражения. Если выражение ал"- | -
-|- Ьх -[- с находится под знаком радикала,' то путем добавле
ния к нему членов до полного квадрата его можно привести 
к двучленной форме, имеющей вид а (Р-\-к). Это выраже
ние может быть проинтегрировано посредством тригономет
рической подстановки, как то было изложено в п° 1030. 

>. i A r i J A ] i Л-: ь* 
1 а ]" 4а а ) Г \ а 4а 2 

а* 2 ~\~ Ьх -f- с — а 

Правая часть этого равенства представлена в двучленной 
форме. Положим 

* + 2 а = / -

Если многочлен 2-ой степени ' не находится под знаком 
радикала, то его можно интегрировать как двучлен. 

1033. Интегрирование рациональных дробей. Рациональ
ная дробь, зависящая от х, представляет собою такую дробь, 
числитель и знаменатель которой являются многочленами, 
зависящими от х. Если степень числителя равна или больше 
степени знаменателя, то такую дробь следует упростить, 
разделив числитель на знаменатель. 

С л-4 4 - 3 ^ Пример. Найти / л dx. ,1 х2 -(- Ix -\- 1 

х» + 2х + 1 * i h
 x2 + 2x + l-

Тогда rm$+/•*-/>*+/ 
Интегрирование последнего члена может быть произведено im оно 

собу, изложенному в п° 1028 [637]. 

1034. Интегрирование посредством разложения данной 
дроби на простейшие. В отделе алгебры (п" 499) было пока
зано превращение данной дроби в сумму простейших дробей, 
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знаменатели которых являлись сомножителями знаменателя 
данной дроби. Например (п° 499) 

5лг2 —З.г —24 х — 2 , 3 4 
(л-2 — 1) (x + 3) (л- -f 4) л а - Ï 1 x f 3 x - f 4 

Если наша задача состоит в том, чтобы проинтегрировать 
эту дробь, то 

/ ' _ 5.*'! Зг — 2 4 , _ f х — 2 , , р 3 
J (л - 2 - - IX v Н- 3)(л- 4) • - J ж2 - f riï , 7 x 4 - 3 

1-4 

2- ^ - 1 ) - Iff "t" 3 1» (•* + 3) - 4 lg (x -f- 4) - j - С. 

_ ' .. (• (2.V + 3) Пример, Найти / v, , — „ — х - d x . 
,1 х* ~|- х1 — 2.Ï 

Множителями знаменателя являются: x, х — 1, x -\~ 2; составим р » . 
венство 

2.X + S А . В . С 
хя -f- — 2х" x + х — 1 ~|" л- + 2 ' 

Освобождаемся от знаменателей . 
2л- -f- 3 = А (х - 1 ) (.v 4 - 2) -I- Вх (х 4 - 2) -)- Сх (х - 1). 

Приравнивая друг другу коэффициенты при одинаковых степенях и 
решая получившиеся при втом уравнения, получим 

Подставив вти вначения, получим 
2х + 3 _ 3 _ . S 1 

.v (х — 1) (х 4- 2) " ~ ~2х ~1~ 3 (x ~ 1) 6 (х 4- 2) ' 
dx f (2х 4 • 3) dx _ 3__ /'_(/£ . _5_ f dx J _ C_d 

J .¥ (*- ! ) ( .< 4 - 2 ) " "2 J x + 3 J x - l 6 J x-\ f 2 
1. 

3 4 1 С c»-. 1 \ 3 

• f «я *+ f (* - D - - g - i* (-v 4- 2) + с - ig -Y* i ;

r i\. X (x -1-2) с 

l) Переход к окончательному выражению получается при замене 
С - I g С . 

Прим. ред. 
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dx 
Интегрируя, получаем 

| - = fax dx^4x"+Ci. 

Но может быть написано также и n таком виде: 

<(&) 
dx 

Тогда 

(ÉL\ 
V d x 1 » № + Q или d = -|- Q) rf*. 
dx 

Интегрируя, получаем 

dx 
откуда 

: f (4x» + Ci) dx *» + Cj, Л" + C a , 

dy = (~- A"3 + Q * + <3») ri*. 
Интегрируем еще рав « 

Последний результат пишут также и в такой форме: 

У—f f j 8л- (/л- dx dx. 

В том случае, когда интегрирование производится дна 
раза, пишут так: 

Если пределы не указаны, то в таком случае интеграл 
является неопределенным. 

1035. Последовательное интегрирование. В дифференци
альном исчислении мы познакомились с применением после
довательных производных высшего порядка, которые полу
чаются посредством последовательного дифференцирования. 
При интегрировании мы имеем обратное действие. 

(Pu 
Пример. Найдите у, если — а — 8х. Тогда 

d ßfŷ  
Л — 8л- или d ( •-, -, ) =» 8х dx. 
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Пример. Ускорение движущейся точки — величина постоянная и рав
ная а. Найти выражение для пройденного пути s. 

d*s ' 
Ускорение а = 

Тогда 

dt — а или "["jf < adt 

fadt^at + C,, 

откуда 
ds — (at + Су dt. 

Повторив интегрирование, получим 

dt: 

Глава L V. 

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ (МЕТОД СУММИРОВАНИЯ). 

1036. Определенный интеграл к а к предел суммы. Пусть 
// представляет собоюнекоторую функцию', которая при непре
рывном изменении л: также изме
няется непрерывным образом. Пусть 
кроме того ух, уг, уа,. . • уп будут 
значения указанной функции в интер
валах Ал*, (не обязательно равных 
между собою), рассматриваемых от 
х~а до х-~-Ь (рис. 6L9). 

Умножим каждое из атих зна
чений tji на Ад<„ а затем составим 
сумму полученных при этом произве
дений. Эта сумма равна 

//i -1 - л * а - f //а Лл'в - | -
Рис. 609. 

Будем теперь число полос, находящихся в промежутке от 
х -= a до х == Ь, увеличивать беспредельно таким путем, чтобы 
ширина каждой из этих полос Лх{ приближалась к 0. При 
втом указанная сумма будет стремиться к пределу, которым 
является интеграл 

j у • dx 
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или 

[638] hm 
Да> —* О 
я —» со 

1 Ь' 
# 1 Д * 1 +уЛх2 +У2^ха - | - . . . -f gu&xu U j g dx, 

"* /F 

где A* есть наибольшая из всех значений ширины полос Дл:,. 
Иногда сумма членов, заключенная в квадратные скобки, 

сокращенно пишется в таком виде: 
n 

Члены # 1 ^ * 1 , А̂-̂ г и т. д. выражают площади прямоуголь
ников. Легко заметить, что по мере того как число этих 
прямоугольников беспредельно увеличивать, сумма площадей 
их будет приближаться к площади, расположенной под дан
ной кривой, как к своему предельному значению, В своем 
месте было доказано, что эта площадь представляет собою 
определенный интеграл; отсюда следует, что предельное зна
чение суммы площадей указанных прямоугольников, при бес
предельном увеличении числа их, представляет собою также 
определенный интеграл данной функции между пределами 
x = а и х = Ь. 

В большинстве трудов по интегральному исчислению, на
чиная от открывшего его Ньютона и до, настоящего времени, 

' указанный выше процесс суммирования излагается, как соста
вление суммы бесконечно малых полос, которые, складываясь 
вместе, дают определенный интеграл. Отсюда и возник аиак 

интегрирования j , который представляет собою измененную 
букву S, выражающую слово,сумма. Результатом указанного 
толкования процесса суммирования явились значительные 
затруднения в правильном понимании истинного смысла про
цесса интегрирования, ибо вследствие указанного представле
ния о суммировании следовало пренебрегать малыми треуголь
никами, находящимися у вершины полос, причем получалось 
впечатление, что интегральное исчисление является только 
приближенным методом. Поэтому, весьма важно обратить 
внимание на то обстоятельство, что рассматриваемое понятие 
есть предел этой суммы, а не сама сумма, которую мы рас
сматриваем. 

Этот предел представляет собою вполне определенную 
величину и никакой ее частью нельзя пренебрегать, Если 
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такой взгляд понят, то представление об определенном инте
грале как о некотором выражении площади или объема не 
вызовет никаких затруднений. 

Точно таким же образом теорему о суммировании можно 
применить к вычислению работы, объема и т. д. 

Работа равна: 

lim 
Д Я —to 

j'Fds F, As, + F2 às2 -f- F» Lsä - [ - . ' . . H- Fn As,, 

Объем равен: 
ь ь 

АхАх1 •-]-- А-ЛХ2 - | A ä A x Q - ( - . . . -1- AnAxn — jAdx-um 
Да; —' О 

Интегрирование для нас теперь является методом вычи-" 
сления предела суммы. 

Этот метод применим во всех тех случаях, когда рассматри
ваемая величина представляет собою предел суммы, имеющей 
следующий вид: 

Ух Л * 1 + Уч А-*г - | -у й

 д * в - j - . . . + / / „ А л г п — У] /U) dx. 

При »том следует поступать следующим образом: 
Разделить исследуемую величину иа части таким образом, 

чтобы было очевидно, что искомый ответ получится посред
ством нахождения предела суммы 
указанных частей. Затем следует 
составить выражение для вели
чины этих частей и иитегриро-
вать между пределами х = а и 
х~Ь, т. е. найти предел суммы 
при безграничном увеличении 
числа частей ее. 

Некоторые авторы выражают 
»ту основную теорему в таком 
виде: 

J i m ; M % f ( x ) à x ~ f f ( x ) d x . 
Й.В —* о 610. 

Пример. Найти, какое количество угля может быть извлечено из коиу-
с образной кучи, диаметр основания которой равен 30 м, а угол естествен-
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ного откоса 27°, при помощи конвейера шириною в 30 см, который движется 
на одном уровне с землей и проходит через центр основания кучи. 

а = 15 X tg 27° = 15 X 0,5095 = 7,643 
6 = 0,15 X tg 27° = 0,15 X 0,5095 = 0,076. 

36° • 

Расстояние от вершины конуса до точки D — 7,643 - j - 0,076 ~ 7,719. 
Перпендикулярное расстояние с = 7,719 X cos 21° 

= 7,719 X 0,891 = 6,878. 
Если мы берем переменные расстояния х на прямой с И выделяем 

слои dx перпендикулярно к прямой о, то в сечениях получатся параболы, 
подобные показанной на рис. 612. 

При втом 
d (выраженное черев х) = tg 36° X •* == 0,7265 х. 
е (выраженное через х) = ig 21° X х — 0,5095 х. 

Высота параболы = d -\ - о вз 1,2360 х 

f " ôoTiiT15 ^ 0,891 ю 1 , 1 2 2 * 

•• 2 / Х tg 63°= 2 X 1,122 x X 1,963 = 4,405 х. 
Архимед установил, что парабола, впи

санная в прямоугольник, имеет площадь, 
равную двум третям площади последнего 
(см. n u 560). Поэтому, мы можем принять, 
что наши бесконечно тонкие слои тол 
Щ 
тою 
щади которых равняются площадям рассма
триваемых парабол. 

0,878 

•Рис. 612. 

I И П И Ш И И С Ы Х И П С Ч П И LUUIVKIT; цлип дул 
ины dx высекают прямоугольники вмсо-
)ю 1,236 л-, шириною 4,405 л-, две трети пло-

2 X 1,236 л-X 4,405 л-
6297 л'*̂  dx 

« 2 
6,878 

3,6297 л-з 
3 ' - - -

•• 2,42 X 6.878Я = 787,395. 
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Вычислим объем малого треугольного клина у, точки ОЦ: 

787,395 - 0,684 = 786,711 
786,711 X 1,25 (удельный вес угля) - 983,389 тонн. 

3,14 X 15 3 X 7,643 Объем всего конуса = : 1799,926. 

786 711 
Процент извлеченного угля — "^799926"XЮ0 = 43,7И. 

1037. Площади, ограничиваемые плоскими кривыми. 
Прямоугольные координаты. Метод суммирования. Пред-

Рис. 613. 

положим, мы желаем найти площадь, ограниченную кривой 
у s = /(лг), осью X и двумя ординатами л* — а и л; = 6. 

Искомая площадь есть предел суммы прямоугольников 
yàx, т. е. 

[639] А = l im У\ у Дж = f ydx 
А* — 0 о i 

E S j f(x)dx, 

1) При вычислении об'ьема малого треугольного клина он принимается 
аа объем трехгранной призмы, имеющей в основании треугольник со сто
роной, равной 0,3 и высотой 0,076. 

Высота призмы равна диаметру кучи, т. е. 30, 

54 Спшчтчиик для инжеивпа. 

Прим, ред. 
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Этот результат получается'согласно изложенного в п° 1011. 
Таким же образом, площадь, ограниченная кривой, овью Y 

и абсциссами g— с и у — d, есть 
cl d 

[640] А = lim ^ xày = fxdy. 
A . V — » 0 е 

Пример 7. Найти площадь, ограниченную кривой (рис, 614 и 615) 

х=2 + д-д* 

Рис. 614. 

Точкам пересечения данной кривой с осью Y соответствует абсцисса 
X = 0; подставив л: — 0 в наше уравнение и решив его относительно у , 
получим 

g=>-l, у = 2 

A = fx dy = f (2 -I- g - cfo « 

. ( . + a - l ) . - ( - 2 + - J + } ) 

- 4 1 . 

2 
Пример 2. Найти площадь гипоциклоиды (рис. 613) 

л* = a sin" 0, ^ sss a cos ! 10, 
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А ^ 4 f u cos 3 0 За sin 2 0 cos 0 • d 0 = 12а- J cos* Ü • sin'-1 •с /0. 

' Рис. 616. 

Применяя формулу приведения (п" 1027), [627], 

cos '" .v • s in" л- dx ш 

получим: 

^ 1 / ' n — / c o s ' ~х sln11 xdx, 

f cos» 0 • s in 2 0 • d (K=s
 < - o a 8 . ° ^ s b 8 ( ) -I- ~ f cos» 0 ainäO d 0. 

Так как 2 sln 0 cos 0 = sln 2'), то 

Поэтому 

cos-Ü sin 2 0 = - . - s l n 3 20 . 
4 

У* cos 2 0 sin 20 rfO = -]•• У s in 2 2ÖJ0, 

Последнее выражение можно проинтегрировать по способу, показан
ному в примере п" 1021. 

1 / ' „ . . . n , п 1 / „ 1 - ä l i \ 40 - sin 40 j I cos- 0 s i r 0 (/ 0 ее — . I 0 - - j - sin 40 ) = • 

54» 

Из рис. 616 
II 

А — 4 j у dx. 
О 

Из х = a sin 8 О 
dx — Зл sin- 0 cos 0 d 0. 

Подставив йти виачеиия у и х в формулу площади, получим 
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Поэтому 

12а2 У cos< Û sln 2 6 0 = 12a a | 
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64 

Подставляя значения пределов, получим: 
площадь 

Зка* 

1038. Полярные коорди
наты. Если уравнение кривой, 
данной в полярных координа
тах, есть 

Г " Р г

Д б 2 Р = № , 

р Д0( и если требуется найти вели-
1 чину площади, находящейся 

между кривой и двумя радиу-
^ сами-векторами, то искомая 

— 1 - " площадь представляет собою 
предел суммы круговых сек-

Рис. 617. торов, как например это пока
зано на рис. 617. 

Указанная сумма площадей этих секторов есть 
. . il , 

[641] i m ^ -у p,2A0/== J р а с/0 = искомая площадь 

(согласно основной теореме). 
Пример. Найти площадь кардиоиды, уравнение которой 

р = а (1 -|- cos 0), 
изменяется от 0 до 2тс. 

« 
Из имеем 

п л о щ а д ь - у" -~ а 2 (1 + cos 0)» rfO = (1 + 2 cos 0 -f- со*2 0) 
ô ô 

= - у У ( l-b2oos0- | -co««0)(/0. 

(/0 

cosS 0 • s in 3 ö , 40 — sin 40 j 
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Но cos 2 0 = у cos 20 ~- (n° 604) [298], поэтому 

площадь = z — j [ \ -]- 2 cos 0 -f- y c o s 2 0 4* y j JO = 
О 

= - y - У* (l,S + 2oos 0 + y oos20jrf0=-y. 1̂,5 0 + 2»ta0 + -iein20J = 
= - 5 - 1 1 , 5 X 2 « ] 

1039. Длина кривой. Прямоугольные координаты. Из ска-
ванного в п° 962 об измерении кривых, а также из некоторых 
теорем геометрии следует, что длина кривой определяется Как 
предел суммы вписанной ломаной линии при безграничном 
возрастании ее сторон при одновременном уменьшении каждой 
из них до нуля. 

Положим, кривая дана не
которым уравнением 

У-fix) 

V 

Рис. 618. Рис. 619. 

и требуется определить длину дуги PQ. Точки Р(а, с) и 
Q(b, d) даны. 

Возьмем какое-либо число точек на дуге PQ и проведем 
хорды, соединяющие эти точки. Тогда, при безграничном воз
растании числа этих хорд дуга PQ является пределом суммы 
их длины. 

Рассмотрим одну из указанных хорд, например хорду РхРг 

(рис. 619), 
Здесь 

хорда ЛП^/(^>)Ч-(Ч) а . 
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Разделим выражение, находящееся под знаком радикала, 
на (A.Ï-J) 2, а сам радикал умножим на Дл^; тогда 

i 

1 - Й 4^ 
Согласно теореме о среднем значении 

где ./-—абсцисса точки F, касательная в которой к кривой 
параллельна хорде Pi Р.г. Тогда 

1 
хорда Л-Ра = I l - f / 'C* ' ) 2 ] 2 Д-*1 = длине первой хорды. 
Таким же самым путем можно выразить длину хорд Р.2Рз 

P3Pi и т. д. 
Сумма этих хорд равна 

[1 + / ' (х')Ф Д*, -I- [1 Ar f (х")*р ахг Ar • • • 

• • - +[i T/W ,4=S[i+/'wf^ i. 
/ - -1 

Согласно основной теореме 

Km %[1+ГШ16*1~ f [l+f(x)*Fdx 
Да, — » 0 

или 

[642] dp Y dx. 

Если за независимую переменную принимается у вместо X. 
то эта формула превращается в 

[643J dy, 

где пределами интегрирования являются значения у, равные cndt 
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Пример. Найти длину кривой у = х1 от .v = 3 до х — 6. 
Если 

dy 
у — X", то 

Тогда 

£ = j [ 1 + 4 л 2 ] 8 dx. 

Пусть 2 * — tg tp, откуда 

dx = -i- sec 2 tp of'f, 

Треугольник рис. 620 показывает, что 

Yï + 4 * а = sec 'f. 

Тогда 
fil" 

f [ l + 4 . ï > ] a rf*=y sec ? • y sec2 4 = j j sec* 9 df = y У • И з [633] имеем 
6 

/" (fy ' _ 1. Г s i n
 ? i ,1 /' df I 

, / cos ; | , f 2 2cos2tp ' 2 .У cos-f J' 

Из рис. 620 следует, что 
2 л-

2 C O S 2 ! f 

Из [610] 
1 -1-4 л- 2 Рис. 620. 

f l o T f e l R ( s e C 4 " R g * У = ' « ^ + 4-v3 + 2л-). 

Повтому 

+ - ~ l g ( y i + 4 * a + 2 * ) |1«= 
3 • 3 

<= y [б yi+Ш - 3 / Г + з б ] + 

F 4 [ I G ( / î + î 4 4 + 12) - 1 Я ( Я + З Б + Ь ) ] = 7 2 - 2 4 - 2 ; 1 8 ' 2 5 + •H- y [3,18 - 2,491 = 27,34 единиц. 
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1040. Длина кривой. Полярные координаты. Пусть из 
точки Р проведена прямая PN' перпендикулярно к ОС(рис. 621) 

(хорда PQY - (PN'f + (N'Qf. 
Напишем это равенство в таком виде: 

После соответствующей подстановки в последнее равенство 
получим: 

(хорда PQf. 

(хорда PQY •• 
PN' 

или 
(хорда PQ) a = 

дуга 

PN' N'Q \Ч Ar \а + (ДО)*. 
дуга / W / 1 \ NQ j \ ДО 

Длина кривой в этом случае представляет собою предел 
суммы длины хорд по мере приближения А О к нулю. Дроби 

PN' N'Q 
ол7 и »гл приближаются к 1 по мере того, как А О 

дуга PN NQ r 

стремится к нулю, при этом дуга PQ приближается к хорде PQ. 
Отсюда длина дуги 

с/0. •im s-f[s+(*)*[ 
Тогда определенный интеграл, 

т. -е. длина дуги, взятая между 
двумя предельными углами, 

P А 
с/г \ а " 

Рис. 621. 
с/0. 

Длина дуги, кроме того, может быть выражена и таким 
образом: » ' i 

[646] dr. 

Пример. Найти полную длину кардиоиды 
г = 2 а (1 - cos 0). 

Продифференцировав вто выражение, получим 
dr 

2 a si,, 0. 
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Представляем последние два выражения д формулу длины кривой 
'к ' 1 

S= f ï а [(1 - c o s О)» -f- s in 2 6] 2 d 0 =з 

= 2 / ' 4 a s i n - | o , 9 = 1 6 a j " - c o s y j = 16 a, 
5 о 

1041. Поверхности тел вращения. При вращении кри
вой у — f(x) вокруг оси X образуется соответствую
щая криволинейная поверх
ность. Обозначим площадь 
этой поверхности через S. 

Рассмотрим бесконечно 
малую дугу ds, при враще
нии которой образуется уз
кая полоса 5 опоясывающая 
указанную поверхность. Дли
на этой полосы равна 2пу, 
ширина ее ds, а ее пло
щадь 2icgds. Из п°1039 
мы имеем для длины кри
вой ds выражение р и с ^ 

подставив его в формулу, выведенную выше, получим 

поверхность= j 2ъу Ĥ"̂ "̂ "|J dx 

или 

[647] площадь поверхности тела в р а щ е н и я 0 

ь 1 
3 

dx. 

А так как 
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[648] площадь поверхности = j 2 ъу ds — 2 ir Jу ds. 
a ' a 

Пример. Найти площадь поверхности, образуемой вращающейся пара
болой 

1/2 = 4 * 

вокруг оси X, между х = О и х = 8 

" 2 = 4*! 

dx 

1 1 

Следовательно поверхность = 

1 8 

= J 4 я * ï ( l + 1 ) 2 Л : = 4 тс у"(.v + 1)4 ей- = у я (* +1)1 
я , , в 208 „ 

= . К — ГС, 

о 3 

104?. Объемы тел вращения. Пусть V обозначает объем 
тела; образующегося при вращении кривой CD вокруг оси AB 

или оси OY. 
Пусть уравнение кри

вой CD 

и-т. 
X , Р а з д е л и м п л о щ а д ь 

ACDB на прямоугольные 
полосы, как это показано 
на рис. 623. 

Каждый прямоугольник 
при вращении образует 
цилиндр. 

Искомый объем равен 
пределу суммы объемов 

этих цилиндров, по мере того как число их безгранично воз
растает. 

Если толщину таких цилиндрических пластов обозначить 
через Ддги Ддга, Ддга и т. д„ а соответствующие радиусы их 
основания через yv yz, уя и т. д., то объем первого из указан
ных цилиндров будет тстД Дл^. 

Рис. 623. 
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Сумма же объемов всех подобных цилиндров в этом случае 

n 

Применяя основную теорему, получим 

l i m 2 Лл'< = ,/ "У" dx> 

откуда 

[649] объем = У^=ъ J1^ dx. 

Пример. Найти объем, об
разующийся при вращении эл
липса 

.,2 л-- г = 1 

вокруг оси X (рис. 624). 

Преобразуем данное урав
нение 

7» = 
6* 

Так как более удобно рас
сматривать вращение только Рис. 624. 
одной правой половины эл
липса, т. е. вращение правого верхнего квадрата его AB вокруг оси 
OB, а затем умножить полученный результат на 2, то 

V 
2 

2 ™Ь 2 

Следовательно 
4 it • аЬг 

1043. Давление жидкости на вертикальные стенки. По
ложим ABCD представляет собою часть площади стенки резер
вуара и требуется найти полное давление жидкости на нее. 

Разделим АС на « ч а с т е й , в результате чего получим п 
элементарных площадей вида у Дл\ Так как давление на квад
ратный метр равно глубину, умноженной на бес W одного 
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куб. метра жидкости, то давление на одну прямоугольную по
лосу есть 

WxyLx, 

Сумма же всех давлений на n прямоугольников прибли
зительно равняется 

2 Wxybc. 
Давление на ABCD представляет собою предел этой 

суммы. Отсюда, согласно основной теореме, 

lim Wxy Д А - = J Wxydx = W f xydx. 

Давление же жидкости на 
вертикальную погруженную в 
нее поверхность, которая огра-

Р и с 625. Рис. 626. 

ничена кривой, осью X и двумя горизонтальными линиями 
х = а и х — Ь, выражается таким образом: 

ь 

[650] давление жидкости = W j"ух dx, 
а 

Пример. Найти давление .на аадвижку, закрывающую круглую трубу, 
наполненную наполовину водой. Диаметр трубы 2 м (рис. 626). 

Уравнение окружности в поперечном сечении трубы 

g^YT^Ji-, 1^== 1000 
Пределы интегрирования! 

откуда 

i l . 
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Тогда: 
1 

давление жидкости = 1000 J УТ^х dx — — ( I — * 2 ) f = 

•' = •—- • 1000 = 333 кг 

вее давление = 2 X 3 3 3 = 666 ля. 

Заметим, что у должно быть функцией л;. 

1044. Работа, совершаемая при подъеме жидкости до 
некоторого уровня. Работа, производимая при поднимании 
тела, равна весу его, умноженному на вертикальную высоту 
подъема. По мере того как ци
стерна или вообще какой-либо 
резервуар опоражнивается, уро
вень жидкости в нем пони
жается, а расстояние этого уро
вня от "его первоначального 
положения увеличивается. Та
ким образом здесь мы можем 
рассматривать указанное изме
няющееся расстояние уровня 
жидкости как переменную вели
чину. 

Рассмотрим резервуар, по
казанный на рис. 627. Мы же
лаем знать величину работы, происходящей при опорожнивании 
резервуара с уровня а до уровня b, а также при подъеме" 
наполняющей его жидкости до высоты О. 

Разделим AB, как обычно, на п цилиндров, из которых каж
дый имеет толщину Ад;. Объем каждого цилиндра равен то/8Ддг, 
а его вес есть 

I P V А*. 

Работа, затрачиваемая на поднимание одного такого ци
линдра жидкости, равна 

IPV ^ х ' *• 

Работа, затрачиваемая на поднимание всех этих цилиндров, 
равна 

Рис. 627. 
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l i m У W*y*xb.x= f W^xdx. 

Следовательно, между пределами х — а и х — Ь 
ъ о 

работа = f Wr.ißx dx = Wn f y*x dx. [651] 

Пример. Найти работу, 
Y расходуемую на выкачивание 

воды ив полусферического ре-
вервуара глубиною 10 M и на 
поднимание ее до уровня, лежа
щего на 10 м выше указанного 
резервуара (рис, 628). 

Уравнение окружности с 
центром в точке О: 

л--' f- у* = 100, 

Уравнение окружности того 
д f же радиуса, но -с центром и 

точке Oft 

( л - - 1 0 ) 4 - г / 2 = 100. 

Раскрывая скобки, имеем: 

д*— 20.« —л-а. 

Следовательно 

20 2Г> 

работа' = 1000 тс J (20л - *3) x dx - 3140 ^"(20*9 — x«) dx = 

X 
Рис. 628. 

Г 20*3 И "120 
= 3140 ~ - -А = 28 784 380 т-м 

L 3 4 ho 

Глава L VI. 

ПРИМЕРЫ НА ПРИМЕНЕНИЕ ИНТЕГРИРОВАНИЯ. 

1045. Пример интегрирования. Некоторая величина г/ воз
растает одновременно с увеличением х со скоростью, по
стоянно равной 0 , 0 6 Н а й т и уравнение, определяющее функ-
цию у, если при х — 0,у — 80. 

Прежде всего заметим, что данная величина у изменяется 
со скоростью, которая выражается в процентах от самой 
функции. Поэтому изменение ее происходит по закону слож
ных процентов (п° 958). 
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Из условий задачи следует, что 

Это выражение не может быть проинтегрировано в том 
виде, который оно сейчас имеет, но если мы разделим обе 
части его на у , то 

1 - ^ = 0 , 0 6 . 
у dx 

Левый член втого равенства представляет собою произ
водную \ge у , взятую по х. Тогда 

Ig у = 0,06л + с. 

Но при х ~- 0, у — 80. Следовательно 
^ = 1280 = 0 + С , 

откуда 
С = lg 80. 

Тогда 
I g ; / = 0 , 0 6 * + l g 80 

или 
\g у - lg 80 = 0,06 x, 

откуда 

lg £ = 0,06 л-. 

Это равенство означает, что 0,06 л- есть показатель сте
пени, в которую следует возвести основание е, чтобы полу-

чить дробь gQ. 

Поэтому 

~ = е или у — ЯОе'. 

1046. Напряжение в ремне и в приводном шкиве. Рассмо
трим весьма малый элемент ремня, находящийся у вершины 
шкива и стягивающий угол ДО, который является, частью 
всего угла обхвата 0, выраженного в радианах. 

Указанный элемент As рассматриваем как твердое тело, 
находящееся под действием некоторых сил. Это дает воз
можность применить здесь законы механики твердого тела, 
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Так как тело в этом случае находится в покое, то горизон
тальные и вертикальные силы, действующие в противополож
ные стороны, будут равны друг другу. 

Пусть Т—напряжение 
на одном конце элемента 
As, Т-\~АТ—напряжение 
на другом конце As, Р— 
нормальное давление, ц — 

, .коэффициент трения. 
+ л Разность между гори

зонтальными составляю
щими сил Т и Т-\-А'1 
равна трению, возникаю
щему вследствие давле
ния Р, т. е. равняется \^Р. 
Тогда 

ДО 
( 7 Ч ~ Д 7 > о 8 ~ 

Рис. 629. 

Приведя подобные члены, получим 
ДО 

— Tcos = цР. 

AT cos -V.P. 

Разложив силы по вертикали, получим 
Д О 

Р = ( Г + Д Г ) sin т . до 
/ Sin -Tjj- к=я 

• 2Т-sin 
ДО 

• А 7* si 
ДО 

sm 2 i 2 

Подставляя это значение Р, получим: 

ДГ cos - j . = ( x ( 2 7 ' + Д Г ) s i n - — 

или 
л Г - К 2 Г - 1 Д Г ) . ДО AT- _ - . „ „ 

COS - у -



Напряжение в ремне и в приводном шкиве 865 

или 
. А О 

2 
ДО до до 

cos - у 
По мере, того как ДО приближается к 0, c o s - ~ - приближается 

ДО 

sin—.- à T d T 

к 1, выражение — _ _ . стремится к 1, а стремится к . 

т 
Отсюда вытекает, что, взяв предел обеих частей послед-

пего равенства, получим 

dT=y.TdO. 
Группируя для интегрирования одинаковые переменные, 

получим 

Устанавливаем должные пределы переменных и интегри 

' dT 

откуда 

или 
l ï r Г, - l g . П = 1̂ 8 

[652] l g , - 4 L ~ ! ^ (в логарифмическом виде) 
' а 

1) На р и с . 629 и з о б р а ж е н о р а з л о ж е н и е сил, д е й с т в у ю щ и х н а элемент 
р е м н я , л е ж а щ е г о в в е р х н е й ч а с т и ш к и в а . Однако р а с с у ж д е н и я , п о с л у ж и в 
шие д л и в ы в о д а с о о т н о ш е н и я 

•'у,- р.</А, 

О с т а ю т с я б е а изменения д л я в с я к о г о д р у г о г о э л е м е н т а р с м и я . Д а в л е н и е Р 
б у д е т н а п р а в л е н о для к а ж д о г о в л е м е и т а п о р а д и у с у , а н а т я ж е н и е на к о н ц а х 
в л с м е н т а р е м н я п р и д е т с я п р о е к т и р о в а т ь на р а д и у с и с о о т в е т с т в у ю щ у ю к а 
с а т е л ь н у ю . Прим, ред. 

55 CUfiUlill'IIIIIK ДЛЯ 1ШЖ0Нв|1Л. 
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или 
7* 

[6531 -~- = е1''" (в виде показательной функции). 

В случае сдвоенного ременного привода, где А я В сое
динены как один привод (рис. 630): 

Т., 
е 1 и I I 

Соединив эти два выражения 
вместе, получим 

тя-

Рис. C3J. 

т. е, отношение напряжений ве
дущей части ремня (натянутой) и 
ведомой есть 

Xl !'(МЛ> 
1\ 

[654] - = е 

Если угол обхвата одинаков у обоих шкивов, то 

[655] (j.ao 

При трех приводных шкивах 
напряжение ведущей стороны (0,-И,-И») ц 
напряжение ведомой стороны 

В этом случае конечно предполагается, что отношение 
скоростей соответственным образом компенсируется натяже
нием ремня или что.передаваемая приводными шкивами сила 
уравновешена. 

1047. Закон охлаждения. Закон охлаждения был открыт 
Ньютоном; этот закон говорит, что температура нагретого 
тела, находящегося в среде постоянной температуры, напри
мер в воздухе, падает со скоростью, пропорциональной раз
ности температур этого тела и окружающей его среды. 

Если буквой 0 обозначена указанная разность в градусах, 
г/0 

то скорость изменения температуры равна и указанное 
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данным законом соотношение есть 
d О 

dt 
где k постоянный коэффициент, зависящий от применяемых 
единиц. 

Напишем последнее выражение в форме дифференциалов 
1 _с/0_ 

k ' 0 -

Теперь мы подошли к главному вопросу этого примера. 
Мы можем интегрировать каждую переменную между долж
ными пределами: t между tl и t2, а 0 — между 0 Х и 0 2 , Таким 
образом, 

т, О, 

1 I'd* 1 , 
— -г- IgO 

b 
о, 

1 , ' 1 , 

/с 

[ 6 5 6 ] 

Отсюда легко видеть, что чем больше разность темпера
тур, тем значительнее скорость охлаждения. Поэтому, если 
требуется остудить кофе в кратчайший срок во время по
спешного завтрака, оставьте его стоять возможно дольше, 
прежде чем добавлять молока. 

1048. Работа расширения газа. Расширение газов, прои
сходящее изотермически, т. е. при постоянной температуре, 

1 _ж 

изображается гиперболой у ~ ~ . Из выражения дифферен
циала 1g, x (п° 952) [542] следует, что кривая производ
ной lg, х представляется уравнением 

dy 1_ 
dx х 

Поэтому работа, совершаемая при расширении газа, выра
жается логарифмическим графиком. 

1049, Вывод уравнений движения тяжелой точки (.по
средством интегрирования), Если мы пренебрегаем сопроти
влением воздуха, то горизонтальное ускорение отсутствует и 

55* 
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остается только одно вертикальное ускорение силы тяжести, 
равное — 9,81 да/сек2, т. е. 

«> 

Интегрирование обоих этих выражений, выполненное 
дважды, дает искомые уравнения. Постоянные интегрирования 

определяются начальными 
условиями, при которых точка 
была приведена в движение. 

Пример, Найти уравнения дви
жения проекции снаряда, выпу
щенного со скоростью 700 м/сек. 
под углом n 30° к горизонту (рис. 
631). 

Интегрируя приведенные вы-
у — 7QQ C Q S 3Q° т е равенства (1), получим 

Р и с . 6 3 1 . £ - ^ = - 9 , 8 1 4 - 4 . 

Интегрируем вторично 

[657] x = С/ - f k; у = - 4,905/^ -| - Су t "-)- ^. (3) 

Если мы выберем наши оси так, чтобы они проходили через начальную 
точку полета, то при t = 0 л* =•» 0 и у 0. 

Отсюда к •— 0 и к± — 0. 

Значения С и С± определяем из (2) при / 0. 
dx п dy " 

~d4~C' ~dt^Cl' 

Составляющие начальной скорости равны 
dx 
а 

Vx = = ^ - ^ = 700 • cos 30" = -• 606,2 

V., ^ --)'• =•- 700 sin 30 350. " at 

Подставляя вти значения С и С[ в (3), получим 
л- = 606,2/; у =-- 350/ 4,905/'-'. 

1050. Пройденный путь. Зная скорость v двигающегося 
тела в любой момент, мы можем найти посредством интегри
рования путь S, пройденный за какой угодно промежуток 
времени. 

j'vdt. 
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Если 

X — t" и у 
3 ' 

то 
vx = 2t, a » 8 = i « - l . 

Подставив найденные значения vx и vv в формулу 

получим 

, v - / ( 2 0 - , (fi—iy = Vt-Ч- 2 ^ + 1 = /- -I-1. 
Отсюда пройденный путь 

[658) S=:fvdt = f ( « 3 + . 1) Л = A-tf» -|_ L 

Постоянная интегрирования равна нулю, ибо при if —О 
S = 0. 

1051. Балки. Срсзываюгдее усилие в каком-либо сечении 
балки есть алгебраическая сумма всех поперечных сил, взя
тых по одну и ту же сторону от сечения. Если эта сумма, 
т. е. равнодействующая указан
ных поперечных сил, действует . К У, 
на часть балки, расположенную 
плево от сечения, и направ ив- b— H 

—с 

w, 

1 
6 3 2 . 

леиа кверху, то она считается 
положительной, если же вниз, 
то — отрицательной. 

Рассмотрим балку, на ко
торую действует, во-первых, 
равномерно распределенная на
грузка, равная чи кг/м, и во-
вторых, - - четыре сосредото
ченных силы Wu W.À, JVa и W.i. Пусть /?! и Ri выражают 
соответственно реакции левой и правой опор (рис. 632). 

Срезывающее усилие тогда в любом сечении, расположен
ном например между силами W-> и Wa, равно 

S^Ri—Wi — Wv — wx. 

Изгибающий момент в каком-либо сечении балки есть 
алгебраическая сумма моментов всех сил, расположенных 
по одну сторону от рассматриваемого сечения, взятых отно
сительно центра тяжести этого сечения, 
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Если равнодействующий момент направлен по часовой 
стрелке, его считают положительным, если же против часовой 
стрелки, то — отрицательным. 

Обращаясь к рис. 632, видим, что изгибающий момент 
в этом случае 

[659] M=Rlx—W1 (x — a)—W,(x — b ) - ^ Y . 

Продифференцируем это уравнение изгибающего момента 

É^L = R W гох. 
ах 1 

Сравнивая последнее равенство с уравнением срезываю
щего усилия, замечаем, что они одинаковы. 

Графики момента и срезыва
ющего .усилия всегда находятся 
в таком соотношении друг с дру
гом, как кривые первоначальной 

100 2( 

! ю ЗЕ 30 

1 ; 1 1 

Д . 

-12-
Я, 

Если мы построим график мо
мента, а затем продифференци
руем его графическим путем, то 

6 3 3 2 мы получим график срезываю
щего усилия. 

Если нам дан график срезывающего усилия, который, 
вообще говоря, легко можно построить, то посредством гра
фического интегрирования мы можем получить график момента. 

Предположим, нам дана балка, нагруженная таким обра
зом, как это показано на рис. 633: 

о 100X 9 + 2 0 0 X 6 - 1 - 3 0 0 X 2 реакция К{ — 
12 

900 + 1200 + 600 
1 2 " " " 

225 

1) ' Величина реакции У?[ определяется так. Балка находится n роннопс-
син под влиянием сил" и реакций. Беря момент сил и реакций относительно 
правого конца балки, получим 

12 RL - 100-9 - - 200 • б - - 300 • 2 ^ 0, 
откуда следует, что 

100-9-1-200. H - 3 0 0 . 2 
"' 12 

Таким же образом находится величина реакции Л'-. 
Прим, рвд, 
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реакци 
D 1 0 0 X 3 + 2 0 0 X 6 + 3 0 0 X 1 0 

КЦИЯ К2 = ! — ! — = 

300 + 1200 + 3000 
12 

:375. 

Заметим, что наклон графика для первых трех единиц 
длины .балки один и тот же. Поэтому, если найден наклон 
для одной единицы, то его следует оставить и для всех этих 

трех единиц (рис. 634). 
я 3001 i i i i г—i i i i г т - 1 'Гак как каждый из 

изгибающих моментов 
у концов балки равен 
нулю, то постоянная ин
тегрирования здесь так
же равняется нулю. По
этому мы ведем кривую 
момента от нуля. 

з 200 

&3 

I 
« в 

i шоо I 800 
«, 600 
I 400 
4t 200 

i г i 4 M г ?~9~ |o~m? 

200 100 250 200 

(-2-4 -3 + k-2-н 

1 [2 3 4 6 7 8 9 10 

Рис, 631. 

X i — 3 --

Рис. 635. 

1052. 
Пример. Рассмотрим балку, нагруженную таким образом, как его по

капано па рис. 635. 
А , 200 X 12 • [- 100 X 7 + 250 X 4 -h 200 X 2 ^ 

... 2400 -I- 70Q + 1СС0 -|- 400 =__ 5 C Q 

100 X 5 -j- 250 X 8 -1 • 200 X 10 — 500 Х_3_ _ 
" 1 2 

500 f 2000 + 2(00-1500 • = 250. 

') Величина реакций опор н а х о д и т с я так же, как и u предыдущем при 
мере. Прим. ред. 
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На диаграмме (рис. 636) видим, что изгибающий момент имеет два 
максимума, один положительный (х = 3) и другой отрицательный (л- - 8). 

I 3QQ 
! 200 

I юо 
I 0 

s too 
I 200 
I 300 
R 6 0 0 

I 400 
I 200 

I 200 
J 400 t 600 

3 

— — '-— — '-

2 : i ^ с _1 3 1 i~Î2 

• • 

/ 
/ / / -

Л i : \ 6 

R 8 < Л 

— / — — — — 
Л 

— / — — — — 
— 

636. 

1053. Балки, несущие равномерно распределенную на
грузку. Рассмотрим случай- равномерно нагруженной балки 
длиною / м с нагрузкой w кг/м (рис. 637). 

Общая нагрузка балки w • I, 
Давление на каждую опору -
wl 

~Тт 

Срезывающее усилие на рас-
- / 

R} стоянии л* от левого конца • 

Рис. 637. 

Изгибающий монет-

то/ 
~2 - тх. 

Исследуем характер графика этого момента, обозначая 
изгибающий момент, т. е. значение функции, буквой Y, 

Тогда 
is wlx wx'-' 
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или 
zolx 

2~ 
тих-

' 2 — 7 = 0. 

Сравнивая это уравнение с уравнением второй степени, 
данном в общем виде, замечаем, что 

A---J ; •D=-~-, £ = 1 и В*-4АС=*0, 

т. е. наше уравнение выражает 
чала координат параболу. 

tu 

смещенную относительно на-

Разделив на -к-, получим 

х -
2 Y 
zu 

/* 2Y 
ZV 

[660] — 8 Y \~Fw 
4 w Y-

Отрицательный знак 
указывает, что парабо
ла обращена вершиной 
кверху (рис. 638). 

Кроме того, харак
тер последнего равен
ства говорит о том,что 
начало координат нахо
дится влево от оси па
раболы на расстоянии 

2 единиц и ниже вер-
/ а ТО 

8 шины ее на • единиц. 
Р и с 638. 

го Заметим также, что к, рачюс —тг-, представляет 
о 

собою 

максимальный изгибающий момент балки, величина которого 
может быть найдена в любой книге по сопротивлению материалов. 

В виде пояснительного примера, на диаграммах рис. 639 
представлен случай равномерно нагруженной балки длиною 
12 м, нагрузка ее составляет 200 кг/м. 
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Выведенный выше параболический закон распределения 
моментов весьма полезен, так как он позволяет составить 
чертеж, из которого могут быть найдены максимальные изги
бающие моменты как при любой равномерно распределенной 

нагрузке, так и при лю
бой величине пролета. 

Из равенства 
о 

с м 

duaspou.ua (эпюра) 
пере рьзыбанзщих сил 

х 2 = — — Y, zu 
которое является уравне
нием кривой изгибающего 
момента для того случая, 
когда начало координат 
совпадает с вершиной па
раболы, ордината кривой 

о изгибающего момента в 
см любом сечении л- может 

1 быть получена посредст
вом умножения величины 

л-2 

—тг— на нагрузку, прихо
дящуюся на один метр 
длины балки. Для этого 
следует предварительно 
выбрать соответствующие 
горизонтальную и верти
кальную шкалу. 

Так например, для балки с пролетом в 16 ле, нагруженной 
200 «•г на погонный метр, максимальная ордината параболиче
ской кривой, т. е. максимальный изгибающий момент, равняется 

200 = 6400 кг. 

Рис. 639. 

Для балки пролётом в 20 м, нагруженной ЗОО кг на not он-
ный метр, максимальный изгибающий момент равен 

10 а 

zu = 50 zu == 50 X 300 15 000 кг. 

Рассмотрим рис. 640, где изображена парабола ij Для 

балки какого-либо пролета, например в 15 м, раствором цир
куля на 15 единиц найдем иа чертеже место, где ширина 

http://duaspou.ua
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параболы будет равна 15 единицам. Наибольшая ордината, 
соответствующая такой ширине кривой, будучи умножена на 

пролет S л, 

I ^ 20 16 1? 8 4 О 

Рис. б:о. 

нагрузку погонного метра балки, дает максимальный изгибаю
щий момент. 

Если желательно определить изгибающий момент в неко
торой точке балки, следует измерить ординату, соответству
ющую этой точке, в вертикальных 
единицах, а затем умножить ее на 
нагрузку погонного метра. 

Диаграмма срезывающих усилий 
также может быть весьма просто 
построена путем откладывания ре
акций, как это показано на рис. 641, 
и проведения диагональной линии. —• пролет -Н 

Графический метод определе- р н 0 - 041. 
ния срезывающего усилия и изги
бающего момента балок является наиболее целесообраз
ным на практике, особенно в случае, если на балку действует 
совокупность сосредоточенных сил и равномерно распреде
ленной нагрузки. 
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1054. Уравновешивание изгибающих моментов балки. 
Изгибающие моменты балки, вызываемые нагрузкой, должны 
быть уравновешены соответствующими моментами внутренних 
сил, действущих на ее сечениях. Представим себе некоторое 
сечение балки, как это показано на рис. 642. Примем во вни
мание, что в этом сечении лежит особая линия, называемая 
нейтральной осью. Эта линия обладает тем свойством, что 
сумма взятых около нее моментов внутренних сил, прихо
дящихся на площади полос, лежащих на растягиваемой части 
балки,будетуравнэвешиваться суммой таких же моментов внут
ренних сил, приходящихся на площади полос сжимаемой части 
балки. 

Кроме того, будем иметь в виду, что напряжение изме
няется в зависимости от величины деформации и что мо
дуль Юнга одинаков при растяжении и сжатии. 

Заметим еще, что радиус кривизны балки чрезвычайно 
велик по сравнению с размерами ее сечения. 

Пусть ОХ— нейтральная ось, пусть кроме того / напря
жение, действующее па расстоянии от оси ОХ, равном еди
нице. Тогда напряжение в точках сечения, находящихся от 
оси ОХ на расстоянии у, будет fy. 

Сила сопротивления (внутренние силы), приходящаяся на 
полосу: 

напряжение X площадь п о л о с ы h Л у X /у. 
Момент внутренних сил, приложенных на одной полосе, 

И' / •/// -и- •••-//> W . 
Сумма моментов внутренних сил псех полос растягиваемой 

0 

Рис. 642. 
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стороны равна сумме моментов сжимаемой и суммирование 
моментов для всех полос дает 

-2/5 

При переходе к пределам это выражение равняется 

ffbfdy, 
т. е. 

момент внутренних сил ~ff [площадь X (расстояние) 2]. 

Здесь выражение J [площадь X (расстояние) 2 ], являющееся моментом 
второго порядка, имеет случайно ту же форму, что и интеграл момента 
инерции, Автору неясно, почему же мы можем считать, что неподвижная 
балка имеет момент инерции, хотя бы даже для нее и получалась та же 
самая форма уравнения, что и для последнего. Это обстоятельство в моей 
институтской работе представлялось мне более или менее загадочным и 
очень неудачно, что такое сближение с моментом инерции было сделано 
уже давно. Термин „момент инерции" целесообразнее было бы здесь заме
нить термином „момент сечения". Однако, так как все существующие 
книги пользуются первым названием, мы можем только указать на изложен-' 
ное выше обстоятельство, а затем, все-таки, следовать примеру других авторов. 

Тогда 
[661] момент внутренних сил = /7. 

Так как изгибающий момент M равен моменту внутренних 
сил, то имеем 

M = fl. 
Если /j — максимальное напряжение на растягиваемой сто

р о н е — / ^ ; 
/г -•" максимальное напряжение на сжатой стороне = 

•fy«> то 

/ = 

или 
1 ,652] 

У г У-1 / 

jü£~A 
/ ~ " С ' 

где С есть расстояние от нейтральной оси сечения волокна, 
в котором возникает наибольшее напряжение. С может ра
вняться значению либо yv либо jy2 о зависимости от того, 
какое из них больше. 
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10SS. Энергия. Если некоторое тело может производить 
работу, преодолевая при этом приложенные к нему силы, то 
оно обладает энергией. 

Растянутая пружина может выполнить" работу, преодолевая 
растягивающую силу, при том условии, что указанная' сила 
позволит ей сократиться. Двигающееся тело также может 
производить работу, преодолевая силу, пытающуюся его оста
новить, т. е. силу сопротивления движению. И тело и пружина 
в этом случае обладают энергией. 

Энергия положения, т. е. энергия тела, находящегося 
в покое, называется потенциальной энергие", а энергия дви
жения называется .кинетической энергией. Пружина, находя
щаяся в растянутом состоянии, как это было в приведенном 
выше примере, имеет потенциальную энергию, а двигающееся 
тело обладает энергией кинетической. 

Количество энергии, имеющееся у тела в любой момент 
времени, есть то количество работы, которое может тело 
произвести, преодолевая при этом силу сопротивления, за 
время изменения его положения от рассматриваемого момента 
до некоторого предельного положения. Поэтому единица энер
гии одинакова с единицей работы. 

Количество кинетической энергии тела в любой момент 
равно той работе, которую тело может произвести за время 
изменения скорости от ее величины в данный момент до не
которой предельной величины. • 

Обыкновенно за предельную величину скорости принимают 
нуль. Тогда кинетическая энергия представляет собою ту 
работу, которую тело может произвести, израсходовав всю 
свою скорость, т. е. придя в состояние покоя. 

Положим, сила в р кг действует на тело, весом W и мас-

со скоростью у . Перемещение As тела за промежуток времени 
At есть As = v • At, так как 

As 

Работа, производимая силою р кг, за промежуток At, есть 
Аи = р ' As = р • v At. 

Известно, что сила р лч равна произведению- массы иа 
ускорение, а так как ускорение за промежуток времени Д* 

Av 
равняется - г - , то 

движется в направлении силы 
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p . ... . (2) 

Дн = • —г— vM 

Подставим (2) в (1). Тогда 

W 
g &t 

или 
A" = El. 
Дv ~ g 

Переходя к пределу, имеем 
ÈL^El 
dv g 

Следовательно 

[663] u—~2g~-

Если тело приходит в движение с начальной скоростью 
©о. пределами интегрирования служат значения v и vQ; если 
же начальная скорость равна нулю, то указанные пределы 
v и 0. Поэтому формула [663] дает величину всей работы, 
производимой при возрастании скорости тела от 0 до v. 

Так как указанная работа сообщает телу скорость, то 
последняя в свою очередь даст равное этой работе количество 
кинетической энергии, которое будет освобождаться телом 
при переходе его в состояние покоя. Поэтому 

кинетическая энергия (в килограммо-метрах) = 
(вес) (скорость) 2 1 . — . (масса) X (скорость)-. 

2X9,81 (ускорение) 2 v 

Потенциальная э н е р т я , т. е. энергия положения, может 
быть иллюстрирована примером тела некоторого веса, подня
того на данную высоту над землей. 

"Такое тело может произвести работу, равную произве
дению его веса на высоту подъема. 

Если нет потерь энергии, вызываемых трением или изме
нением количества тепла в теле, то сумма потенциальной и 
кинетической энергии его или системы тел остается постоянной. 

1056. Количество движения. Произведение массы движу
щегося тела на скорость его называется количеством дви
жения. Если масса тела и его скорость остаются постоянными, 
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то количество движения измеряется произведением массы иа 
скорость 

М= m • v. 
Если же скорость является величиной переменной, то диф. 

ференцируя последнее выражение по времени t, имеем 
d (m • v) dv 

. -==m • —p-= скорость изменения количества движения. 
dt dt 
Но так как 

dv , m —ТГ — f — сила, dt 
то сила также может быть измерена как скоростью изме
нения количества движения, так и массой, умноженной на 
ускорение. 

Количество движения является величиной векториальной 
и поэтому оно может быть как разложено на составляющие, 
так и получено в виде равнодействующего вектора. 

Едчница количества движения есть количество движения 
единицы массы, движущейся с единицей скорости. 

W 
Так как m — —~- (где W в килограммах '), g в метрах в 

;екунду-:<вадрат), то 
килограммы килограммы X секунды-

m — = -- ' • 
метры метры 

секунды-
и 
[664] mv = M— к и л о г Р а м м ы X секунды 2,, х 

метры 
метры 

X <— = килограммы X секунды. 
секунды 

1057. Соотношения, связывающие работу, импульс, мгно
венный импульс и количество движения. Действие силы 
может быть дано, во-первых, в виде произведения силы на 
путь, которое называется работой, во-вторых — в виде про
изведения силы на' время, что называется импульсом. Про
изведение массы на ускорение, которое выражает скорость 
изменения количества движения, есть сила. 1 ) Килограммы, выражающие вес W, суть килограммы веса. Они имеют 

масса X Длина „ 
размерность ( В р е м я ' 2 • 1 х н е с л е Д У е т смешивать с килограммами массы. 
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Подобно силе, импульс является величиной векториальной. 
Если в течение времени t сила F постоянна как по величине, 
так и по направлению, то импульс ее Q равняется Ft. Если 
же величина силы F изменяется, то импульс за время At 
есть FAt. 

AQ = FAt, 
откуда 

Тогда для любого промежутка времени t 
t 

q'= f F dt. 
6 

Здесь F должно быть выражено через t, для того чтобы 
можно было выполнить интегрирование. 

Единицей импульса является импульс единицы силы, дей
ствующей в течение' единицы времени; эта единица выражена 
"в килограмм-секундах. 

Если сила F, действующая на массу М, сообщает ей уско
рение а, то 

F= Ma. 

Если F постоянна, то и-а. также постоянно, и 
• v — va 

.т. е. 

.[665] F=MX V ~ V ° или Ft = Mv — Mvu. 

Если F изменяется по величине, то 
rv/4-i il «A dv „ dv 

[666]

 F=M4t> и б °
 a=^lü 

и 
Fdt = M- dv. 

Если в .момент времени ï== 0 'скорость v0, а-спустя t се
кунд скорость v, то 

t v 
[667] f'F-dt«= l'Mdv. 56 Справочник для впжвпеца. 
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или 

f Fdt= MV — MVQ. 

0 

Следовательно, за любой период времени импульс равно
действующей силы, действующей на тело, равен изменению 
количества движения. 

Теперь является очевидным, почему применяются указан
ные единицы импульса и количества движения. Это про
исходит потому, что задачи,.заключающие в себе силу, массу 
и скорость, могут быть решены непосредственно, вместо того 
чтобы составлять два уравнения: одно между силой, массой 
и ускорением, другое же между скоростью, ускорением и 
временем. 

Кратковременный импульс силы, которая действует весьма 
малый интервал времени, называется мгновенным импульсом. 

10S8. Инерция. Инерция представляет собою такое свой
ство тела, которое является причиной сопротивления- послед

него любому изменению его состоя
ния покоя или равномерного и пря
молинейного движения. Тело остает
ся в покое или в равномерном и 
прямолинейном движении, пока на 
него не подействует какая - либо 
сила. 

10S9. Момент инерции. Вычис
ление кинетической энергии вра
щающихся тел производится по
средством определения момента 
инерции тела. 

Рассмотрим массы (не веса) че
тырех тел, присоединенных легкой 
проволокой к оси вращения. Пусть 
эти массы будут 5, 4, 3 и 2 еди
ницы на расстоянии в 2, 3, 4 и 5 м 

от оси, соответственно. Пусть кроме того вся данная си
стема тел вращается со скоростью ш радиан в секунду. 

Масса в 5 единиц, находящаяся на расстоянии 2 м от оси 
должна иметь линейную скорость, равную 2®м/сек. 

Поэтому ее кинетическая энергия 

0> 

Рис. 643. 

~Х 5 X . ( 2 » ) s = - £ Х 2 2 « Л 



Момент инерции 

Общая кинетическая энергия данной системы является-
суммой кинетических энергий тел, входящих в систему, т. е. 

кинетическая энергия = - i - [5 • 2 2 -}- 4 • З 2 - j - 3 • 4 2 -\~ 

+ 2 - 52]о>2 = i - [20 + 36 48 -4- 50] со2 = i - 1 5 4 со2. 

Общая масса всех тел М= 2 + 3-J- 4 -f-5'== 14. 
Разделив 154 на 14, получим 11 = (3,317) 2. 
Подставляя в выведенное выше выражение вместо числа 

154 его значение М(3,317) 2 , имеем 

кинетическая энергия = M3,3172 to2. 

Здесь весьма уместно входящий в последнее выражение 
сомножитель Л/(3,317) 2 называют моментом инерции си
стемы вращающихся масс. Если бы данные массы были 
сосредоточены в одной точке, находящейся на расстоянии 
3,317 м от оси вращения, то кинетическая энергия системы 
осталась бы неизменной. Указанное расстояние (3,317) на
зывается радиусом инерции .оистемы. 

Момент инерции обычно обозначают буквой /. Из преды
дущего следует, что 

[668] кинетическая энергия вращения 1 
/ш 2 

2 ' 
где /—момент инерции системы! о> — 
угловая скорость в радианах. 

Пример. Найти момент инерции сплош
ного колеса равномерной плотности и толщины 
относительно оси, перпендикулярной к плос
кости колеса и проходящей через его центр. 

Дано: внешний радиус колеса R и масса 
колеса, приходящаяся на 1 л 3 площади плоской 
стороны его. Разделим колесо на концентриче
ские кольца шириною Ar и радиуса г. 

Afacca одного кольца равна М2кг< Д г. 
Момент инерции одного кольца 

(М-2% Мг)г 3 или 2теМгЗ- Дг. 

Момент инерции всего колеса есть предел суммы выражений 
2яЛЛ-з .Дг , 

взятой для всех колец, по мере того как •кг приближается к нулю, как 
своему предельному значению, а г изменяется мсжду г «=» 0 и г = R. 

Рис, 644. 

56* 
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Поэтому: 

момент инерции колеса = j 2к Mr3 dr 
О 

масса всего колеса = it MR2, 

к MR* 
2 

отсюда 
момент инерции = я MR- X 

Из втого выражения видно, что энергия вращающегосп колеса такая 
же самая, как если бы вся масса данного колеса была сосредоточена в 
у?ком кольце радиуса 

Выражение / х 3 • dM (dM обозначает любой дифференциал 
массы, соответствующей элементу, расположенному на рас
стоянии х от оси) представляет собою общую форму для 
момента инерции. Сумма дифференциалов масс равна всей 
массе. Выражение f'x^dA*.) называется также моментом вто
рого порядка, взятым для массы. • 

1060. Моменты инерции площади плоской фигуры отно
сительно двух параллельных осей, лежащих в ее плоскости. 

R = 0,707 R. 
V~2 

Пусть Х0— центральная ось 
данной фигуры "-), а Х1— 
какая либо другая ось, па
раллельная первой и распо
ложенная на расстоянии d 
от нее. 

Момент инерции относи 
тельно оси Х\ 

Рис. 645. 4 , = . / ' " 1 2 ^ - d ) 

* + ?yd-\-d*. (2) 

4, = f/V dA + 2 df yd A -\- d'J'dA. 



Центр параллельных сил 885 

И 

2d J'ydA = момент массы относительно Хй — О, 
ибо Х0 проходит через центр тяжести, т. е. центр масс. 

Тогда 
[669] 

Момент инерции площади плоской фигуры относительно 
любой оси, лежащей в плоскости ее, равен моменту инерции 
площади относительно оси, параллельной данной и прохо
дящей через центр тяжести площади, плюс произведение по
следней на квадрат расстояния между этими двумя осями. 

Пример. Дано 
i t \ Ш 

lX(i (для прямоугольника) — - y j " . 

где Л — высота, b — основание. 
Найти 1 относительно основания. 

Ч - г
 ла

 n i \ 2 j 12 ^ 4 3 " 

1061. Радиус инерции. Из п° 1059 известно, что 

/= f x*dA = R*Ay 

где R — радиус инерции, т. е. расстояние от оси такой точки, 
в которой можно условно считать сосредоточенной всю массу 
тела, причем момент инерции остается тем же самым. Из при
веденной выше формулы имеем 

~ ]_ 
А [670] R = ] / " : 

1062. Центр параллельных сил. В случае системы парал
лельных сил (так же, как и в других случаях) момент равно' 
действующей равен сумме моментов самих сил, т. е. 

xR = F\xi + F2*я-(-Fsxa-j- ...-\-Fnxn 

или 
_F]XX -1- Fo x* -\- Fa * a -f- • • • - f Fn xn 

, R ' 
Если какую-нибудь геометрическую величину, т. е. линию, 

площадь или объем, разделить на бесконечно малые элементы, 
то центр тяжести этих геометрических величин'может быть 
найден посредством определения точки приложения равнодей-
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ствующей сил тяжести, приложенных к соответствующим вле-
ментам. Последнее может быть произведено тем же путем, 
что и в случае равнодействующей нескольких параллель
ных сил. _ 

Если через х обозначена абсцисса центра тяжести линии 
длиною s, то она определяется равенством 

sx — lim [хх As - j - х2 As -\-х9 As -f- . . . - j - x„ As]— fx ds l) 

где As, являются бесконечно малыми элементами линии, 
каждый из которых находится на соответствующем расстоянии 

по горизонтальному направлению от начала координат. 
Тогда J xds _ j. У ds — J z ds 

; z — : . y-

jxds 

Пример. Найти координаты центра тяжести дуги 
окружности радиуса г, в зависимости от величины 
стягиваемого ею центрального угла 2 ß. 

Вовьмем ОХ на линии симметрии дуги, Тогда 

i " = o , 

а потому центр тяжести будет лежать на линии ОХ. 
Применяя полярные координаты, имеем 

x — r cos S, ds = rdu 
* = 2rß. 

Подставив эти значения в [671], получим: 

' f г • соя 0 • rd 0 f г2 • cos 8 • d О 

2rp 
2r 3 s ln p _ r - sing 

2r? 

2rß 

Центр тяжести площади А. Составляя сумму моментов 
элементарных площадей, имеем 

Ах = lim [xt AAt - j - хг ААг -(- дг3 А/4 3 - | - . . . - f * Д/4„] = f x dA 

J ) При определении центра тяжести дуги вта дуга считается однород
ной и удельный вес принимается данным единице. , 

Прим. ред. 
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[672J 
JxdA-

' А У 
\ydA 

А 
JzdA 

А 
Пример. Найти положение центра тяжести треугольной пластинки, 

равномерной толщины и плотности, вычисляя моменты относительно оси, 
проходящей черев одну из вершин пла
стинки и паралллельной противоположной 
стороне. 

Берем элемент площади 

АА=у Дл-, 

так как вся треугольная пластинка может 
быть составлена из элементов этого вида, 

Иа подобия треугольников имеем 

bh_ 
"2 

bx 
T 

A: 

То гда 

J xdA J" xy dx 

A bh 
2 

3 
Th " 

2 

2Л 

Центр тяжести объема. Составляя уравнение моментов, 
имеем 

vx = l i m [xl At/j -f- Л'з Д « а -4- xa Ai/ 3 - j - • . . - ( - x„ Av„] = ( xdv 

H 

[b73J * = - ; — ; z — — . 

*) Центр тяжести лежит на прямых, параллельных сторонам треуголь
ника и проходящих в расстоянии, равном двум третям высоты от противо
лежащих вершин. Точка пересечения этих прямых совпадает с точкой перо-
сечения медиан треугольника. 

Прим. ред. 
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Пример. Найти центр тяжести полушара. 

Выбирая оси таким образом, как вто показано на рис, 648, имеем 

О и z~= 0. 

Известно, что 

Элементарный слой имеет пло
щадь основания тп/2 и высоту^ Дл-, 
отсюда 

Aw = тту- • Дл-, a dv = T U / 2 dx; 

кроме то:о 

или 

получим 

(/- = /•- — Л 

Подставив эти значения в 

f.vf/y 

3r4 

4,3 
3 

"TT 

Глава LVII. 

ЧАСТНОЕ И КРАТНОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ. 

1063. Частное иятегрироваяиз. Частное интегрирование 
представляет собою действие, обратное частному дифферент 
цированию. При интегрировании данного дифференциального 
выражения, заключающего в себе две или более независимых 
переменных, мы рассматриваем сначала только одну из них 
как величину, изменяющую свои значения, а остальные—как 
величины, остающиеся во время интегрирования постоянными. 
Полученное в результате такого интегрирования выражение 
мы опять интегрируем, но рассматривая при этом уже другую' 
переменную как величину, изменяющуюся во время этого 
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вторичного интегрирования, а остальные переменные прини
маем за постоянные, и т. д. 

Таким образом 
» = / / f{x, у) dy dx 

указывает, что требуется найти такую функцию и от л: и у, 
чтобы 

Получающаяся при первоначальном интегрировании по у, 
когда х рассматривается как постоянная, величина постоян
ная интегрирования может зависеть от х, но может и оста
ваться постоянной. 

Тогда 

| i = / f(x,y)dy-[~,(x) 

или 
д. 

Так как дифференцирование по у обоих выражений дает 
в общем виде один и тот же результат / (л - , у), то будем рас
сматривать общий случай, 

[674] | | = J /(*, У) dy -H ? (x), 

где ф(лг) — некоторая произвольная функция х. 

Пример. Дано и => jJ e2xy2dy dx; требуется найти и. 

âxdy у -

Интегрируя сначала по у и рассматривая при этом л как величину 
постоянную, имеем 

дн 1 а.т i i \ 
¥ = Т . ^ " + ?(•*)• 

Интегрируя вто выражение по х и принимая при этом у ва постоянную, 
получаем 

u = 4 - e

3 V + J > ( * K v - r ш -
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Рис. 649. 

Возьмем на плоскости XY некоторую площадь AB и 
построим прямой цилиндр АВА'В' с образующими, парал
лельными оси OZ. Пересечение этого цилиндра с поверхностью 
z—f(x, у) происходит по некоторой кривой А'В'. 

Проведем перпендикулярно плоскости УХ и параллельно 
ZY ряд плоскостей, пересекающих цилиндр и отстоящих 
друг от друг на расстояние А * . Кроме того, проведем пер
пендикулярно УХ И параллельно ZX другой ряд плоскостей 

Так как <f (х) я f <f (x) dx являются выражениями произвольными, мы можем 
написать получившийся ответ в такой форме: 

где 4*1 M ц ^2 (у) представляют собою некоторые произвольные функции. 

1064. Геометрическое значение частного интегрирования. 
Пусть поверхность CD выражается в прямоугольных коорди
натах уравнением z=f(x, у) (рис. 649). 
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на расстоянии Л# друг от друга. Эти плоскости рассекут 
цилиндр на некоторое число вертикальных столбов, которые 
имеют у вершины криволинейную поверхность, а в основании— 
площадь ДдгДу. • -

Рассмотрим столбик PQ и призму PQ, образованную 
плоскостью, проходящей через точку Р и параллельной пло
скости XY. Координатами точки Р являются x, у, z, а высота 
призмы есть z, т. е. f(x,y), ибо z = f(x, у). Поэтому, объем 
нашей призмы PQ равен f(x, у) ах ку. 

Тогда, применив способ суммирования, получим 

объем призм ~ /(*> У) Д*Ду. 

Если теперь мы будем увеличивать число секущих плоско
стей, уменьшая при этом А* и Аг/ безгранично,' то сумма 
объемов призм будет приближаться к объему цилиндра, т. е. 

[675] К - l i m уУЬхЬу. 
ДА-->0-*"" л т 

Это выражение есть II zdxdy. 

1065. Частное интегрирование. Другой метод. Объем 
цилиндра может быть найден не только таким путем, как это 
имело место в предыдущем п°; этот объем можно найти, рассма
тривая его как тело, составленное из множества слоев, вырезан
ных из цилиндра плоскостями, параллельными координатной 
плоскости. YZ и отстоящими друг от "друга на расстояние А*. 

Если подставить в равенство 

*=f{x, у) 
вместо л- величину OA, то значения z при этом будут давать 
различные точки пересечения поверхности z—fix, у) с пло
скостью BCDE, т. е. мы будем иметь значения z, соответ
ствующие различным точкам прямой CD, откуда площадь 

АЕ , 

BCDE — f f(OA, у) • dy. 
1в 

Объем слоя, ограниченного гранями BCDE и FGHI 
(рис. 650), равняется 

площадь BCDE X Д* - A.v ff (OA, у) dy. 
AB 
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Объем всего цилиндра есть предел суммы объемов всех 
слоев, расположенных между К и L, т. е. 

OL АЕ 

V= f dxf f(x,y)dy, 
OK AB 

где АЕ и AB являются функциями х. 
Эту, формулу обычно пишут в виде 

[676] К = / [ / / ( * . 3)dg] dx, 

где Uj и из представляют собою функции x, а ах и аг — 
постоянные величины, служащие пределами для х. 

I 

Рис. 650. 

В отделе аналитической геометрии трех измерений (п°847) 
было показано, что уравнения проекций кривой на коорди
натные плоскости были одинаковы с уравнениями соотвеТ 
ствующих цилиндров. В следующих за указанным параграфом 
будут рассматриваться только величины л: и у, a z будет 
исключаться. 

1066. Вычисление площадей двойным интегрированием. 
Пусть у=/(х) — данная кривая и мы желаем применить метод 
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двойного интегрирования к решению задачи о вычислении 
площади, расположенной под указанной кривой. Многие из 
задач этого рода могут быть решены при помощи простого 
интегрирования, но их можно решить также и двойным инте
грированием. Следует заметить, что применение в подобных 
случаях двойного интегриро
вания является наиболее це
лесообразным. 

Рассмотрим площадь между 
кривой АС, ординатами х — а 
и ,* — е й осью X. Разделим 
интервал (Ь — а) на п весьма 
малых полос, шириною Ал- каж
дая. Возьмем затем какую-либо 
одну из этих полос, например 
PB, и разрежем ее на ряд 
небольших прямоугольников 
высотою Ау. 

Тогда площадь каждого из получившихся прямоугольников 
равна АхАу, Если просуммировать эти прямоугольники по у, 
мы получим площадь полосы PB, т. е. 

f{x) 

Ах ^ Ау = площадь полосы PB. 

р 
А —*=>—= 

С 
1 Ж, i\y\ ! 

I А* 1 
i i 
| 1 

В i 
г - V.. 1 

РИС. 651; 

Если теперь мы просуммируем все полосы между преде
лами х = а и л- =Б, то будем иметь 

ъ ГГ(«>) 1 2 > 
a L о 

А*: : площадь всех полос. 

Переходя к пределу при том условии, что сначала Ау, 
а затем Дл- стремятся к нулю, кы получим искомую площадь 

Ъ fix) 

[677] А= f f clydx. 
Il ô 

Заметим, что знак интеграла, находящийся внутри послед
него выражения, относится к dy, а снаружи его — k dx. 

Прцмер. Найти двойным интегрированием площадь круга 

*2 + У 1 ~ e r . 
Для того чтобы упростить решение, будем находить площадь первого 

квадранта, а затем полученный результат умножим на 4. 
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В первом квадранте i 

Площадь прямоугольника 

ù о 

Рис. 652. Рис. 653. 

Площадь круга в четыре раза больше полученного резуль
тата, т. е. она равна ка 2 . 

1067. Вычисление двойным интегрированием площади 
между двумя кривыми. Из рис. 653 непосредственно видно, 
что площадь, заключенную между двумя кривыми, можно 
получить, вычитая простой интеграл от / (лг) из простого 
интеграла от / ( * ) . Такой же результат можно получить и при 
помощи двойного интегрирования. 
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Рассмотрим элемент площади Л * àyt как это делалось 
и ранее. Тогда площадь полосы PQ равна 

А х 2 
f (ж) 

Суммирование полос от Л до В между пределами х — а 
и х — Ь дает 

Ь П\Щ 

a F (se) 

Переходя к пределам при условии, что сначала % стре
мится к нулю, а затем Ä-v, получаем 

ь ' ft{v) 
[678] площадь — J j dy dx. 

a F(œ) 

Рис. 654. 

Это выражение можно привести к той же самой форме, 
как и в случае простого интегрирования, так как 

/ dy^[y)™=f(x)~~F(x). 

Тогда 

/ / dydx=J'[f(x)-F(x)]dx^ f f(x)dx-f F(x)dx. 
a JtT{œ) 
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Мы можем, также, сначала просуммировать по л*, а затем 
но и. Тогда 

'• J J dxdy, 
a <f (У) 

где <\> (у) и ? (у) являются функ
циями, обратными функциям 
fix) и F(x). 

Пример. Найти двойным интегри
рованием площадь, находящуюся ме
жду параболами у- = х и у — х1. 

Применяем формулу, 

Ь f{x) 

площадь = J j dy dx. [678] 
a F (x) 

Сначала пишем с соответствующими пределами интеграл полосы PQ, 

у = Пх) Ух 

Рис. 655. 

y = Fix) 

Затем, чтобы найти пределы для второго интеграла, решаем совместно 
уравнения двух данных парабол, в результате чего получаем значения пре
делов 1 и 0. 

Теперь следующее действие, т. е. суммирование полос от а до b 

(в данном случае а — 0 и 6 = 1), выражается припиской к j * dy знака 
. с 8 

интеграла, имеющего соответствующие пределы, в результате чего имеем 

: .1 у — Ух 

./' ' У" 
X = 0 у X'' 

Интегрируем сначала по у: 
1 _ 1 

f lall? ßx = J'(Yx-xi) dx 

dy dx. 

1 J_ 
.v " dx • 

• J'x* • dx. 

Интегрируем по x: 



Графическое решение предыдущей задачи 897 

О 

1068. Графическое решение предыдущей задачи. Задача 
на вычисление площади между двумя кривыми у- — х и л 2 = у 
может быть решена графически следующим образом: 

Построив данные 
кривые, рассмотрим по- '-О 
лосы, 0,2 единицы шири 
ною каждая, и приведемд g 
горизонтальные прямые 
таким образом, чтобы 
получились соответст-^ 
венные равные треуголь 
н.ые- площади, как этод^ 
изображено на рис. 656. 
Установим затем цир
куль для пропорцио-^? 
нального деления на от
ношение 5 : 1, так как 
каждая'из полос имеет 
ширину в 0,2 единицы. 

Графиками интегралов яв
ляются кривые OA и OB. 
Так, ордината АС выражает 
в данном вертикальном мас-
штабеплощадь, находящуюся 
под кривой у**— x, а ордината 
ВС — площадь между кри
вой у — х* и осью X, то 
разность этих ординат, т. е. 
AB, выражает разность ме
жду указанными площадями, 
т. е. площадь, находящуюся 
между данными кривыми. 
На практике не является не
обходимым заштриховывать 
треугольные площадки. Рис. 657, 

Пример. Найти площадь, заключенную между параболой^ 2 — iax -f- 4п* 
и прямой линией ff = la —- x. 

Решая совместно данные уравнения, получим, что прямая и парабола 
пересекаются в. точках А (0,2а) и В (8а, — ба). 

Строим полосы, как это показано на рис. 657, и затем применяем формулу s d а = ф (у) 
площадь : У 

_у = о ib — f{y) 
57 Спраиочинк для инженера. 

dxdg [679J. 
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2 2 X 2 (алг + а 9 ) 1 8a* 
3 

Для площади вправо от оси Y имеем 
ж = 8 а y—Za—x f j dy dx = 

œ = o y-—2 Vax-\- a' 

,2ax-~Ar-^(ax + a^ 

= 1 б a 2 — 32 a 2 -f- 36 a 2 — a 2 == 20 a 2 — j a 2 « 18 y a\ 
y . 8a 2 • . „ 2 64 „ 
Вся площадь =-g—\-lo^a i = —^-a2, 

т. е. то, что y нас получалось и выше. 
Х069. Вычисление двойным интегрированием площадей 

плоских фигур. Полярные координаты. Дано уравнение 
рс=У(0) кривой в полярных координатах, требуется найти 
площадь, заключенную между радиусами-векторами р, и Р а» 
и д а н н о й кривой. 

Из уравнения ф == 4ах -(- 4а а ^ ^ ^ 

Ив уравнения у = 2а — х имеем 
x ~ 2а — у. 

Пишем интегралы 
2а 2а — у 2а, 

/ * + - . / > - « - ^ ) + - $ * 
— ва ;/ э — 4rt2 — С о 

4а 
Если это выражение сначала интегрировать по дг, то задача 

сделается значительно более трудной. Вертикальные полосы 
ограничиваются влево от оси Y только кривой параболы и 
должны быть составлены отдельно от остальной площади, 
расположенной вправо от оси Y. 

Для площади влево от оси Y имеем 
а>=о у = 2 Vax + a* о 

2 f f dydx = 2'i f VdT^â* dx--== 
a> = — a j / = 0 — a 
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Рассмотрим элементы площади (рис. 659). Из элементар
ной геометрии известно, что 

сектор ДОС = ~ p X рАО = Р2 д 0 

сектор BOD = -1 (р 4- ДР)2 Д6, 

отсюда площадь 

AßCD = — Др)8 ДО —1 Рв до в ^ д р j ДО д р . 

Рис. 658. Рис. 659. 

Если мы принимаем ДО за постоянную и производим сум
мирование по р, то получаем площадь сектора РОЕ, которая 
равняется 

ДО Ит 2 (р + 1дР)де = Д» I р , 
Если мы теперь произведем суммирование по 0, то полу

чим сумму клинообразных заштрихованных площадок, т. е. 

А= Hm УДб/' . pdp= f f pdpdQ. 
О, р = 0 

Площадь, заключенная между двумя кривыми, данными 
в полярных координатах, может быть вычислена двойным 
интегрированием, точно так же как это производилось, когда 
кривые были даны в прямоугольных координатах. 

5 7 * 
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[680] 

В этом случае выражение для площади принимает форму 

fL р--=/•(») 

А= j f prfprfO. 
(ix p = i \ 0 « 

Рис. 66Q Рис. 661. 

Если суммирование производить сначала по 0, считая при 
этом 0 за постоянную, мы получим кольцевой сегмент круга, 
как это показано на рис. 661. 

Предел суммы таких круговых сегментов 

[631] А = j - j pdddp. 
I, lf~-<f(o) 

Пример. Найги площадь, заклю
ченную между двумя окружностями, 
которые касаются друг друга изнутри 
и имеют радиусы r t и г 2 (рис. 662). 

Известно, что 

Pi — 2г, cos О 
р 2 = 2r2 cos 0. 

Рис. 662. 
Интегрируем между пределами 

и 0, тогда для половины искомой 
площади имеем 

а ра = 2;', oos 'i 

p</p</0. 
U p t = !!>•, соа f) 
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Затем 

2rt cas Ч ,," 

2i\ ооз Ч •/ 

4 г / ens- 0 — 4r{- cos 2 О 

= У . 2 |г3з - v ^ ] СОВ'! О сШ 

•• i\r.?-r:-\ 
sln 20 

4 

= 21 

^ 2 

~- sin Tcj (sin я — 0). 

Так как втот результат является выражением для половины искомой 
площади, то вся она равняется 

А~к[г./- -rj). 

1070. Вычисление момента площади двойным интегри
рованием. Рассмотрим какой либо элемент площади, напри
мер PQ, точка Р которого имеет координаты х ну. Площадь 
этого элемента равна 
ДлгАу. Момент же этой, 
площади относительно 
оси Y есть произведе
ние самой площади на 
расстояние ее до ука
занной оси, т. е. мо
мент равняется выра
жению &xày, умножен
ному на х, т. е. xàxhij 
(рис. 663). : 

Составим подобные 
произведения для каж
дого из элементов, на
ходящихся внутри кри
вой AB, ограничивающей полную площадь, а затем при по
мощи двойного суммирования сложим все эти элементы 
вместе. Тогда 

Рис. 663. 

Hi 
lim 2 2 x ày кх~ ffx dy dx. 
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Это выражение представляет собою момент площади отно
сительно оси Y. 

Таким же образом найден момент площади относительно 
оси X. Этот момент 
[682] Тх — f Jyd* dt/-. 

В втих формулах пределы интегрирования определяются 
подобно тому, как это производится при вычислении площади. 

Тогда 
f — Ъ y - f (•") 

/683] M'„--=-- f f xdydx 
x — a y = F (x) 

И 

x s b y-fix) 

Mx^ f f ydydx. 

1071. Вычисление двой
ным интегрированием ко
ординат центра тяжести 
(рис. 664). Если мы будем 
считать, что масса исследуе
мой площади сконцентриро
вана в точке (г, у) таким об
разом, что момент площади 
не изменился, то указанная 
точка будет центром масс 
или центром тяжести. Со
гласно сказанному, 

М. 

Рис. 664, 

У — площадь X х 
Mj. — площадь X у 

X — 
V 

площадь 
ИЛИ 

[685] 

у — . 
M, 

площадь 

X = • 

j У .v dy dx 
.тг д. у . ц F (£) 

Ь fix) 

Ii **** 
Ii fix) 



s 

Центр тяжести 

X I= b y S= f (CD) 

J j U dx 

£0J 

c?*/ с/л: 
a J (ж) 

Точно так же выводятся подобные выражения и в полярных 
координатах. 

[686] 

j f p"cos0rfprf6 

% Г(Ч) 

f f Prfpc/e 
0, > { 0 ) 

9, p •=/•(•)) 

p asin 6 J p JÖ 

0 ! 
8, |> - (0) 

Öi > (в) 
Пример. Найти центр тяжести площади, ограниченной линиями 

у3 = 4.V, .v = 4 и у = 0 . 

4 ÜIC 1 
Л/, = f f xdy dx = f {xyfv 21 Y * dx = У'л2/ л- dx 

' - h a 

,. 2 

О ;/ к О о о 

= J'2xdx=[x'H] ' = 1 6 . 

г/, « о 

Площадь --^11 dy dx = ^ = j 2Yx dx • 
О & ô » 

4-v * 1 < 32 
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Треугольник. 

Полукруг. 

Рис. 666, 

Дуга полуокружности. 

Рие. 667. 

Подставив эти значения в формулу п° 1071, получим 

12_8 16 

. - - 1 - 3 -
х ' 1 2 Ъ ' у 32 2 * 

3 У 

1072. Положение центров тяжести различных фигур. 
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-0.4 24 H 

Рис. 671. 

Четверть круга. 

Площадь разности квадрата и 
вписанной в него четверти круга. 

Рис, 672. 

Трапеция. 

i 
b ^ 4 

Рис. 673. 
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Трапеция. 

Четырехугольник. 

Рис. 675. 

1073. Вычисление двойным интегрированием момента 
инерции площади плоской фигуры (рис. 676). Если мы рассма
триваем какой-либо элемент площади, например элемент PQ, 
точкаРкоторого имеет 
координаты л- и у , то w \(xj 
умножение площади это-
то элемента, равной 
Ау Ах, на квадрат рас
стояния его до оси. Y 
дает п р о и з в е д е н и е 
х'1АуАх, которое назы
вается моментом инер
ции данного элемента 
относительно оси Y. 

Если мы составим 
подобные произведения 
для каждого из элементов, а затем при помощи двойного 
суммирования все эти произведения сложим, то получим 

lim V V дг2 A.v — / fx'dydx. 
л» .-> о 

Рис. 676. 

b 
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Устанавливая пределы так же. как и в случае вычисления 
площади, имеем выражение 

[687] / , = / ' / x*dydx, 
a y = F{x) 

которое представляет собою момент инерции площади AB, 
тгяосительно оси Y. 

Точно так же момент инерции относительно оси X 

[688] 
• о 11 = f И 

а у — F (x) 

Эта формула отличается от предыдущей только тем, что 
в ней вместо дга подставлено у". 

1074. Полярный момент ияерпии. Прямоугольные коор
динаты (рис. 677). Момент инерции площади плоской фигуры 

относительно оси, пер
пендикулярной к ее 
плоскости, определяет
ся при помощи двой
ного интегрирования. 

Если точка Р ка
кого-либо элемента ука
занной площади имеет 

X; координаты х и у, то 
расстояние от Р до О 
равно 

Если теперь площадь этого элемента AyÄ.r будет умно-
-жена на квадрат его расстояния от О, то мы получим так на 
зываемый полярный момент инерции нашего элемента, т. е. 

(х*+у*)ЬуЬ*-

Суммирование полярных моментов инерции всех элементов 

Рис. 677. 

дает 

àx -У 0 



Полярный момент инерции т. 
Вводя пределы, получим выражение 

Ь у = Г(х) 
/0= ff (x*Ary*)dydx, 

представляющее собою уравнение полярного момента инер
ции, который обозначается через / 0 . 

Из написанных выше равенств имеем: 

[689] / 0 = ff{x^rif-) dydx = f f x4ydx-{-

+ / fy*dydx. 

Сравнивая эту формулу с формулами моментов инерции 
около осей прямоугольных координат X и Y, видим, что 

Пример. Найти / 0 площади, ограни
ченной прямыми 

х — а, у = 0 и у = -^-х (рис.678). 

Данные прямые обравуют треуголь
ник ОАВ. При суммировании площа
док вертикальной полосы пределами яв
ляются величины х и 0 . 

а 
При суммировании же полос в тре

угольнике, пределы равняются а и 0 
Тогда из формулы 

/ ü = = / f(x- + v-)<iy<i* 1689) 

имеем 

/ u - / / ( - v 4 - y - ) < M . v - = / ' У [ а 1 За* 

1075. Вычисление полярного момента инерции двойным 
интегрированием. Полярные координаты. В этом случае эле
мент площади равен р Др ДО (см. п° 1069 относительно пло
щади в полярных, координатах). Здесь мы также имеем со
отношение 
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подставив которое в уравнение полярного момента инерции 
в полярных кобрдинатах 

Рис. 679. 

получим 

/ о = / / > dp S. 

У Вводя пределы, получаем 
выражение 

0 . р -ГФ) 

[690] / 0 = f f p»rfpde, 
»i p = F СО 

которое представляет собою 
полярный момент инерции в по
лярных координатах. 

Пример. Найти /ц площади круга 
р = 2г со s О 

около точки 0 (рис. 679). 
Подставив р = 2г cos в в формулу [620], получим 

2 fi = 2г сов 0 2 

рв </, f/o ~ p L. и 
je р —О 

Р == 2г cos 9 

4 и cos« о m = 

4r* j cos 4 0 с/0 = 4r't 

cos 8 0 sin 9 , 3 
COSS 6 rfO j : 

. , Г cos» 0 ein 0 , 3 / 0 , 1 N1 2 



Вычисление площади [поверхности 911 

1076. Вычисление двойным интегрированием площадей 
криволинейных поверхностей (рис. 680). 

Предположим, что данная поверхность СВ выражается ура
внением 

z=f(x,y). 

Требуется найти площадь А поверхности СВ. 
Пусть А' является прямоугольной проекцией некоторой 

части данной поверхности А на плоскость XY, 
П р о в е д е м один 

ряд плоскостей па
раллельно коорди
натной плоскости YZ 
на расстоянии Ддг 
друг от друга и дру
гой ряд — параллель
но ZX'— на расстоя
нии Ау. Эти плос
кости образуют усе
ченные призмы, огра
ниченные у их вер
шины элементом по
верхности, проекцией 
которого на плос 
кость XY является 
площадка АхАу. Рас
смотрим плоскость, 
касательную к на 

Рис. 680. 

шей поверхности в точке Р. Из аналитической геометрии 
известно, что 

площадь элемента Д к Ау — площадь элемента касательной 
плоскости X cos-у, 

где X есть угол, который Касательная плоскость образует 
с координатной — XY. Тогда 

Длг Ау = площадь элемента касательной плоскости X cos f. 
Но так как 

cos % •• 
1 
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_ площадь элемента касательной плоскости 

'-н!")'+(Г1Т 

Отсюда 

площадь элемента касательной плоскости : 

dzY- , Idï}* 
'Axày. 

Произведя суммирование всех элементов касательной пло
скости, получим 

im У, У, 
ix - > 0 

àx àlj . 

Тогда 

[691] площадь = J" J [ 

BeqflH пределы интегрирования, имеем: 

dy dx. 

т = Ь y-f(x) 

[692] площадь -;• /.; и 
as — a у = Ж{х) 

'dz V 

-h \ду 
dy dx, 

где y=f(x) и y=F(x) являются уравнениями проекций кри
вых, ограничивающих площадь, на плоскость XV. 

Если по какой-либо причине является более удобным про
ектировать площадь на плоскость XZ, выведенная формула 
получает вид 

гв = Ь - я — ç (ж) 

[693] площадь 
;о~а г = ф(,т!) 
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В случае же проекции на плоскость YZ, имеем: 
y=fd. я-в(у) 

[694] площадь 
у — с s — p!y) 

Для надлежащего усвоения настоящего п° весьма полезно 
восстановить в памяти метод, при помощи которого находят 
проекцию площади на 
плоскость XY (см. отдел 
аналитической геометрии, 
п° 847). В основном, этот 
метод заключается в том, 
что посредством исклю
чения z из уравнений по
верхностей, пересечение 
которых образует кривую, 
ограничивающую рассма
триваемую площадь дан
ной поверхности, нахо
дится уравнение проекции 
указанной кривой на плос
кость XY. 

Пример, Найти поверхность 
шара (рис. 681) V/ 

г 2 = г2 . Рис. 681. 

Рассмотрим восьмую часть искомой поверхности, т. е. площадь поверх
ности шара, заключающуюся в одном квадранте между координатными пло
скостями. 

Из уравнении 
х* + д* + £*=1* 

имеем 
dz jCjt dz __у^ 
Ох г ' dg x 

Ter да 

[+\Тх) +{Тд) - 1 + ^ + ^ - ? + рГ + 7'-

_ + + # 
х3 — д* 

£8 Справочник для иижоперл. 
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Приравнивая z нулю (z == 0), мы получаем проекцию площади на пло
скость ХУ, т. е. о i и я 

x1 -f- у2 — H . 
Составляем искомое равенство 

а> = b y = f№) 

А _ r г Г г 2 

ш = а y = F{us) 

os = r у — Vf — œ J 

rfy dx • 

œ = û г/ = 0 

c/;/ dx • 

откуда Д = 4 7ir2 . 

1077. Вычисление объемов тройным интегрированием. 
Объемы, ограниченные поверхностями, уравнения которых 
даны, могут быть вычислены, при помощи трех последова
тельно выполненных интегрирований, тем же самым способом, 

что и при двойном инте
грировании. 

Прежде всего, данное 
тело разделим на прямо
угольные параллелепипе
ды с размерами Ал", ау, 
Az. Тогда объем каждого 
из них равняется 

Axkyàz, 

что и представляет собою 
элемент объема. 

Просуммируем все эти 
элементы объема, лежа
щие в пространстве, огра
ниченном данными по
верхностями, следующим 
образом: сначала сложим 
элементы каждого столб
ца, затем сложим столбцы 

таким способом, чтобы получить отдельные параллельные 
между собою слои, и наконец возьмем сумму всех слоев, 
в результате чего и получим полный объем. 

Тогда 

№ k =ä 222 д*А* W 7 Y л ^у dX. 
Ay + 0 J J J 
Дг ->- 0 

Рис. 682. 



Вычисление объемов тройным интегрированием 915 

a-
лежащей в первом квадранте. 

Прежде всего, выясним пределы суммирования элементов 
Дл: ку &.z, 

в столбцы. Это суммирование производится по 2 в пределах 

от 2 — 0 до 2 = с l / ^ l "^Г • 

Суммирование столбцов в слои выполняется по у в пре
делах от 

y = Q до н = . 6 j / " 1 — * ä 

Так как кривая, ординаты которой служат при указанном 
суммировании столбцов пределами, лежит в плоскости XY, 
то она находится из уравнения 

хг у% 2 2 

путем приравнивания z нулю (z — 0 ) . 
Суммирование же слоев, производящееся для получения 

всего объема, выполняется по л; в пределах от 
л:— 0 до х = OA — а. 

Приняв во внимание сказанное о пределах суммирования, 
мы можем составить искомое уравнение объема: 

« = « i - ~ р* = 'у i - 3 i - f î 

V= I I I dzdydx 
iff о y = 0 г О 

1 ~ и' ' 1 

K - c j ' j " (l-^T-iY dydx^ 
a> ~o y = o 

- г - г - (a- — x ) dx = —^— 

58* 

Рассмотрим пределы интегрирования для того случая, когда 
вычисляется объем части эллипсоида 

i i _ L I I I *L_i 
„ 2 - Г £ 2 i C 2 — - 1 » 



916 Частное н кратное интегрирование 

4 тг abc 
Объем всего эллипсоида = 3 
Обычное обозначение тройного интеграла в случае вычис

ления объема таково: 

V= J J J dzdydx. 
0 0 0 

Легко заметить, что здесь пределы интегрирования по х 
и у одинаковы с теми, „которые мы берем при вычислении 
площади АСВО плоскости XY, т. е. — площади проекции дан
ного тела на указанную координатную плоскость. Действи
тельно, упомянутая площадь АСВО выражается так: 

А=* f f dydx. 
0 у = 0 

Это обстоятельство означает, что мы можем найти иско
мый объем и при помощи двойного интегрирования, т. е. 

а у = (f (я) 

V = f f г dydx. 
y = ь 

Таким образом, действия как с двойным, так и с трой
ным интегралом, в котором производится интегрирование 
по z, приводят к одному и тому же результату. 

1078. Сравнение простого и двойного интегрирования. 
Первоначально в п° 997, а затем в пп° 1011 и 1036 было по
казано, что вычисляемая простым интегрированием площадь 
выражается так: 

A^fy dx: 

При вычислении же двойным интегрированием (п° 1066) 
площадь выражается иначе: 

А*= J j'djdx. 

Мы можем это выражение привести к первому путем инте
грирования его сначала по у. Тогда 

А = J ' y dx. 
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1079. Вычисление моментов посредством интегрирова
ния (рис. 683). Разделим на элементы данную геометрическую 
величину, как например линию, поверхность или объем. При 
этом первая разделится на элементы длины, вторая — на эле
менты, площади и третий разделится на элементы объема. 
Пусть каждый из этих элементов, As, LA или AK будет 
умножен на его расстояние от некоторой выбранной точки, 
или на расстояние его относи
тельно прямой, либо какой-ни
будь плоскости. Полученные при 
этом произведения являются 
соответственно моментами ука
занных элементов относительно 
выбранной точки, прямой или 
плоскости. Предел суммы про
изведений каждого из элемен
тов на его расстояние отно
сительно точки, прямой или 
плоскости, получающиеся по 
мере того, как число элемен
тов безгранично возрастает, а 
размеры их безгранично убывают, называется моментом пер
вого порядка соответствующей геометрической величины 
относительно точки, прямой, либо плоскости. 

Мх= lim y9&s = 

о 
Рис. £83. 

— I yds 
— момент линии. 

Таким же образом момент площади плоской фигуры отно
сительно оси Л выражается 

Мх = lim У. у А А 

Кроме того, так как 
ДЛ = A,v • à и, 

то имеем равенство, 

J ydA~ J У ydxdy, 

которое указывает на то обстоятельство, что здесь двойное 
интегрирование равносильно по получаемому результату про
стому интегрированию» 
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Формула момента первого порядка для объема относи
тельно одной из координатных плоскостей, например относи
тельно XY, такова: 

lim У z \ V = fzdV. 
д r->oJmà J 

Перед интегрированием, вместо символов As, Д/4 и А К 
следует подставить соответствующие им выражения элемен
тов длины, площади и объема. 

Таким образом, так как 
А К = Длг • Аг/ • Az, 

то J zkV — J f J z dz dy dx. 

Заметим, что посредством подстановки V'dy* -|- dx'1 

вместо ds, dy dx вместо dA и dz dy dx вместо dV, фор-

Р и с 68L 

мулы для простого интегрирования превращаются в двойные 
и тройные интегралы. 

1030. Приближенное интегрирование (рис. 685). В так назы
ваемом способе трапеций для вычисления площади, находящейся 
под некоторой данной кривой, вместо прямоугольных площадок 
берутся площади трапеций, что позволяет получать результат 
с большей степенью точности относительно действительной 
величины данной площади. Разделим расстояние от а до h 



Приближенное интегрирование 919 

на любое число n равных между собою делений и построим 
на них трапеции. Чем больше взята величина п, тем ближе 
будет вычисленная площадь к точному значению данной. 

Рис. 685. 

Площадь трапеции равна полусумме параллельных сторон ее, 
умноженной на ширину ее, которую мы обозначаем через Дл. 

Тогда 

~ (уо -f-jt/i) Дг — площадь первой трапеции; 

~гг (Уг~\-Уй) ^х—-площадь второй трапеции; 

~2 (Уъ "\~Уз) Д * — площадь третьей трапеции; 

- 2 ~ Ö » - i -h^«) Ä ' r ~ П Л 0 Щ а Д ь n-ой трапеции. 

Складывая площади трапеций от а до Ь, получаем 

Y (i/o"f 2«/i -Ь2уи -\-tyt + • • • + 2yn_1 + yjbc. 

По этому правило, вытекающее из способа трапеций, за
ключается в том, что 

[696] площадь = {'l--y0

Jr # 1 - Ь # 2 + # 8 + • * • + 
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Пример. Посредством способа трапеций вычислить j л - 2 dx. 

i 
Делим промежуток от х — 1 до х = 10 на 9 частей. 
Тогда каждая часть, т. е. Дж = 1. 
Подставляем значения * = 1 , х~2, л- = 3, • • • * = 9 в уравнение 

у = * а , так как оно выражает кривую, площадь под которой мы желаем найти. 
Тогда 

So = L ï i = 4. 0з = 9. • • • Un = 81« 

Подставляя вти значения в формулу [696], получим 

площадь = ( у + 4 + 9 + 16 + 25 + 36 + 49 + 64 + 81 + 1 ) l = 
= 3 3 4 - 1 . 

Посредством же интегрирования имеем: 
10 

1000 
3 

1 

Таким образом ошибка меньше 0,5°/0. 

• у = 333. 

1081. Правило Симпсона для приближенного вычисле
ния (рис. 686). Приближенное вычисление площади, расположен
ной под данной кривой, может быть произведено с большей 
степенью точности, если вместо того чтобы проводить прямые 

с 

Рис. 686. 

\ 

линии, образующие верхние стороны трапеций, провести пара
болическую кривую, а затем просуммировать находящиеся под 
нею площади. Параболическая кривая может быть прове
дена через любые три точки данной кривой. Вычисленная 
посредством такой параболы площадь будет ближе к точной 
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величине площади, чем в том случае, когда применяется 
трапецоидальный метод и верхними сторонами трапеций 
являются прямые линии. 

Разделим интервал от а до Ь на n равных частей, ширина 
которых равна Д*. Через три точки, взятые на данной кри
вой, например через точки Р0, Plt Р%, проведем дугу па
раболы. . „ 

Тогда площадь полосы аР0 Рх Рч с равняется площади тра
пеции аРа Р^с плюс площадь параболического сегмента Р о Л ^ а : 

площадь трапеции = у (у0 + yè 2 Л * == (Уо "hУ2) Д*« 

Площадь параболического сегмента PQPIP^ равна двум 
третям площади описанного параллелограмма: 

2 
площадь РоР\Рч~-^ 3i — ^ (У о+З г) 2Лл- = 

2 
= 3 - ^ 1 — ^ 0 — ^ 1 ) ^ . 

откуда площадь первой полосы есть 
2 

площадь = (i/o -[- у2) Дл- + -j (2yt — у0 — у2) Дх — 

= -^§-(Уо + 4^1 -\~32). 

Площадь остальных полос находится точно так же: 
площадь второй полосы 

- у - ( # 2 + 4^з + ^ ) , 

площадь третьей полосы: 

•^-(yi-i-^+ya); 

площадь последней полосы: 

Сложив площади всех полос, получим: 

[697] площадь = - g - (у0 + ^3i - f 2у2 + 4y s - |- 2yi - ( - . . . - f У»)-

Это выражение и представляет собою правило Симпсона 
в том случае, когда n есть четное число. 
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Пример. Вычислить jx2 dx посредством правила Симпсона. 
i 

Возьмем 10 частей. Тогда Дл- = 0,9 единицы. 
Подставляя в уравнение у = л-3 абсциссы 
х = 1; х = 1,9; х = 2,8; х = 3,7; л- = 4,6; х = 5,5; л- = 6,4; .v = 7,3; 

л - = 8,2; л- = 9,1; х = 10 

и соответствующие ординаты 
у = 1; у = 3,<S15 I? = 7,84; */ = 13,69; у + 21,16; у = 30,25; у = 40,96; 

г/ = 53,29; у = 67,24; у = 82,81; у = 100 

в формулу Симпсона, получим: 

площадь = ° ^ [ 1 + 4 • 3,61 -I- 2 • 7,84 + 4 • 13,69 + 2 • 21,16 + 

+ 4 • 30,25 + 2 • 40,96) + 4 • 53,29 + 2 • 67,24 + 4 • 82,81 + 1001 => 
= 0,3 (1 + 14,44 + 1 5 , 6 8 -(- 54,76 + 42,32 + 1 2 1 + 81,92 + 213,16 + 

+ 134,43 + 331,24 + 100) = 0,3 • 1110 = 333. 

Этот ответ является точным значением данного интеграла, что мы n 
должны были ожидать, ибо кривая у = л"3 — парабола. 

Величина' Дл; была взята дробной с той целью, чтобы показать, как 
может быть вычислена площадь в подобном случае. 

1082. Применение планиметра для целей интегрирования. 
Планиметр представляет собою инструмент, измеряющий пло
щади. Он может так же широко применяться, как и данные 
нами методы приближенного вычисления площадей- Так как 
планиметр вычисляет площэди механически, то им можно 
пользоваться таким же путем и при интегрировании. В этом 
случае не требуется каких-либо специальных указаний за 
исключением того, что следует быть хорошо знакомым с 
пользованием инструментом для нахождения площадей. 

Применение планиметра в интегрировании ограничено на
хождением определенных интегралов, т. е. измерением опре
деленных площадей, как например площади, заключенной 
между двумя вычерченными кривыми, или площади между 
кривой и осью X или Y внутри некоторых пределов. 

Для того чтобы найти величину площади при помощи 
планиметра, подвижным острием инструмента обводят пери
метр, т. е. пограничные кривые измеряемой фигуры, а искомая 
величина площади ее дается отсчетом особого регистрирую
щего колесика планиметра. 
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Г л а в а I. 

Арифметические вычисления с помощью алгебраических формул . 

1. Сложение столбцами (9). 2. Банковский способ сложения (9). 3. Пе
риодическое сложение (10). 4. Сложение в уме двузначных чисел (10). 
5. Сложение в уме трехзначных чисел ( И ) . 6. Вычитание посредством сло
жения (11). 7. Вычитание при помощи дополнений (11). 8. Совместное сло
жение и вычитание (11). 9. Таблица умножения (11). 10. Как давать 
сдачу (12). 11. Другие сокращенные способы вычислений (13). 12. Арифме
тические действия (14). 13. Возвышение в квадрат чисел, оканчивающихся 
цифрой 5 (14). 

i 
14. Возвышение в квадрат чисел, оканчивающихся на ~(15) . 15. Возвышение 
в квадрат чисел, близких к 50 (15). 16. Вычисление произведения двух 
чисел, оканчивающихся на 5, если десятки у обоих либо четные, либо не
четные (16). 17. Вычисления произведения двух чисел, оканчивающихся 
цифрой 5, если в одной из них число десятков четное, а в другой нечет
ное (17). 

Применение алгебраических формул при умножении. 

18. Формула а(Ь — с) (18). 19. Формула a (cb + с) = асЬ ~\- ас (18). 
20. Формула аЪ = Ъа (18). 21. Формула (а -(- Ь) (а — 6 ) = а» — Ь'1 (18). 
22. Формулы (а + bf = а 3 + 2ab + (а — b? = а'- — 2аЬ -f- J2(19). 23. Фор
мула (er + 6) (а -|- с) = я 3 + (6 -|- с) а -|- be (19). 24. Формула (a -f b) (с + b) = 
= ас - I - (а + с) H-b ' " (20). 25. Формула (а -|- Ь) (с -|- с/) = ос -f- be -(- ad -f-
-|- bd (20). 26. Умножение на 21, 31, 41 и т. д. или на 401, 601 и т. д, (21). 

27. Умножение по методу избытка и недостатка (21). 2\. Аликвотные ча
сти (22).29. Определение места запятой (24). 30. Положение запятой при де
лении (24). 31. Если в данном выражении необходимо перемножить и разде
лить несколько чисел (24). 32. Применение способов, указанных в п° 31 (25). 
33. Деление (26). 34. Деление посредством разложения на множители (26). 

Проверка арифметических действий девятками 

35. Сложение (27). 36. Вычитание (27). 37. Умножение (28). 38. Деление 
(28). 39. Упрощение действий при проверке девяткам i • (28). 4.0. Другой 
сокращенный способ (28). 41 . Признаки делимости (28). 42, Извлечение 
квадратного корня при помощи алгебраической формулы (29). 43. Сокра
щенный метод извлечения квадратного корня (29). 44. Извлечение кубичного 
корня при помощи алгебраической формулы (30). 45, Сокращенный способ 
извлечения кубического корня (31 , 



924 Оглавление 

Г л а в а П. 

Приближенные вычисления. Абсолютная и относительная погрешности, 

46. Приближенные аначения величин (32). 47. Округленные числа (32). 
48. Значащие цифры (32). 49. Верные цифры (33). 50. Абсолютная вели
чина (33). 51. Абсолютная погрешность (33). 52^ Относительная погреш
ность (34). 53. Предельная погрешность (34). 54. Погрешности в числах (34). 
55. (35). 56. Абсолютная погрешность при сложении (36). 57. Относитель
ная погрешность суммы (37). 58. Абсолютная погрешность при умножении 
(38). 59. Если оба множителя — приближенные (40). 60. Относительная по
грешность при умножении (41). 6 i . Если оба множителя — числа прибли
женные (42). 62. Если перемножается несколько чисел (44). 63. Влияние от
брасывания цифр справа (45). 64. Видоизменение последнего метода (46). 
65. Абсолютная погрешность при делении (46). 66. Относительная погреш
ность при делении (47). 67. Если делимое и делитель — числа приближен
ные (48). 68. Сокращенное деление (49). 69. Сокращенное деление (50). 
70. Относительная погрешность при совместном умножении и делении (51). 
71. Относительная погрешность при возвышении в степень или извлечении 
корня (52). 72. Новый метод умножения (52). 

Формулы для. приближенных вычислений. 
73. (54). 74. (55). 75. (55). 76. (56). 77. (57). 78. (58). 79. Приближенные 

«начения обратных величин (58). 

Г л а в а III. 

Алгебраические обозначения. Отношение и пропорция. Двучлены, 
трехчлены, многочлены. Разложение на множители. Радикалы. 

Алгебраические обозначения. 
80. Алгебраические знаки (59). 

Отношение и пропорция. 
81. (59). 82. (60). 83. Циркуль для пропорционального деления (62). 

84. Формула бинома Ньютона для целого положительного показателя (64). 
85. Удобный способ разложения (65). 86. Для нахождения г того члена 
разложения (а + х)т (65). 87. (65). 88. (66). 89. Треугольник Паскаля (67). 
90. Выражения вида (а — b — с) а (68). 91. Умножение при помощи отделения 
коэффициентов (68,'. 92. Деление при помощи отделения коэффициентов (69). 

Умножение и разложение на множителей. 
93. Произведение двух биномов, имеющих общий член (69). 94. Произ

ведение двух биномов, имеющих подобные члены |69). 95. Возвышение много
членов в квадрат (70). 96. Одночленный множитель (70). 97. Трехчлены, 
представляющие собой точный квадрат (70). 93. Разность двух степеней (71). 
99. Сумма двух степеней (71). 100. Трехчлен вида (.va -|- Ьх + с) (71). 101. Раз
ложение на множители некоторых трехчленов вида ( A Ï 3 -|- Ьх + с) (72). 
102. Двучлены и трехчлены, приводимые к виду (п а — Ь2) (72). 103. Четы-
рехчлены, приводимые к виду ( а 3 — 6 а ) (73). 104, Перестановка членов (73). 
105. Многочлены, приводимые к виду (о* 8 - j - ta--f-с) (73), 106, Общий метод 
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нахождения двухчленного множителя (74). 107. Некоторые формулы для де
ления (74). 108. Общий метод проверки сложения, вычитания, умножения 
и деления (76). 109. Общий наибольший делитель (77). НО. Нахождение 
общего наибольшего делителя (метод Евклида) (78). 111. Общее наименьшее 
кратное (78). 112 Другой способ нахождения общего наименьшего кратного 
двух выражений (79). 113. Действия с нулем (79), 114. Дроби, принимающие 

вид - Q - в случае приближения х к а (79). 

Радикалы. 
115. (80). 116.(80). 117. (81). 118. Сложенней вычитание иррациональных 

одночленов (81). 119. Умножение иррациональных одночленов (81). 120. Де 
ление иррациональных одночленов (82). 121. Иррациональные дроби (82). 
122. Извлечение корня из иррациональных выражений и возвышение их 
в степень (83). 123, Степени и корни (84). 

Г л а в а IV. 

Функции и их графики. Составление уравнений. Переменные 
а функция. 

124. Функции (85). 125. Графики уравнений (86). 126. Функции первой 
степени (88). 127, (89). 128. Функции тх + b (89). 129. Уравнение (90). 
130. Составление уравнений по условиям задачи (92). 131. Решение задач, 
содержащих два неизвестных (92). 132. Если задача содержит три неизвест
ных (93). 133. Табличный способ (93). 134. Задачи на время и путь, прой
денный в движении (94). 135. Графики равномерного движения (95). 136. Гра
фики нескольких равномерных движений (97). 137. Задачи на проценты (97). 
138. Формулы для вычисления процентных денег (99). 139. Вычисление 
процентных денег методом шести процентов (100). 140. Вычисление про
центных денег методом одного дня (100). 141. Точное вычисление процент
ных денег (100). 142. Формулы для вычисления комиссионного вознагражде
ния (101). 143. Продажные цены (102). 144. Диаграмма предложения и 
спроса (103). 

Г л а в а V. 

Уравнения первой степени или линейные. Аналитическое 
в графическое решение. 

145. Общее уравнение Ах -\-By -f- С = 0 (103). 146. Задачи, приводящие 

к уравнению, содержащему — (104). 147. Графическое решение задачи 

(п°14б) (104). 148. Задача (105). 149. Графическое решение задачи на сложе
ние функций (107). 150. Система уравнений первой степени с двумя неиз
вестными (108). 151. Исключение неизвестных сравнением (108). 152. Ис
ключение неизвестных подстановкой (108). 153. Уравнения вида ~ = 

s=c (109) . 154. Пример (109). 155. (110) 156. Графики уравнений первой 
степени с двумя неизвестными, входящих в систему, являются прямыми 
линиями (НО). 157. Графическое изображение системы линейных уравнений 
вида у = 6 — х и у = 4 —х {111), 158. Задачи, приводящиеся к уравнениям, 

содержащим — и — {111). 159. Общий случай яадач п° 158 (112). 160. Другая 
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форма уравнения n ü 159. (113) 161. Задача (графическое решение) (113). 162. 
Задача .(113). 163. Задача (графическое решение) (115). 164. Задача о ча
сах (116). 165, Графическое решение задач о часах (116). 166. Задача о чи
стой прибыли (117). 167 Система уравнений. Общая форма (118), 168. Урав
нения со многими неизвестными (119/. 

Г л а в а VL 

Уравнения второй степени (квадратные). Явные функции. Аналитиче
ское и графическое решения. 

169. Квадратная функция х1 (120). 170. График функции ах- (120). 
171. Функция второй степени в общем виде у = ахг-\- Ьх — с (122). 172. Пре
образование координат (122). 173. (123) 174. (125). 175. (126). 176. Упро
щенные способы построения графика общей формы квадратной функции 
у — ах'1 -|- Ьх -\- с (128). 177. Максимум и минимум квадратных функций (131). 
178, Графическое решение задачи п" 177 (132). 179. (132)180. (134)181. Квад
ратные уравнения. Аналитический способ решения (134). 182. Квадратные 
уравнения. Индийский способ решения (135). 183. Квадратные уравнения. 
Решение посредством формул (136). 184.(137). 185. Состав пение квадратного 
уравнения (137). 186. Разложение многочленов второй степени на множите
лей (137). 187. Задачи на составление квадратных уравнений (139). 188. Урав
нения, приводимые к квадратным (140). 189. (141). 190. (142). 191. Графиче
ский способ Эвклида для определения корней квадратного уравнения (143). 
192. (145). 193. Другое графическое решение квадратного уравнения (упро
щенный способ) (148), 194. (149). 195. Квадратные уравнение с иррациональ
ными корнями (149). 

Г л а в а VII. 

Неявные квадратные функции и их графики Системы 
квадратных уравнений. 

196. Неявные функции (151). 197. Уравнения вида Ах* f Сф+Р ~ 0. (154). 
198. (154). 199. (155). 200. (156). 201. (157). 202. (159). 203. (160). 204. (162).. 
205. (162).20б. Случай, когда Вху 4 - ^ = 0 (165). 207. (165). 208. Построение 
графика общего уравнения Ах2-\~ Вху -]- Су--\-Dx-\-Еу -\~F= .0 посредством 
сдвига (166). 209. (172). 210. Однородные квадратные уравнения (175). 211. Си
стемы квадратных уравнений неполного вида (177). 212. Квадратные урав
нения полного вида (178). 213. Квадратные уравнения (180). 214. Система 
симметричных уравнений (182). 215. Частный случай (184), 216. Уравнения 
более высоких степеней (184). 217. Решение посредством преобразования 
уравнений (185). 218. Деление одного уравнения на другое (187). 219 Урав
нения с тремя неизвестными (187). 220. Графическое решение системы урав
нений, из которых некоторые — квадратные (188). 221. (190). 222. Система 
квадратных уравнений с иррациональными корнями (191) 

Г л а в а VIII. 

Дробя. Дробные уравнения. Иррациональные уравнения. 

Дроби, 
223. Действия над дробями (193). 224. Основные действия над дро

бями (194), 
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Дробные уравнения. 
225. Дробные уравнения (194). S26. Способ решения дробных уравнений, 

при котором избегается получение посторонних корней (196). 227. Дробные 
уравнения с несколькими одночленными знаменателями (197). 228. Преобра
зование уравнений, содержащих в.каждой части равенств пару членов вида 
Л" |~ f, соединенных знаком — (197). 
x -f- о 

Иррациональные уравнения. 
229. Иррациональные уравнения (198). 230. Некоторые особые приемы 

решений (201). 
Г л а в а IX. 

Кубические функции. 

231. Графическое изображение кубических функций (202). 232. Функции 
у = ах* (203). 233. Функция у = а{х — hf - f к (204). 234. Добавление чле
на тх в кубическое уравнение (204) 235. График функции^ = ахЛ -|- тпх (205). 
236. Введение постоянных h к к (206). 2 3 / . (207). 238. Графическое реше
ние уравнений (210). 239. Система двух уравнений с двумя неизвестными 
л* и #(211). 240. Система уравнений, имеющих иррациональные корни (211). 
241. Другой способ (212). 242. Еще один удобный способ (213). .243. (213). 

Г л а в а X. 
Целые рациональные функции. 

244. (216). 245. Теорема об остатке (217). 245. Теорема о множителе (217). 
247. Сокращенное деление (218). 248. Нахождение корней многочленов (219). 
249. Дробные корни (221). 250. Перенесение графиков функций (222). 
251. Приближенное решение уравнений, имеющих иррациональные корни 
(223). 252. Графическое изображение многочленов (223). 253. Применение 
метода перенесения кривой (метод Хорнера) (225). 254. Кратные корни (226). 
255. Соотношение между корнями и коэффициентами в общем уравнении 
n-ой степени (228). 256. Составление уравнений по данным корням. (228). 
257. Указания, облегчающие графическое решение (229), 258. Увеличение кор
ней уравнений в к раз (230). 259. Составление уравнений, имеющих корни, 
равные Но абсолютной величине корням данного уравнения, но противопо
ложные им по знаку (230). 260. Правило Декарта относительно знаков (230). 

Г л а в а XI. 
Степенные функция. 

261. Степенные функции (231). 262. С л у ч а й l . g = х"[66], гдеп — поло
жительное (231). 263. График параболы при п дробном (232). 264. Случай 2. 
г, = х" [66] где п — отрицательное (233). 265. Изменение переменной (233). 
"266. (234). 267. (234). 268. (234). 269. (234). 270. (234). 271. (234). 272. (234). 
273. (235). 274. (235). 275. Функции у = ахп и g = хп (235). 276. (235). 

277. (235). 278. Случай функции [67] у= (236). 279. Перенесение гра

фиков степенных функций (236). 280. Случай, при котором в уравнении по-' 
каэательной функции имеется член тх (237). 
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Г л а в а XII. 

Неравенства н переменные. 
281. Неравенства (238). 232. (238). 283. '239). 284. (239). 285. (240). 286 

(240). 287. (240j. 288 (241). 289. (241). 291. (241). 292. (242). 293. Задачи (242). 
294. Переменная величина (244). 295. (244). 296. (244). 297. (245). 298. (245). 

Г л а в а XIII. 

Прогрессии. 
299. Ряд (246). 300. Арифметическая прогрессия (246). 301. Сумма первых 

n членов арифметической прогрессии (247). 3J2. (247). 303. (248). 304. Гра
фик арифметической прогрессии (248). 305. • Некоторые арифметические 
ряды (249). 306. (250). 307. (251). 308. (251). 309. Геометрическая прогрессия. 
(252). 310. (253). 311. (253). 312. Среднее геометрическое (253). 313. Беско
нечная геометрическая прогрессия (254). 314. Некоторые геометрические 
ряды (254). 315. Смешанная арифметическая и геометрическая прогрес
сия (255). 316. Графическое изображение геометрической прогрессии (255). 
317. (256). 318. (257). 319. Гар моническая прогрессия (257) 320. Гармони
ческое среднее (258). 321. (258) 322. Соотношение между гармонической и 
арифметической прогрессиями (259). 323. (260). 

Г л а в а XIV. 

Переменные, пределы и неопределенные выражения. 

324. Предел переменной (261). 325. (261). 326. (262). 327. (262). 328. (262). 
329. (262). 330. (263). 331. (263). 332. (263). 333. (263). 334. (263). 335. (263), 
336. (263). 337. (263). 338. Другие методы (264). 339. (265). 340. (265). 

Г л а в а XV, 

Логарифмы. 
341. Джон Непер (266). 342 (267). 343. Логарифм числа (268). 314. (269), 

345. Интерполирование (271). 346. Нахождение числа по данному логарифму 
его (271). 347. Как избежать получения отрицательной мантиссы (272). 
348. (273). 349. Умножение посредством логарифмов (273). 350. Деление 
посредством логарифмов (274). 351. Кологарифм (274). 352. Нахождение 
степеней посредством логарифмов (275). 353. Нахождение дробных степеней 
посредством логарифмов (275). 354. Извлечение корня (276). 355. Нахожде
ние обратных величин при помощи логарифмов (276). 356. Нахождение 
четвертого члена пропорции посредством логарифмов (277). 357. Натураль
ные или Неперовы логарифмы (277). 358. Изменение основания логариф
мов (277). 

Г л а в а XVI. 

Показательные функции и их отношение к логарифмическим. 

359. Сравнение кривых у = г* и у = ех (278). 360, (279). 361. Лога
рифмические и показательные функции. (280). 362. Подкасательная к пока-
вательной кривой (281). 363. Наклон касательной к кривой покаяательной 
функции (281). 364. Показательные уравнения вида г* «а 6 (282), 365, Закон 
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сложных процентов (282). 366. Характер возрастания показательной функ
ции (283). 367. Вычисления при помощи логарифмов (2SH). 363. Модуль 
убывания или логарифмический Д(кремент (284; 3f>9. Г! иближенные лога
рифмические формулы (284) 310. Hi которые дополнительн е логарифмиче
ские формулы (284). 371. Логарифмическая бумага (235) 37_. П> « ч гра
фиков степенных функций (286). 3/3. Логар 1 ф м и ч кая шк.^ла ( Ч'-> 3.4. 
Логарифмическая бумага (290). 3 /5 . Логарифмы и геометрическая прогрес
сия (290). 376. (291). 3/7. (292). 3/8. (292) 379. Сравнение показателей и 
степенной функции (292). 380. Изменение показательной функции (293). 
381. Определение показательной зависимости (294). 

Г л а в а XVII. 

Логарифмическая линейка. 
382. (295). 383. Логарифмическая шкала L (295) Шкалы С и D (297). 

385. Обыкновенная устпновка для умн жения (i97) 38i, Обыкновенная 
установка для деления 298). 387. (299). 388. (!99 . лЫ Сдвинутые шкалы 
(299). 390. (300). 391. Умножение на те {300). 3/2 Дел . И е на я (391). 
393. Обращенные шкалы (301). 394. (301). 395. Шкала с CiF, т е. обращен
ная смещенная шкала (302). 396. Шкала обратных чисел (302). 397. Функ
циональная зависимость ху = С(303). 39 >. Выражение ~ X переменное ко
личество = х (303). 399. Выражение 4 X = д: (304). 

о nepi менное колич ство 
400. Выражение а X Ь X переменное количество = х (304), 401. Выражение 
<*XoX c = -Vi Смещенная шкала (306). 402. Выражение ~\ТТХу~ —х (306). 
403. Выражения, в которых имеется множитель я (306). 404. Выражения, 
в которые я входит делителем (507). 405 Пропорции (3{ 8). • 06. Обратная 
пропорция (308). 40/ . Шкалы Л и й ' (308). 408. (309). 409 Шкала К (310). 
410. Шкала тангенсов (311) 411. (312). 412. Шкала синусов (312). 413. Ко
синусы (313). 414, Логарифмы (313). 415. Выражения общего вида (313). 
416. Обратные величины (315). 417. Выражения, содержащие квадраты чи
сел (315). 418. Извлечение квадратного корня из выражений (316). 419. Вы
ражения, содержащие квадратные корни (316). 420 Выражения, содержащие 
тангенсы (318) 421. Выражения, содержащие синусы (318). 422. Степенные 
множители (318). 423. Правило для вычисления степеней (319). 424. Реше
ние прямоугольных треугольников (321). 425. Косоугольные треугольники 
(321). 426. (322). 427. (323). 428. Способы введения поправок при вычисле
нии по счетной линейке (324). 429. (324). 

Г л а в а XVIII. 

Бесконечные ряды. 

430. Бесконечные ряды (325). 431. (325). 432. (325). 433. Расходящиеся 
ряды (326). 434. (327). 435. (327). 436 (327). 437. (327). 438. Ряды, состоящие 
только и» положительных членов (328). 439. Определение сходимости путем 
сравнения (328). 440. Некоторые ряды, полезные для исследования сходи
мости (329). 441. Определение расхо имости путем сравнения (330). 442. 

(331). 443. Исследования ряда при помощи отношения — — (332). 444. 
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Вывод признака сходимости Коши (333). 445. (334). 446. (335). 447. (335) 
448. (336). 449. (337). 450. Ряды, все члены которых отрицательны (337) 
451. Ряды, состоящие из положительных и отрицательных членов (337J. 
452. Способ определения характера ряда по величине отношения членов (338). 
453. Ряды знакопеременные (339). 454. Указания для исследования ря
дов (340). 455. Ряды, члены которых являются функциями л-(341). 456. Сте
пенной ряд (341). 457. Биномиальный ряд (343). 458. (344). 459. Некоторые 
биномиальные ряды (345). 460. (346). 461. (347). 462. Показательные 
ряды (347). 463. (349). 464. Логарифмический ряд (350). 

Г л а в а XIX» 

Определители . 

. 465. Выражение вида а]Ь 2 — а 26[... (350). 466. Система уравнений с двумя 
неизвестными (351). 467. (351). 468. Определитель третьего порядка (352). 
469. (352). 470. (354). 471. Решение системы трех уравнений первой сте
пени (354). 472. (355). 473. (355). 474. Знаки алгебраических дополнений (356^. 
475. Определители n-го порядка (357). 476. Свойства определителей (357). 
477. (357) 478. (357). 479. (357). 480. (357). 481. (358). 432. (358). 483. (358). 
484. (358). 485. (358). 486. (358). 487. (359). 483. Разложение определителей 
(359).. 489. Разложение определителей на множители (361). 

Г л а в а XX. 
Соединения. 

490. (362). 491. (362). 492. (362). 493. (363). 494. Число размещений (363). 
495. Число сочетаний (363). 

Г л а в а XXI. 

Неопределенные коэффициенты . 

Разложение дробей на простейшие, 
496. Неопределенные коэффициенты (364). 497. Разложение дробей (365) 

493. Разложение иррациональных выражений (366). 499. Простейшие дроби 
(367), 500. (367), 501. (369). 502. (370). 503. (370). 

Г л а в а XXII. 
Геометрия. 

504. (371). 505. (3.71). 506. (371). 507. (371). 508. Прямоугольные тре
угольники (371). 509. (372). 510. (372). 511. Теорема Пифагора (373). 512. (373). 
513. (373), 514. Равносторонний треугольник (373). 515, Какой угодно тре
угольник на плоскости (374). 516. (374). 517. (374). 518. (375). 519. (375). 
520. О пропорциональности линий в треугольнике (375). 521. (375). 522 (375). 
523. (376). 524. Подобные треугольники (376). 525. (376), 526, (376). 527. Гра
фическое умножение и деление посредством подобных треугольников (376), 
528. Прямоугольник (377). 529. Параллелограмм (378), 530. Ромб (378). 
531. Трапеция (378). 532. Четырехугольник (379), 533. Правильные много
угольники (380). 534, Построение правильных многоугольников (380). 
535. Подобные многоугольники (381), 536. Построение подобных много
угольников со сторонами, находящимися в данном отигшении (381). 537. Knvi 
(381). 538, (382). 539. (382). 540. (383). 541. (383). 542. (383). 543. (383). 5 4 1 (384). 
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545. (384). 546. (384). 547. (384). 548. (385). 549. (385), 550. (385). 551. (385). 
552 . (386). 553 .(386). 554. Кольцо (386). 555. Сектор (386), 556. Площадь 
части кольца (387). 557. Сегмент (387). 558. Площадь кругового сегмента (387). 
559. Эллипс (389). 560. Парабола (389). 561. Гипербола (390). 562.,Цикло
ида (391). 563. Площади неправильной формы (391). 

Поверхности и объем тел. 
564. Куб (391). 565, Параллелепипед (392). 566. Правильная шести

гранная призма (392). 567. Правильная восьмигранная призма (392). 
563. Прямой круглый цилиндр (393). 569. Полый цилиндр (393), 570. Любая 
призма или цилиндр (393). 571. Усеченный прямой круглый цилиндр (394). 
572. Усеченная призма или цилиндр любого вида (394). 573. Правильная 
пирамида или конус (394). 574. Любая пирамида или конус (394). 575. Усе
ченная пирамида или конус (395), 576. Шар (395). 577. Полый шар (395). 
578. Сферический сегмент (396). 579. Шаровой слой (396). 580. Сферический 
сектор (396). 581. Эллипсоид (396). 582. Параболоид вращения (397). 583. Па
раболический слой (397), 584. Кольцо (тор) (397). 

Формулы для призматоидов. 
585. (398). 586. Клиновидное тело (398). 587. Правило Симпсона для 

определения объемов (400). 588. (400). 

Г л а в а XXIII. 
Тригонометрические функции. 

589. (400). 590. (401). 591. (401). 592. (402). 593. Координаты (403). 
594. Функции угла (403). 595. (404). 596. Функции некоторых углов (404), 
597. (405). 598. (405). 599. Графическое изображение тригонометрических 
функций (407). 600. Дополнительные углы (408). 601. Знаки тригонометри
ческих функций (408). 602. Функции отрицательных углов. (409). 603. Функ
ции углов [n ~ ± 0j (410). 604. Соотношение между тригонометрическими 
функциями угла (410). 605. (415). 606. (415). 

Г л а в а XXIV. 
Графики тригонометрических функций. 

607. График синуса (415). 608. Построение графика синуса (синусо
иды) (416). 609. График функции &\п(х-\-В) (416). 610. График функции 
у = sin пх, при п положительном (418). 611. (419). 612. График функции 
у = sln (пх -|- В) (419). 613. График общего уравнения у = a sln (пх -f- В) (420). 
614. Элемент времени в синусоидальных функциях (421). 615. (423). 616. (424). 
617. (425). 618. (425). 619. (425). 620. Переменный ток (429). 621, Функции 
Вида х.,= a sin (пу -|- 5 ) (430)., 622. График функций (430). ,623. Построение 
графика косинуса (431).' 624. График функций (432). 625. Сложные периодиче
ские колебания или графики волн (432). 626. Затухающие колебания (433). 
627. Ограничивающие кривые (433). £28. Сложение ординат (435). 629. Гра
фики обратных тригонометрических функций_(436).,630. Сравнение графи
ков синуса и косинуса (436), 631. График с>ункции y=^tgx (437). 632. По
строение графика функции и — t g * (438). 633. Графики " функций у = 
= (х + ^)| У — пх (438). 634, Сравнение графика тангенса (439). 
635. График функции a ctg (nx-j- В) (440). 636, Построение графика функции 
у = ctg х (440). 637. Графики функций у — sec х и у = cosec х (441). 
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Г л а в а XXV. 

Решение треугольников. 
638. Решение прямоугольных треугольников (442). 639. (443). 640. Дру

гой прием при решении прямоугольных треугольников с помощью логариф
мов (444). 

Косоугольные треугольники. 
641. Закон синусов (444). 642. Закон косинусов (444). 643. Решение 

косоугольных треугольников (445). 644. (446). 645. (447). 646. (447). 647. (449). 
648. Простое правило (450). 649. Решение треугольников (450). 650. Тупые 
углы (451). 

Г л а в а XXVI. 

Полярные координаты. 
651. Полярные координаты (451). 652. Полярный график функции 

p = a c o s ü [311] (452). 653. Полярный график функции р = о sin 0 [312] (452). 
654. Вращение полярных графиков (453). 655. Соотношение между поляр
ными и прямоугольными координатами (453). 656. График функции 
р = a cos 0 -f- b sin 0 [317] (454). 657. Элемент времени в полярных графиках 
синуса и косинуса (456). 658. (457). 659. Полярные графики функций синуса 
и косинуса (459). 

Г л а в а XXVII. 

Векторы, мнимые и комплексные величины. 

Векторы. 
660, (459). 6)1. Сложение векторов (459). 

Мнимые и комплексные величины. 
662. (462). 663. График мнимой единицы (463). 664. Сложение и вычи

тание мнимых количеств (464). 665. (464). 666. Значение комплексных ко
личеств (465). 667. (466). 668. Векторное изображение (466). 669. Комплек
сное количество x-\-yt (466). 670. Сопряженные комплексные количе
ства (467). 671. (468). 672. Умножение комплексных количеств (468). 673. Де
ление комплексных количеств (468). 674. Комплексные выражения в поляр
ных координатах (469). 675. (470). 676. Умножение комплексных количеств, 
заданных в полярной форме (470). 677. Деление комплексных количеств, 
выраженных в полярной форме (472). 678. Теорема Моавра (473). 679. При
ложения теоремы Моавра к тригонометрии (475). 680. Разложение в ряд 
sin п 0 и cos п 0 посредством теоремы Моавра и формулы бинома (477). 
681. Показательные выражения sin 9, cos 0, t g 0 (478). 682. Показательные 
формы комплексных количеств (479). 

Г л а в а XXVIII. 

Гиперболические функции. 
683. Гиперболические функции (479). 684. (480). 685. (481). 686. (482). 

687. Соотношение между гиперболическими и тригонометрическими функ
циями (482). 683. Разложение sh л: и ch х в ряд (483). 689. Графики гипер
болических функций (483). 
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Г л а в а .XKIX. 
Решение тригонометрических уравнений. 

690. (484). 691. Уравнения вида sin (л- + В) = с sin х (486). 692. Уравне
ния вида tg ( x - j - В) = c tg лг (486). 693. Уравнения вида a cos л 0 -(- 6 sin n Ü = 
= с (487j. 694. Графическое решение тригонометрических уравнений (488). 
695. Уравнение /? sln. (* + с) = « cos * -f-b sin л; (488). 696. (488) 697. (489). 
698. Системы тригонометрических уравнений (490). 699. (491). 

Г л а в а XXX. 
Простейшие приложения координат. 

700. (492). 701. Величина отрезков (492). 702. Геометрия одного изме
рения (493). 703. Геометрия двух измерений (493). 704. Координаты (493). 
705. (494). 706. (495). 707. (.495). 708, Расстояние между двумя точками (495). 
709. Расстояние между двумя точками в косоугольных координатах (495). 
710. (496). 711. Измерение углов между прямыми (496). 712. Наклон прямых 
(497). 713. Наклон прямой, проходящей через точки Р\ (х\, у{) и Рг (xä, у2), 
выраженный через координаты этих точек (497). 714. Параллельные прямые 
(488). 715. Перпендикулярные прямые (498). 716. Угол между прямыми (499). 
717. Деление отрезка в данном отношении (500). 718. Деление прямой, сое
диняющей точки (.V[, ух,) и (.va, #2) в Данном отношении г (500). 719. 
Площадь треугольника (502). 720. Правила вычисления площади (502). 721. 
Выражение для площади треугольника в виде определителя (503). 722. (503). 
723. Площадь многоугольника (504). 724. Составление уравнений (505). 

Г л а в а XXXI. 

Линейные уравнения. Прямая линия. 
725. (507). 726. Уравнения прямой, проходящей через данную точку (507). 

727. Уравнение прямой с угловыми коэффициентами (508). 728. Прямые, 
параллельные осям (509). 729. Уравнение прямой, проходящей через две 
точки (510). 730. Уравнение прямой в отрезках (512). 731. Нормальный 
вид уравнения прямой (513). 732. Приведение общего уравнения прямой 
к форме в отрезках (514). 733. Приведение общего уравнения прямой к нор
мальному виду (515). 734. Уравнение прямой, проходящей через точку (хп,уи) 
перпендикулярно к линии Ах + Ву + С = 0 (516). 735. Расстояние от дан
ной точки Р(х0, уо) до прямой Ах -f- By -4- С = 0 (517). 736. Уравнение пря
мой, проходящей через.данную точку Р х9,у,) и образующую уголО с ли
нией Ах -f- Bu -f- С — 0 (518). 737, Полярное уравнение прямой, проходящей 
черев две точки, например />j (pj, 0]) и Ра (р2> "а) (519). 733. Системы прямых 
линий (520). 739. Системы прямых, перпендикулярных к линии у — тх = 
= к (521). 740. Системы прямых, проходящих через данную точку (522). 

741. Система прямых, проходящих через пересечение двух данных линий (523). 
742. Уравнение x cos к-j-у sink — р = 0 (525). 743. Произведение двух линей
ных уравнений (526). 744. Уравнения второй степени, выражающие прямые 
линии (526). 

Г л а в а XXXII. 

Уравнения второй степени. Конические сечения. Парабола. 
745. Геометрическое место точки (527). 746. Уравнение любого кони

ческого сечения в прямоугольных координатах (528). 747. Уравнение кони
ческого сечения в полярных координатах (528), 
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Парабола. 

748. Уравнение параболы (529). 749, Упрощение общего уравнения 
конического сечения. Уравнение параболы (531). 750. Latus rectum (531). 
751. Парабола и квадратное уравнение (531). 752. Общее уравнение пара
болы с осью, параллельной оси X или оси Y (533). 753. Функция второй 
степени у = ах2 - j - а х + с (534). 754. Уравнение параболы в полярных коор
динатах (534). 755. Построение параболы (535). 756. Траектория снаряда (535). 
757. Параболический свод (537). 

Г л а в а XXXIII. 

Окружность и эллипс. 

758. (537). 759. Определение окружности (539). 760. Уравнение окруж
ности в полярных координатах (540). 761. Системы окружности (541) 762. 
Длина касательной (542). 763. Эллипс (543). 764. Уравнение вллипса (544). 
765. Другие соотношения (545). 766. Второй фокус и директриса (546). 767. 
Уравнение конического сечения, приводимое к уравнению эллипса (547). 
768. Эксцентриситет е в зависимости от коэффициентов членов общего урав
нения (548). 769. Фокальные радиусы (549). 770. Случай, когда большая 
ось направлена по оси Y. (550). 771. Уравнение эллипса, оси которого 
параллельны осям координат, но не совпадают с ними (551). 772. Форма 
Ах1 +• Су* -4- Dx -4- Еу -f- F — 0 (552). 773. Случай, когда большая ось парал
лельна оси Y и начало расположено не в центре (554). 774. Эксцентрический 
угол. Эксцентрическая аномалия (554). 775. Уравнение эллипса в полярных: 
координатах (555). 

Г л а в а XXXIV. 

Гипербола. 

776. (556). 777. Случай, когда фокусы лежат на оси Y (559). 778. Вывод 
уравнения гиперболы из общего уравнения конических сечений (559). 779. 
Фокальные радиусы (радиусы-векторы) (560). 780. Асимптоты (561). 781. 
Сопряженные гиперболы (562). 782. Преобразование уравнения гиперболы 
путем перенесения начала координат (563). 783. Равнобочная гипербола (564). 
784. Уравнение равнобочной гиперболы, отнесенной к асимптотам как 
к осям (565). 785. Уравнение вида Ах* + Cif - f Dx -f- Еу + F=0 (567). 
786. Эксцентриситет e, выраженный через коэффициенты членов общего 
уравнения (568). 787. Уравнение гиперболы в полярных координатах (569). 
788. Соотношение между эксцентриситетом е эллипса и гиперболы в слу
чае одинаковых а и b (569). 789. Соотношение между эксцентриситетом 
эллипса и гиперболы, имеющих одинаковые значения акр (570). 790, (570), 
791. Выражения для р в уравнении гиперболы (571). 

Г л а в а XXXV. 

Общее уравнение второго порядка. 
792. Уничтожение членов первой степени посредством перемощения 

начала координат (571). 793. Вращение осей (572). 794. Определение вида 
кривой второго порядка (574): 795. Касательная (метод секущей) (574). '/96. 
Касательные к коническим сечениям (576), 797. Уравнение касательной 
к коническому сечению, если известен ее наклон (577). 798. Нормали 
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к коническим сечениям (579). 7 9 9 . Свойства касательных и нормалей 
к коническим сечениям (579). 8 0 0 . Диаметр конического сечения (581), 8 0 1 . 
Свойства диаметров (582). 8 0 2 . Подкасательные и поднормали (583V 

Г л а в а XXXVI. 

Уравнения в параметрической форме н в полярных координатах. 
8 0 3 . Параметрические уравнения кривой (585). 8 0 4 . Параметрические 

уравнения прямой (586). S 0 5 . Параметрическое уравнение окружности (589). 
8 0 6 . Параметрическое уравнение параболы (590). 8 0 7 . Развертка круга (эволь
вента) (591). 8 0 8 . Пример движения (592). 8 0 9 . Циклоида (592). 8 1 0 . Построе
ние циклоиды (593) 8 1 1 . Трохоида (594). 8 1 2 . Гипоциклоида и эпициклоида 
(594). 8 1 3 . Построение гипоциклоиды и эпициклоиды (595). 8 1 4 . Особые виды 
гипоциклоид (596). 8 1 5 . Уравнения кривых в полярных координатах (597). 
8 1 6 . Применение полярных координат (597). 8 1 7 . Спирали (598). 8 1 8 . Спи
раль Архимед! (598). 8 1 9 . Гиперболическая спираль (598). 8 2 0 . Параболиче
ская спираль (599). 8 2 1 . Жезл (599). 8 2 2 . Логарифмическая спираль (599). 
8 2 3 . Лемнискаты (601). 8 2 4 , Трехлепестная* роза (601). 8 2 5 . Четырехлепестная 
роза (601). 

Г л а в а XXXVII. 

Эмпирические уравнения; 
8 2 6 . Определение эмпирических уравнений (601). 8 2 7 . (602). 8 2 8 . Спо

соб наименьших квадратов (603). 8 2 9 . Зависимости, приводимые к прямо
линейным (604). 8 3 0 . (606). 8 3 1 . Степенные функции (607). 8 3 2 . Степенные 
функции, в которых п — величина отрицательная (611). 8 3 3 . Эмпирические 
уравнения вида у = a -f- Ьх-\- ся2 - j - . . . - | - gx" (613). 8 3 4 . Закон естественного 
роста или показательный (614). 

Г л а в а XXXVIII. 

Приложение координат к геометрии трех измерений. 
8 3 5 . (616), 8 3 6 . (616). 8 3 7 . Расстояние между двумя точками в про

странстве (617). 8 3 8 . Углы между двумя радиусамге-векторами или между 
двумя прямыми (618). 8 3 9 . Деление отрезка прямой в данном отноше
нии (619). 8 4 0 . Поверхности (619). 8 4 1 . Некоторые уравнения с одной 
переменной (619). 8 4 2 . Уравнение с двумя переменными первой степени (62J). 
8 4 3 . Любое уравнение с двумя переменными (620), 8 4 4 . Кривые в простран
стве (621). 8 4 5 . Шар, (622) 8 4 6 . Проекции (623). 8 4 7 . Проекция кривой на 
координатную плоскость (624). 8 4 8 . Пересечение поверхности с координат
ными осями (625). 8 4 9 . Поверхности вращения (625). 8 5 0 . Уравнение ко
нуса (627). 8 5 1 . Сплющенный сфероид (628). 8 5 2 . Вытянутый сфероид (628). 
8 5 3 . Паоаболоид вращения (628). 8 5 4 . Однополый, гиперболоид враще
ния (С23). 8 5 5 . Двуполый гиперболоид вращения (629). 

Г л а в а XXXIX. 

Линейные уравнения С тремя переменными. 

8 5 6 , Плоскость (629). 857 . Общее уравнение первой степени. (630). 858. 
(632), 8 5 9 . Уравнение плоскости в отрезках на осях координат 633). 8 6 0 . 
Расстояние от точки до плоскости (633).»861. Система плоскостейч635). 8 6 2 . 
Система параллельных плоскостей (635). 8 6 3 , Система плоскостей, проходя-' 
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щих через линию пересечения двух плоскостей (636). 864. Система плоско
стей, проходящих черев данную точку (637). 865. Плоскость, проходящая 
через три заданные точки (637). 866. Уравнения плоскостей, делящих 
пополам углы между двумя пересекающимися плоскостями (638). 867. 
Прямая линия (639). 868. Уравнение • прямой, проходящей через данную 
точку и образующей углы a, fi, 1 с осями (640). 869. Прямая, проходящая 
через две данные точки (641). 870. Прямая, параллельная плоскости (641). 
871. Прямая, перпендикулярная к плоскости (642). 

Г л а в а XL. 

Уравнения второй степени с тремя переменными (в пространстве). 
872. Уравнения второй степени (642). 873. Эллипсоид (642). 874. Одно

полый гиперболоид (644). 875. Двуполый гиперболоид (646). 876.^ Элиптиче-
ский параболоид (647). 877. Гиперболический параболоид (648). 878. Конусы 
(649). 879. Цилиндры (650)! 880. Параметрические уравнения кривой в про
странстве (652). 

Г л а в а XLI. 

Дифференциальное исчисление. 

881. (652). 882. Скорость изменения величин (653). 883. Средняя ско
рость изменения (654J, 884. Скорость изменения в данный момент (654). 
885. Размеры величин (655). 886, Переменные и пределы (655). 887. Поня
тие о пределе (657). 888. Графическая иллюстрация (660). 

Г л а в а XLII. 

Основные правила дифференцирования. 

889. Производная (661). 890. Значение пределов (662). 891. Дифферен
цирование (662). 892, Производная постоянной величины (662). 893. Произ-
нодная переменной, взятая по этой же переменной (663). 894. Влияние 
постоянного слагаемого (663). 895. Производная произведения функции на 
постоянную (664). 896. Производная степени (664). 

Г л а в а XLIII. 

Дифференцирование алгебраических функций. 
897. Дифференцирование суммы (666). 898. Производная степени (667). 

899. Дифференцирование функции от функции (669). 900. Графическое изо
бражение функций от функций (670). 901. Производная функции, возведен
ной в некоторую степень (671). 902. Производная произведения двух функ
ций (672). 903. Пример произведения двух функций (673). 904. Производная 
произведения нескольких функций (675). 905. Другой вид формулы для 
производной произведения (675). 906. Производная частного от деления двух 
функций (676). 907. Наклон кривой, заданной уравнением в общем виде \677). 
908. Дифференцирование неявных функций (679). 909. Дифференцирование 
общего уравнения кривой второго порядка (681). 910. Производная от произ
водной (681). 911. Последовательное дифференцирование (682). 912. Графики 
производных (683). 913. График производной от общего вида квадратного 
уравнения у — ах* + Ьх-{-.с (683). »914. График производной кубической 
функции у — ах* -{-Ъх2-{-сх-{- d (.685). 915. График прошшодной уравнений 
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вида ff — пх* -f- Ьхя -(- ел-2 -|- tlx + e (686). 916. Графическое дифференциро
вание (688). 917. Проведение касательной к кривой в некоторой ее точке (689). 
918. Сравнение графика функции с графиком ее производной (689). 

Г л а в а XL1V. 

Приложения дифференциального исчисления. 

919. Вычисление приближенных значений корней уравнения по методу 
Ньютона (692). 920. Скорость (в обычном смысле) и векториальная ско
рость (694). 921. Перемещение (694). 922. Прямолинейное движение (695). 
923. Ускорение в прямолинейном движении (696). 924. Кривая расстоя
ний (697). 925. Кривые скоростей (698). 926. Угловая скорость и угловое 
ускорение (698). 927. Средняя скорость (699J. 928. Величина скорости в дан
ный момент и направление движения точки (700). 929. Соотношение между 
угловой и линейной скоростями в круговом движении точки (702). 930. 
Криволинейное движение на плоскости (703). Задачи. 931 (707). 932. (707). 
933. (710). 934 (711). 935. Сила, масса и ускорение (712). 

Г л а в а XLV. 

Дифференцирование тригонометрических функций. 

936. Производная функции у = sin ы (714). 937. Производная функции 
у = cos и (718). 938. Производная функции у = vers и (719). 939. Графи
ческое дифференцирование функции у = sin х (719). 940. Графическое диф
ференцирование функции # = c o s * (720). 941. Кривошипно-кулисный меха
низм (721). 942. 1 рафическое решение задачи п° 941 (722). 943. Простое 
гармоническое движение (724). 944, Другая задача на простое гармоническое 
движение (725). 945. Производная функции y = ïgu (726). 946. Производные 
других'тригонометрических функций у —ctg и и т. д. (727). 947. Примеры, 
дифференцирования тригонометрических функций (728). 948. Производные 
обратных тригонометрических функций (729). 949. (729). 950. Графическое 
исследование обратных функций (730). 951. Производные гиперболических 
функций (731). 

Г л а в а XLVI. 

Дифференцирование логарифмических и показательных функций. 
952. Производные функции lga и (733). 953. Дифференцирование лога

рифма, данного в общем виде (736). 954. Сравнение методов дифферен
цирования (737). 955, Сравнение графиков функции у — \g.х с графиком ее 

производной у — (738). 956. Производная показательной функции (739). 

957. Производные функции у = и" (741). 958. Относительная скорость 
возрастания и закон сложных процентов (741). 959. Графическое дифферен
цирование при помощи графика показательной фунцкии (743). 

Г л а в а XLVII. 

Дифференциалы. 

960. Обозначение дифференциала (746). 961. Приложение дифферен
циалов к исследованию кривых (747). 962. Длина кривой (749), 963. Диф
ференциал дуги (749) 
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Г л а в а XLVIII. 

Исследование кривых. 

964. Параметрические уравнения (750). 965. Составляющие скорости 
в пространстве (751). 966. Наклон кривой (752). 967. (753). 968. Случаи, 
когда производная положительна или отрицательна (753). 969. (754). 
970. Вогнутость кривой (755). 971. Точки перегиба (.758). 972. Определение 
значений максимума и минимума (759). 973. Правила для нахождения 
максимума или минимума (760). 974. Кривизна (765). 975. Радиус кри
визны 1.766). 

Г л а в а XLIX. 

Разложение функций в ряды. 
976. Теорема Ролля (767). 977. Закон среднего (767). 978. Обобщение 

закона средней (769). 979. Формула Тейлора с остатком (771). 980. Фор
мула Маклорена с остатком (773). 981. Предел выражения ——' при х, стре
мящемся к 0 (775) 982. Неопределенные формы (775). 

Г л а в а L. 

Частное и полное дифференцирования. 

983. Функции двух независимых переменных (778). 984. Дифференци
рование функции двух независимых переменных (779). 985. Полное диф
ференцирование (781). 936. Дифференцирование функции от функции Двух 
или более независимых переменных (784). 987. 11оследовптелыое частное 
дифференцирование (785). 988. Зависимые переменные (786). 989. Полные 
дифференциалы (788). 990. Дифференцирование неявных функций (788). 

Г л а в a LI. 
Интегральное исчисление. 

991. (789). 992. (790). 993. Постоянная интегрирования (791). 904. 
Интегрирование выражения лг"> (793). 995. Постоянный множитель (794). 
996. Интегрирование суммы и разности (794). 997. Вычисление площадей 
посредством интегрирования (795). 998. Задачи на определение средней 
величины (799). 999. Нахождение среднего значения посредством вычисле
ния пАощади (799). 1000. Площадь в полярных координатах (802). 

Г л а в а LH, 
Графическое интегрирование. 

Графические методы интегрирования. 
1001. Графическое интегрирование (804). 1002. Графическое определение 

постоянной интегрирования (806). 1003. Работа растяжения пружины (807). 
1004. Пример графического интегрирования (807). 1005. Графическое инте
грирование графиков скорости (808). 1006. Основные формы интегральных 
кривых (809). 1007. График интеграла от а (809). 1008. График интеграла 
от постоянной величины при различных постоянных интегрирования (810). 
1009. График интеграла функции у = ах -|- b (810). 1010. График интеграла 
функции у = ах--\• Ьх-\- с (811). 
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Г л а в а LUI. 

Определенный интеграл. 

1011. Определенные интегралы (812). 1012. Среднее значение (814). 
1013. Определение среднего значения ординаты графическим способом (815). 
1014. Перестановка пределов. (816). 1015. Разбивка пределов интегрирова
ния (816). 1016._ Площадь в параметрической форме (817). 

Г л а в а LIV. 
Интегрирование посредством приведения. 

1017. Элементарные приемы (818). 1018. Простейшие преобразования 
при интегрировании (818). 1019. Основные формулы интегрирования (819). 
1020. Интегрирование посредством подстановки новых переменных (820). 
1021. Интегрирование по чзстям (824). 1022. Интегрирование посредством 
преобразования функции в известную интегрируемую форму (827). 
1023. Интегрирование функции при помощи приведения ее к известной 
интегрируемой форме (827). 1024. Приведение интегрируемой функции 
к логарифмической форме, непосредственно вытекающее из вида функ-

— dx или I — (831). 

1026. Форма j x"' (a-\-bx")pdx (831). 1027. Тригонометрические формулы 

приведения (834). 1028. Формулы I • •,. , df , и / • ? * t B , rf.v (837). 
г ] а х ~У~ " х ~i~ с J ах~ i ° л ' + ° 

1029. Интегралы, содержащие дробные степени х или двучлена (а Ьх) (839). 
1030. Интегрирование посредством тригонометрических подстановок (840). 
1031. Построение функций Yd1 —х- или У Х'+п1 (841). 1032. Квадратные 
выражения ах- -|- Ьх -| - с (842). 1033. Интегрирование рациональных дро
бей (842). 1034. Интегрирование посредством разложения данной дроби 
на простейшие (812). 1035. Последовательное интегрирование (844). 

Г л а в а LV. 
Метод суммирования. 

1036. Определенный интеграл как предел суммы (845). 1037. Площади, 
ограниченные плоскими кривыми. Прямоугольные координаты. Метод сум
мирования (849). 1038. Полярные координаты (852). 1039. Длина кривой. 
Прямоугольные координаты (853). 1040. Длина кривой. Полярные коорди
наты (856), 1041. Поверхности тел вращения (857). 1042. Объемы тел вра
щения (858). 10-13. Давление жидкости на вертикальные стенки (859). 
1044. Работа, совершаемая при подъеме жидкости до некоторого уровня (861). 

Г л а в а LVI. 
Примеры иа применение интегрирования. 

1045. Пример интегрирования. (862). 1046. Напряжение в ремне и 
в приводном шкиве (863). 1047. Закон охлаждения (866). 1048. Работа рас
ширения газа (867). 1049. Вывод уравнения движения тяжелой точки (867). 
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1050. Пройденный путь (868). 1051. Балки (869). 1052. Пример (871). 
1053. Балки, несущие равномерно распределенную нагрузку (872). 1054. 
Уравновешивание изгибающих моментов балки (876). 1055. Энергия (878). 
1056. Количество движения (879). 1057. Соотношения, связывающие работу, 
импульс, мгновенный импульс и количество движения ,880). 1058. Инер
ция (882). 1059. Момент инерции (882). 1060 Моменты инерции площади 
плоской •ригуры относительно двух параллельных осей, лежащих в ее пло
скости (884 . 1061. Радиус цнерции (885). 1062. Центр параллельных сил (885). 

1063. Частное интегрирование (888). 1054. Геометрическое значение 
частного интегрирования (890;. 1065. Частное интегрирование. Другой 
метод (891). 1056. Вычисление площадей двойным интегрированием (892). 
1067. Вычисление двойным интегрированием площади между двумя кривыми 
(894). 1068. Графическое решение предыдущей задачи (897). 1069. Вычисле
ние двойным интегрированием площадей плоских фигур. Полярные коорди
наты (898). 1070. Вычисление момента площади двойным интегрирова
нием (901). 1071 Вычисление двойным интегрированием координат центра 
тяжести (902). 1072. Положение центров тяжести различных фигур (904). 
1073. Вычисление двойным интегрированием момента инерции площади 
плоской фигуры (907). 1074. Полярный момент инерции. Прямоугольные 
координаты (908). 1075. Вычисление полярного момента внерции двойным 
интегрированием (909). 1076. Вычисление двойным интегрированием площа
дей криволинейных поверхностей (911). 1077. Вычисление объемов тройным 
интегриоованием (914). 1078. Сравнение простого и двойного интегриро
вания (918). 1079. Вычисление моментов посредством метода суммирова
ния (917). 1030. Приближенное интегрирование (918). 1031. Правило Симп
сона для приближенного вычисления интеграла (920). 1082. Примзпепие 
планиметра для целей интегрирования (922). 
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